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Capitulo 3.Diferenciabilidade

Derivadas (defini¢ao, derivadas laterais, relagao com continuidade, re-
gras algébricas, composta, inversa)

1. Esboce o grafico de uma fungao continua f : R — R tal que f(0) = f(1) =0, f/(0) = —1,
f3(0) =0, f{(1) = 400 e fi(l) = —oc.
(Nota: Nestas condigoes, dizemos que f tem derivada lateral & esquerda e & direita no ponto z = 0,

mas nao no ponto x = 1, uma vez que neste ponto os limites sdo infinito.)

2. Usando a definicao de derivada, calcule as derivadas laterais da seguinte fungao na

origem:
T

—_— 0
oy {irar 70
0 ,t =20

3. Calcule as derivadas das seguintes funcoes, indicando em que pontos elas sao dife-

renciaveis.

(a) l:T‘ (d) x3/2e® (g) 2?(1 +Inx)
(b) |z|senx (e) tanz — x (h) 3%/;2 + 5%
(©) iy (f) Teons ) 5

4. Considere a fungdo f: R — R definida por

a+ bx sex <0
f(@) = 5
1+ (2sen®z)/z sex >0

(a) Calcule as constantes a e b por forma a que f seja diferencidvel no ponto 0.
(b) Para esses valores de a e b determine a equagao da recta tangente ao grafico de f
em cada ponto ¢ < 0.

5. Mostre, usando o método de inducao, que:

dn €T x
@(ace )= (x +n)e*, Vn € N.

n . . ~
onde d%T" designa a derivada de ordem n da funcao xe”.
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6. Calcule f'(x), sendo a funcao f definida pela expressao:

(a) 3%tan(x?) (d) +/senh(1/z?) (g) In(arccos(1//x))
(b) ev**—1 (e) arctan(z?*)-arctan* x (h) (senz)”
(¢) (14 tan/z)?/3 (f) (e* + arcsen(2ac))8 (i) (arctanz)resen®

7. A tabela seguinte representa alguns valores de uma funcdo f: R — R injectiva e dife-
renciavel:

z |1[3[5[7]9]11
fl@)y [1]2[3 57|11
)y lol7[2]3]5]11

Usando os valores desta tabela:

(a) Calcule a derivada de f(2?) em x = 3.

(b) Calcule a derivada de f~!(x) em x = 5.

(c) Calcule a derivada de fo f(z) em x = 5.

(d) Calcule a derivada de f~!(2% — 2) em x = 3.

8. Determine a derivada da funcao g em termos de f’ se:

(a) g(z) = f(2?) (c) g(x) = arctan(f(z)) +f(arctan z)
(b) g(z) = f(sen®z) + f(cos®z) (d) g(x) = f(f(2))
9. Seja f(x) = In(1 + \/x) e seja g: R — R uma funcao injectiva, diferencidvel tal que
g(1) =4, ¢'(1) = 3 e g(x) > 0 para todo o = € R. Considere a funcao h(z) = f(g(z)).

(a) Justifique que h é diferencidvel em 1 e calcule h'(1).

(b) Justifique que h é injectiva e que a sua fungdo inversa h~! é diferencidvel em
In3 = h(1). Calcule (h~1)(In3).

10. Seja g: R — R uma funcao diferencidvel e estritamente mondtona com ¢g(0) = 2 e
¢'(0) = 3. Considere a funcdo f: [-1,1] — R dada por f(z) = g(arcsenz).

(a) Justifique que f é diferencidvel em |—1,1[ e calcule f'(0).

(b) Justifique que f é injectiva e, sendo f~! a funcio inversa, calcule (f~1)(2).
11. Considere a funcao f: R — R definida por
x?sen(1/x), se x #0;
fla) = e/
0, se x = 0.
(a) Justifique que f é diferencidvel em R\ {0} e calcule f’ para x # 0.
(b) Mostre que lin% f'(x) nado existe.
T—

(¢) Justifique que f ¢é diferencidvel no ponto 0 e calcule f/(0).
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12.

13.

14.

15.

16.

Teoremas de Rolle e Lagrange

Mostre que:

(a) a equacdo z° + 5x = 5 tem exactamente uma solucao.
(b) a equag@o cosx = 2x + 3 tem exactamente uma solugao.
(c) aequagdo 3x? = e tem exactamente trés solugoes.

(d) o polinémio p(z) = 2% — 42* + 2 tem exactamente quatro zeros (sugestdo: é par).

Aplicando o teorema de Lagrange ao intervalo [0,z] C [0, 7/2], mostre sucessivamente
que

(a) senz < x (b) —2? <cosz —1 (c) v — 2% <senz < x

Aproveite a alinea (c¢) para estimar o erro da aproximagao sen0.1 = 0.1.

Prove que, se f: R — R é duas vezes diferencidvel e o seu grafico cruza a recta y = x
em trés pontos, entao f” tem pelo menos um zero.

Mostre que:

(a) |senz —seny| < |z —y| Vo,y € R e |arcsenx — arcseny| > |z — y| Vx,y € [-1,1].
(b) [tanx —tany| > |z —y| Va,y €] - F, [ e |arctanz — arctan y| < |z —y| Vz,y € R.
Seja f: R — R uma funcgao diferencidvel tal que f(2n) =0 e f(2n+ 1) = n para todo

o n € N. Justifique que f’ toma valores positivos e negativos arbitrariamente grandes
em valor absoluto.
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Regra de Cauchy

17. Calcule, se existirem, os seguintes limites:

. 10* =57 N ( x )
_— 1 1
(&) alrlg%) senx 9 zi>r(r)1+x . z+1
(b) iig(l)senji?)—w §)) Il_i)lgi (In(senz) — In(arcsenz))
. 1 1
(¢) lim sen(z) arctan(z) (k) i%(el‘ — - ;)
x—0 x ln(l + .T) . 1o
@) lm 75T O
z—+oo 3T + senx (m) lim L1/
(e) lim =z cos(arctanx) 20+
e (n) lim (senxz)*"?
. e~1/z z—0+
(f) xlg})h T (0) igno(cosx)sen(l/x)
e*l/x i
i p) lim (1 —cos(1/vz
(g) lim — (p) lim a( 2( /7))
. . senz\ /=
(h) lim,_ 4o In(z) ln(l—i—%) () ilg(l)( . )

Estudo de Funcoes

eZ‘

18. Seja f a fungao definida por f(z) = -

et —1x
(a) Mostre que e* > x para todo o x € R. Qual o dominio de f?
(b

)
) Calcule lim f(z)e lim f(x).

T—r—00 T—r—00
(c) Determine os intervalos de monotonia e os extremos de f.
(d) Determine o contradominio de f.

19. * Seja f: R — R uma funcao duas vezes diferencidvel, com f'(0) =0 e f”(z) > 0 para
todo o z € R. Considere a funcdo g: R — R definida por g(z) = f(sen ).
(a) Determine e classifique os extremos locais da fungao g.
(b) O que pode dizer sobre o ntimero de solu¢oes da equagao ¢g”(x) = 07
20. Estude as seguintes fungoes quanto ao dominio, possiveis prolongamentos por continui-

dade, diferenciabilidade, monotonia e extremos, contradomino, concavidade e assimptotas,
e use essa informacao para esbogar o gréfico.

(a) z* — a3 + 227 — 1 (c) el/®
L1 (d) 1/Inz
(b) z + 2 (e) =+ arctan |z



LEIC-T, LEE, LETI, LEGI - CDI-I - 1° Sem. 2022/23

21.

22.

23.

24.

25.

Polinémio de Taylor

(a) Determine o polinémio de Taylor de ordem 2 em a = 1 da fungdo f: R — R
definida por f(z) = arctan(z?) — z + 1.

(b) Escreva o polindmio de Taylor p(x) de ordem 4 da fungao f(x) = sen 3z no ponto
x = —m/12.

(c) Use o polinémio de Taylor para escrever o polinémio p(r) = 2 — 4z — 9 como um
polinémio em poténcias de (x — 3).

Seja f uma funcao 4 vezes diferenciavel cujo polinémio de Taylor de ordem 4 no ponto
a =1 é dado por p(z) = —2+ 2z — 2. Determine as derivadas f*)(a) para k =1,...,4
e verifique se f tem ou nao um extremo local no ponto a, classificando-o.

Seja p, o polinémio de Taylor de ordem n de e* em x = 0.

(a) Mostre que, para x < 0,
’x|n+1

‘ew _pn(aj)‘ < m

0.2

(b) Aproveite para calcular e™"** com precisao de 5 casas decimais.

Considere as funcoes

e In(l+z), cos(mx) , 1+z
(a) Determine a férmula de Taylor de ordem 2 destas fungoes com resto de Lagrange
relativa aos pontos a =0e a = 1.

(b) Para a = 0, determine estimativas para o erro cometido ao aproximar a fungao
dada pelo polinémio de Taylor obtido no intervalo |0, 1/2][.

Determine, para = € [%, %}, um majorante do erro que se comete ao aproximar f(z) =

e % 4 %x pelo seu polinémio de Taylor de ordem 2 em a = 1.



