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Capitulo 2. Funcgoes Reais de Variavel Real: Limites e Conti-
nuidade.
1. Determine funcoes inversas das seguintes fungoes, especificando os respectivos dominios
(e contradominios):

2

a) f(z)=e" "2, 2>0, b) f(z)=2senz, z € [—

SIE]
ISE]
i

RESOLUCAO

2. a) Como e” é crescente, com contradominio ]0, +-cc[, o contradominio de f é Je™2, +-o0].
Paraxz >0ey € ]6_2, —i—oo[, temos

fa@)=yeo e t=yor?—2=lnysz=/Iny+2

Logo, a inversa de f ¢

fli]e? +oo[ 2 R, fl(y)=+Iny+2,

com contradominio CDy-1 = Dy = Rt.

b) O contradominio da fungao seno restrita a [—g, g] é sen ([—g, g]) = [-1,1]. Logo,
o contradominio de f é [—2,2]. Para x € [—%, %], y € [—2,2], temos

flx)=y<e2senz =y < x= arcsen%
(note-se que % € [-1,1], que é o dominio de arcsenz). Logo, a inversa de f é
f-2,21 =R f iy = arcsen%,

].

com contradominio CDf_1 = Dy = [_g’

vl

3. Deduza as seguintes identidades:



a) cos(arcsenz) =1 — 22, b) tan(arcsenz) = \/1”117 para x # +1.

RESOLUCAO

a) Se o = arcsenz, entdo sena = T e a € [—%,g] Queremos calcular cosa. De
cos? a + sen? = 1, temos cosaw = +v/1 —sen?a. Como a € [, %], cosa > 0,
vem

cos(arcsenz) = cosa = /1 —sen?a = /1 — 22.

b) Sai de a) e de sen(arcsenx) = z (que vem da defini¢ao de funcao inversa), uma vez

que tan o = 22,
COSs &

Para ver directamente, pode fazer-se assim: Se « = arcsenz, z # +1, entdosena = x

_nx 2 1 _ 1
eq€E ] 5o [ Queremos calcular tan . De 1 + tan” a = —5— = ——— temos
5 1 sen? o sen? o | sen
tan*a=——-——-1=——-— &Stana== 5 = .

1 —sen® « 1 —sen® « 1 —sen® « 44/1 — sen? o

Logo,
Ed

+/1— 22

Se a € [0, g], entdao sena > 0 < |z| = z. Como tan o > 0, temos

tan(arcsenx) =

X

V1—22

Se a € |-%,0], sena < 0 < |z| = —z. Como tana < 0, temos

tan(arcsenz) =

— x
tan(arcsenz) = =

—V1—22 V1-—22

4. Seja f : D — R uma funcao injectiva e g : f(D) — D a sua inversa (ou seja, g(y) = x
sse y = f(x), para quaisquer z € D, y € f(D)). Mostre que

a) Se f é crescente (resp. decrescente), entao g é crescente (resp. decrescente).
b) Se f é impar, entdo g é impar.

c) arcsen, arctan sao crescentes e impares, arccos é decrescente.

RESOLUCAO

f: D — R funcao injectiva e g : f(D) — D a sua inversa.

a) Seja f crescente. Como f é injectiva, f é estritamente crescente. Logo, para z,z’ €
D,z > & f(z) > f(2'). Entao, para y,y’ € f(D), y = f(x), com y' = f(z') (ou
seja, g(y) = o, g(y') = 2') temos

y>y & f(z) > fa') & x> < g(y) > gy).



Logo g é (estritamente) crescente.
b) Para y € f(D), seja x € D, com y = f(x), ou seja, tal que g(y) = x. Entao —y =

—f(z) = f(==), porque f ¢ fmpar, logo g(—y) = —=, e assim g(—y) = —v = —g(y),
e g é impar.

c¢) Directamente de a), b) e das propriedades de senz, cosz, tan x.

5. Mostre, recorrendo a definicao de limite em R, que para a funcao definida em R por
f(z) =22 + 1 se tem lim,,, f(z) = f(a), para qualquer a € R. []

RESOLUCAO
Por defini¢ao, lim,_,, f(z) = f(a) se dado £ > 0 qualquer, existe § > 0 tal que
o —al < 8= |1(z) ~ f(@)] <
Para f(r) = 22 + 1: dados a € R e ¢ > 0, temos
[f(z) = f(a)] = |2* + 1 = a® = 1] = [¢? — a®| = |& + al|z — a| < (2] + |a)|z - al.

Se x € Vs(a), temos [zt —a| < d & a—06 <z < a+ 4, logo |z| < 0 + |a| (ou ver
|z| = [(x —a) + a|] < |x —a|+ |a| < 0 + |a|). Assim, para = € Vs(a) tem-se

|f(z) = fla)] < (6 + la| + |af)|z — a < (2[a] +0)d < (2[a] + 1)3,

escolhendo sempre § < 1. Agora para que |f(z) — f(a)| < &, por transitividade, é
suficiente escolher 1 > § > 0 tal que

2 1)d ) .
(2lal +1)d <€ <2|ay+1

Neste caso, temos entao |z —a| < § = |f(z) — f(a)| <e.

6. Use a definicao de limite de funcdo em R para mostrar que

a) limg_0 1—12 = +o0, b) limg 100 /& = +00.
RESOLUCAO
a) limg,_0 x—IQ = 400 : temos de mostrar que dado € > 0 arbitrdrio (ou um R > 0,

suficientemente grande, R = 1/¢), existe 0 > 0 tal que

1 1
lz -0 <d= —5 > -
X €

'Em particular, f é continua em qualquer a € R



Entao, dado € > 0, temos

1 1
S >-er’<es |7 < Ve
X €

Tomando, por exemplo, § = /e, mostramos que lim,_q x—lg = +4o00.

b) lim, 0 v/ = +00: temos de mostrar que dado £ > 0 arbitrario, existe § > 0 tal
que

1 1
T> == >-.
) €
Dado € > 0, temos
1 1

V> -er> 5.
& €

Tomando, por exemplo, § = €2, mostramos que lim,_, | o0 \/Z = +00.

7. Determine, se existir, cada um dos seguintes limites, justificando o calculo ou a nao
existéncia de limite.

3_,2 senx
. o=zt 4+ax—1 Lim
a) il_)rnl 72 1 ’ g) z—07F \/E ’
2 (z—1)% _ 1
¥ —x e
im ———— h) lim ———
b) I o ) Jim (z—1)7
2 sen T
-1 - et —1
c¢) lim c , i) limgo ———,
=0 T senx
. x tan bx
d) lim —— 2 N iy RO
a—0 In(2x + 1) V250 varcosa
: 1 x
e) lim xz(e= —1), k) lim ,
T—+00 z—0 arcsenx
1 —vV1- |
£ i YIFE-VI—E 1) T 2LC052)
z—0 x z—0 sen“ T
RESOLUCAO
o —2?+ax—1 . 1:2(93—1)—1—:5—1 o241
a) lim = lim = lim —— =1;
z—1 2 —1 z—1 (a: — 1)(33 + 1) z—1 ¢+ 1
2
- 1
b) lim ot Dy T,
=1 12 — 3x +2 z—1 (ac — 1)($ — 2) z—1 (a: — 2)
1'2 $2
1 1 v_1
c) lim ¢ = lim & 5—2 = 1-0 = 0, uma vez que limy o € = 1 (com
z—0 X z—0 X
y=z?).
d) 1 f” li 2o 11 li J 1
im ————— = lim ————— — = —, uma vez que lim,_,p —— =
50 ln(2e +1)  as0lnr+1)2 2 AU MMy =0+ 1)
v_1
e) lim z(er —1)= lim c =1 (tomando y = 1/z — 07", se x — +00).
r——+00 y—07t Yy



m\/l—l—:c—\/l—a:_l, (I1+z)—(1—2x) ) 2

f) i = lim = lim =1.
)Ho x e=0z(v/1+xz++v/1—x) 220 (V1+z++1-1)
sen x sen x
lim ——— = lim zr=1-0=0.
g) z—0t \/E z—0t+t X f
(z—1)°> _ 1 (z—1)° 1 1 1
e e
h) lim ———— =i =1-—= t doy=(z—1)°—
) Iy T T o g - oo (tomandoy =(z—1)
0,sex—1)
esenx 1 ey _ 1
i) im —— = lim =1, tomando y = senx — 0, se x — 0.
z—0  senx y—=0 Yy
.. tan 5x . sendx ) ) 10 ) sen x
j) lim ——— = lim =1.-— = —, uma vez que lim, .o —— =
z—0 xarcosr =—0 bxr cosbrarcosw o s T
1.
k) lim — T im Y 1, fazendo a mudanga de varidvel y = arcsenx — 0, se
z—0 arcsenx  y—0 Yy
x — 0.
) qim 2C052) _ ) dn(cosz) o, Infeosz) 1Ly w1
z—0 sen?x 201 —cos?z =01 —cosx 1+cosx 2usll—u 2

zendo a mudanca de varidvel u = cosx — 1, se x — 0 e usando lim,_,; % = 1.

. Mostre que se lim,_,, f(z) = +00 e lim,_, g(z) = ¢ € R, entao

RESOLUCAO

O limite dado é uma indeterminagao da forma 1°°. Temos

f(@) (2)
lim <1 s g(x)) — lim @) _ e

z—a f(x) z—a

ja que, fazendo y = % — 0, quando = — a,

lim f(z)1n (1 + M) — lim g(z) w _ o lim 22 +Y)

T—a T—a g(z 0
- f(@) - = y=0 Y
: : x + |z| :
. Considere f : R — R, definida por f(z) = ————d(x), onde d : R — R designa a

fungao de Dirichlet (d(z) =1,z € Qe d(x) =0,z € R\ Q).

a) Indique o contradominio de f. A funcdo é majorada? E minorada?



b)
c)

Estude lim, oo f(2) € limy_ o0 f(2).

Para cada a € R, determine, ou justifique que nao existe, lim;_,, f(x).

RESOLUCAO

Temos

2)

0, sexz <0,
dz) =<0, sexz>0AxzeR\Q,
z, sex>0AzeqQ.

 + |z
2

fz) =

Para x <0, temos f(z) = 0, logo f(]—00,0]) = {0}. Para x > 0 temos f(z) =0, se
reR\Qe f(z) =xsex € Q. Logo f(]0,+oo[={0}U{z €Q:2 >0} ={0} UQT.
Assim, CDy = f(R) = {0} U QT. A funcdo é minorada por 0 e nao é majorada,
uma vez que QT nao é majorado.

lim, o f(x) = lim,;,_o 0 = 0;

lim,_, o f(x) nao existe, uma vez que se arranjam dois conjuntos onde os limites
relativos sao distintos (j4 que Q e R \ Q sdo nao majorados):

oife 1) = LR 2 = Heo Iy flo)= I 0=0

a:EQ JJER\@

Se a < 0: limy_,, f(z) = lim,—,, 0 = 0.

Se a = 0: temos sempre 0 < f(x) < z, logo por enquadramento, lim, o f(z) = 0.
Para a > 0: nao existe limite. Para verificar, podemos usar limites relativos, ja que
qualquer vizinhanga de a contém racionais e irracionais, e

lim f(z)= lim z=a, lim  f(z) =0.

r—a,xeQ z—a,xeQ z—a,2€R\Q

Como os limites relativos sao distintos, nao existe limite.

. Seja f : R — R uma fungao continua no ponto 0. Em que ponto(s) sera necessariamente

continua a funcao g(z) = f(tanz — cotanz)? (Relembre que cotanz =

1
tanac)'

RESOLUCAO

Sendo f e h duas fungdes e a € R, tais que h é continua em a e f é continua em h(a),
entao necessariamente g = f o h é continua em a.

Como tan e cotan sao continuas, respectivamente em a # 5 + kw, e a # km, k € Z,
temos que tanz — cotanz é uma fungao continua em D = R\ {kF : k € Z}. Sendo f
uma fungao continua em 0, temos entao que g(x) = f(tanx — cotanz) é continua em
cada a € D satisfazendo tana — cotana = 0. Como,

1 _tanZa—l

tana tana

tana — cotana = tana —



11.

12.

e, portanto, tan a — cotan a = 0 equivale a tana = +1, ou seja a = +% + km, com k € Z,
concluimos que a funcao dada é necessariamente continua nestes pontos.

Considere a fungao f : R\ 0 — R definida por:

2
Se;ii) se x < 0,

f(x): 6‘/5*1
se x > 0,

a\/x

em que a € R. Determine a por forma a que f seja prolongavel por continuidade ao
ponto 0. Sendo F': R — R esse seu prolongamento, calcule F'(0).

RESOLUCAO

f é prolongavel por continuidade ao ponto 0 se existir lim, g f(z), ou seja, se f(07) =
f(07). Temos

_ . sen(x?) 1 senu 1
0 = 1 = — — —
fO7) = lim =5 =3 hm = =3
Ve _1 1
e
07) = i =_.
)= e e &

Logo, a = 2. Se F é prolongamento por continuidade de f, entdo F(x) = f(z) para
z #0e F(0) = lim, 0 f(z) = 3.

Considere a fungao f : R\ {0} — R dada por

k
flz) = ln<2+12>, se x > 0,
—z(x +2), sex <0,

onde k € Rt é uma constante.

(a) Calcule limy_ 40 f(2) € lim,—,_o f(2).

(b) Determine a constante k£ € R de forma a que f seja prolongével por continuidade
ao ponto 0.

(c) Sendo F': R — R esse seu prolongamento determine, justificando, o contradominio

de F.
RESOLUCAO
(2) limgos oo f(@) = limg_s o0 In (ﬁ) = lim,, o+ Iny = —o0.
lim, f(l‘) =limg; , —:E(l’ + 2) = —90.



(b) Temos lim,_,o- f(x) = 0 e lim,_,o+ f(z) = In (%) Logo f é prolongavel por
continuidade a 0 sse In (%) =0 k=2

(¢c) Em |—00,0], F' é dada por um polinémio de grau dois (cujo grafico é uma parabola),
com zeros em 0 e —2, de concavidade voltada para baixo. Logo, terd um maximo

em z = —1 dado por F(—1) = f(—1) = 1. Como F é continua, o contradominio
de F em ] — 00, 0] é dado por F(] — 00,0]) =] — o0, 1] (usando a)).

_ 2
mnR%,F@)_anﬁp

o maximo (global) da fun¢ao. De novo pela continuidade de F' e de a), vem que
F(R") =] — 00,0 e portanto CDy =] — 00, 1]U] — 00, 0[=] — o0, 1].

) é decrescente e F'(z) < 0, x € RT, em particular 1 é

13. Seja f a funcao real definida por,

1
—ew, se x < 0,

thT? se x > 0.

a) Calcule limy_,_ o f(x) € limy_ 100 f(2).

Mostre que f é prolongavel por continuidade ao ponto 0.

)
b) Justifique que f é continua em todo o seu dominio.
c)

)

d) Sendo g a func¢ado que resulta de f por prolongamento por continuidade ao ponto 0,
justifique que g tem maximo e minimo em qualquer intervalo da forma [—¢, €], com

e > 0. Indique, justificando, o valor de max{g(z) : = € [—¢,¢]}.

RESOLUCAO

a) limy o f(z) =lim,,_o —ez = —1.
limg oo f(x) = limy 4 oo In ﬁ = —00.

b) Em a > 0: f é continua em a uma vez que, numa vizinhanca de a, f é dada pela
funcao In ﬁ, que é a composta de funcoes continuas nos seus dominios e portanto

continua no seu dominio.
Em a < 0: f é continua em a uma vez que, numa vizinhanga de a, f é dada pela
funcao —e%, que é a composta de funcoes continuas nos seus dominios e portanto
continua no seu dominio.

c¢) Temos
1
li = lim 1 =In(1) =0
g S = I e =
lim f(z)= lim —ez = 0.
z—0~ z—0~

Logo existe lim,_,o f(x) = 0 e f é prolongavel por continuidade a 0.



d) Se g é o prolongamento por continuidade de f a 0, ou seja,

—e%, se x < 0,
g(z) =140, se x =0,

lnﬁ, se x > 0.

entdo g é continua em R (é continua em 0 por defini¢ao, e é continua em R \ {0}
porque f é). Logo, do Teorema de Weierstrass terd maximo (e minimo) em qualquer
intervalo limitado e fechado. Em particular, em qualquer intervalo [—¢, €], com £ > 0.

1 g , , 1,
Como —e= é crescente (a exponencial é crescente, % é decrescente, logo e= é de-
crescente), temos para x € [—¢,0[ que g(x) < g(07) = 0. Por outro lado, lnﬁ
é decrescente (o logaritmo é crescente e H% é decrescente), logo para = €]0,¢],

g(z) < g(07) = 0. Conclui-se que max,e[_. . g(z) = g(0) = 0.

14. a) Estude, quanto a continuidade em cada ponto do seu dominio, as fungoes definidas
em R\ {0} pelas férmulas:
(x) = e 32 (x) = xsen 1 cos 1
2 ) . -
b) Indique, justificando, se cada uma das fungoes ¢ e 1) é prolongével por continuidade
ao ponto 0.

c) Mostre que ¢ e ¥ sao fungoes limitadas.
RESOLUCAO

a) e ¢ é dada pela composicao de fungoes continuas nos seus dominios: a fungao

exponencial, continua em R e —m%, continua em R\ {0}. Logo ¢ é continua em

R\ {0}.

e 1) é dada pela diferenca de duas funcoes: x sen % € cos % As funcoes sen % e cos %
sao continuas em R\ {0}, uma vez que sdo dadas pela composigao de fungoes
trigonométricas, continuas em R, e %, continua em R\ {0}. Logo, x sen% e cos %
sao continuas em R\ {0} e ¥ também o sera.

b) ¢ e 1 sao prolongaveis por continuidade a 0 sse existir (em R) limg .o p(z), €
lim,_,o ¥ (x), respectivamente. Para ¢:

e .
lim p(z) = lime <2 = lim €Y =0.
x—0 z—0 Yy——00

Logo ¢ ¢é prolongavel por continuidade a 0. Quanto a :

° limxHoxsen% = 0, uma vez que lim, ,gxz = 0 e sen L ¢ uma funcao limitada.

xX
Por outro lado,



e lim, . cos% nao existe; vamos para isso usar a definicao, mostrando que, dado
b € R, nao é verdade que lim,_, f(z) = b, ou seja, que existe um £ > 0 tal que:

1
cos <> — b‘ > e.
T

De facto, escolha-se ¢ = $mdx{[b|,|1 — b} > 0, e considerem-se as sucessdes
Ty = 5= — 0 € yp = m — 0. Dado § > 0 arbitrario, podemos tomar n
suficientemente grande de forma a que

Vo >0dzeR: —d<xz<d e

2nm

—0 < Tp,Yn <6

1 1
cos <> —b‘ =|1-0b|, cos <> —b‘ = 9],
Iy Yn

sendo que um dos valores é certamente igual que €. Logo lim,_,o ¢ (z) nao existe
e ¥ nao é prolongavel por continuidade ao ponto 0.

c) e p(xr) >0, uma vez que a funcao exponencial é sempre positiva. Por outro lado,

_1
—w—lg < 0, logo como a funcdo exponencial é crescente, temos e 22 < e = 1.
Conclui-se que 0 < ¢p(z) < 1, e ¢ é limitada.
e Para : cos% é limitada, com —1 < cos% < 1. Quanto a xsen %, temos

1

. 1 . sen = . sen y
lim zsen— = lim T = lim = 1l
Tr—+00 X T—+00 = y—0t Yy
e da mesma forma limwﬁ_ooxsen% = 1 (alids, a funcao é par). Logo, como

existem em R, os limites em +o0o e —oo, existe a > 0 tal que ¥ é limitada em
[a, 400 e em | — 00, —a]. Para z € [—a, a, temos

1
a:sen‘ <|z| =
i

1
xsen —| < a.
T

Logo v é limitada em R. (Alternativamente, como 1 é prolongavel por continui-
dade a 0, o Teorema de Weierstrass garante que o seu prolongamento continuo
terd méximo e minimo em [—a,al, logo serd limitado e 1, por consequéncia,
também.)

(Alternativamente, podiamos usar a desigualdade |sen(y)| < |y|, y € R, logo
’1‘ sen%‘ <1,z #0,logo =2 < ¢(z) <2 e é limitada.)

Jz

15. Considere a funcao f definida (no conjunto dos pontos para os quais a expressao —“—

z—1
designa um numero real) pela férmula f(z) = T\E

a) Indique, sob a forma de uma reunido de intervalos disjuntos, o dominio de f.
b) Calcule
lim f(z) lim f(z) lim f(x).

T—+00 T—1— z—1t

10



16.

¢) Justificando abreviadamente a resposta, indique o contradominio de f.

d) Dé exemplos de sucessoes (uy,) e (v,), de termos no dominio de f tais que (uy) e
(f(vy)) sejam convergentes e (v,,) e (f(u,)) sejam divergentes.

RESOLUCAO

a) D={xeR:z2>0Ax—-1#0}=10,1][ U |1, +o0].

1
b) lim f(z)= lim Ve = lim % =0

z—+00 z—=toox —1 x—+o0 ] —

8|

B

Jm flz) = lm = = —o0

B

li =1 = .
Jim, f(e) = Hm, "= =+oo

c) CDy = f(D) = f([0,1]) U f(]1, +o00).
o f([0,1]): se x € [0,1], entdo z — 1 < 0 e assim f(x) < 0, ou seja, f([0,1]) C

] — 00, 0]. Por outro lado, como f(0) =0 e lim,_,;- f(z) = —o0, e f é continua
no seu dominio (por ser o quociente de fungoes continuas), do Teorema do Valor
Intermédio temos que | — o0, 0] C f([0, 1]). Logo, f([0,1]) =] — o0, 0].

o f(]1,400]): se z €]1,+o0], entao f(z) > 0, ou seja f(]1,+o0[) C]0,+o00[. Como
f é continua em |1,+oo[, e lim,_,;+ f(x) = 400, limy 1o f(z) = 0, temos
de novo pelo Teorema do Valor Intermédio, que ]0,+oo[C f(]1,4o00[). Logo,
f(11, +00[) =10, +o0[.
Conclui-se que f(D) =R.
d) e (u,) convergente com (f(u,)) divergente: qualquer sucessao no dominio de f
com u, — 1, por exemplo, u, =1 — % —1e f(up) = —o0.
e (vy,) divergente com (f(v,)) convergente: qualquer sucessao no dominio de f
com v, — 400, por exemplo, u, =n — +oo e f(u,) — 0.

Sejam a,b € R e g :]a,b| — R uma funcdo continua em |]a, b tal que lim, ,, g(z) =
—lim,, g(z) = —oo. Mostre que existe uma tnica fun¢do continua h, definida em
[a,b] e tal que

h(z) = arctan[g(z)?], para z €a,b].
Determine o seu contradominio.

RESOLUCAO

Seja g :]a,b[|— R uma funcdo continua em |a,b], a,b € R tal que lim, ,,g(z) =
—lim,_,, g(z) = —o0. Queremos ver que existe uma tunica fungdo continua h definida
em [a,b] tal que

h(x) = arctan[g(x)?], = €]a, b].

Para x € |a, b[: a funcdo h ja estéd definida, de forma tnica, pela férmula acima, ou seja,
definimos h(z) = arctan[g(z)?], a < 2 < b.

11



17.

Para z = a, como h é continua em a, temos necessariamente

m
h(a) = li t = 1 tany = —
(a) Jlim, arc an[g(x)”]  m arctany = o,

e da mesma forma

7r
h(b) = li f =1 tany = .
(b) Jim are anfg(x)”] m arctany = o

Para determinar o contradominio de h, determinamos primeiro o contradominio de g:
uma vez que g é continua em |a, b e lim,_,, g(z) = —o0, lim,_; g(x) = 400, tem-se do
Teorema do Valor Intermédio que g(]a,b[) = R. Conclui-se que o contradominio de g2
é [0, 400[ e portanto

h(]a, b) = arctan([0, +oo[) = [o, z [

Como h(a) = h(b) = %, temos entdo que C Dy, = h([a,b]) = [0, 3].
Mostre que a func¢ao f : R — R dada por f(z) = zd(x), em que d : R — R é a fungao

de Dirichlet (i.e, d(z) =1,se 2 € Q e d(z) = 0, se x € R\ Q) é apenas continua em
z = 0.

RESOLUCAO
Temos
0, sexeR\Q,
ﬂ@Zwﬂ@={
x, sex € Q.
Por definicao: para a # 0: existe € > 0, por exemplo, ¢ = |a|, tal que em qualquer

vizinhanga de a existem pontos x tais que | f(z)— f(a)| > ¢: se a € Q, toma-se z € R\Q,
se a € R\ Q, toma-se z € Q.

Para a = 0: |f(z) — f(0)| = |f(z)| < |z|. Logo, dado € > 0, existe § > 0, por exemplo,
d=ctal que |[x — 0| <= |f(z) — f(0)] < e. Logo f é continua em 0.

(Ou por enquadramento.)

Usando limites relativos a subconjuntos: para qualquer a € R temos, ja que qualquer
vizinhancga de a contém racionais e irracionais,

lim zd(z)= Ilim z=a,
r—a,z€Q z—a,z€Q
lim  zd(z)= lim 0=0.
z—a,z€R\Q z—a,z€R\Q

Conclui-se que se a # 0, lim,_,, zd(z) ndo existe, e portanto f nao é continua em a # 0.
Para a = 0,

li d = li d =0 =1 d =0= f(0

(ja que R=QUR\ Q). Logo f é continua em 0.

12



18.

19.

20.

21.

Mostre que se f : R — R é continua em a e f(a) > 0, entdo existe uma vizinhanca de
a, Vs(a) com § > 0, tal que

Ve e R, z € Vs(a) = f(x)>0.

RESOLUCAO

Seja f : R — R continua em a, tal que f(a) > 0. Entdo, para qualquer ¢ > 0, existe
uma vizinhanca Vs(a), com ¢ > 0, tal que

z € Vs(a) = [f(z) - fla)] <e.

Como |f(x) — f(a)] < € & f(a) —e < f(z) < f(a) + ¢, tomando € > 0 tal que
fla) —e>0<0<e< f(a), que existe porque f(a) > 0, temos entao que

z € Vs(a) = f(z) > f(a) —e > 0.

Mostre que a equacdo sen®x + cos®z = 0 tem pelo menos uma soluciao no intervalo
10, 7[.

RESOLUCAO

Para z = 0, temos sen30 + cos®0 = 1 e para x = 7, sen® 7 + cos® 7 = —1. Se f(x) =
sen®z + cos®z, entdo f é continua porque é dada pela soma e produto de funcoes
continuas e f(0) =1 > 0, f(r) = —1 < 0, logo, pelo Teorema do Valor Intermédio,

existe z €]0, 71| tal que f(z) =0 < sen®x + cos® x = 0.

Mostre que a equacio senx = x> — 1 tem pelo menos duas solucoes em R.
RESOLUCAO

Seja f(x) = senz — 22 + 1, entdo as solucdes da equacio correspondem aos zeros de f.
Temos f(0) = 1, f(r) = f(-7) = —72+1 < 0. Como f é continua em R por ser a
soma de duas fungdes continuas, tem-se do Teorema do Valor Intermédio / de Bolzano
que existem ¢; €] —m,0[ e ca €]0, 7] com f(c1) = f(e2) = 0.

Seja f uma funcao continua em R, tal que

lim f(z)=a e lim f(z)=20,

T—r—00 r—r+00

com «a, 3 € R e a< f. Prove que o contradominio de f contém o intervalo |, 3].
RESOLUCAO

13



22.

23.

Seja f uma fungao continua em R, tal que lim,, ~ f(z) = a e limy4+ f(z) = B,
com o, € Rea< . Vemos que f assume valores arbitrariamente préximos de « e
de B e o resultado sai por continuidade.

Dado € > 0, com € < (8 — a)/2, podemos tomar a, b tais que
a—e< fla)<a+e<fB—e< f(b)<B+e

(da definicao de limite, existe R > 0 tal que podemos tomar quaisquer a < —R e
b > R) . Aplicamos o teorema do Valor Intermédio no intervalo [a,b] e temos que
[f(a), f(b)] € CDy. Em particular, Ja + €, 5 — €[C CDy, para qualquer € > 0, logo
]a, B [C CD f

Seja f uma funcao continua num intervalo I.

a) Justifique que se f(zo) > f(z1) e f(z0) < f(x2), com zog < 71 < x2 ou 1 < T2 < Ty,
entao existe c € I, ¢ # xg e f(c) = f(zo).

b) Mostre que se f é injectiva em I entao é estritamente mondtona em /.

c¢) Considere g(x) = —e”, para x < 0, g(x) = €® para > 0. Justifique que g é injectiva
em R e nao mondétona. Indique um intervalo onde g seja mondtona.

RESOLUCAO

a) Tomando a funcao g(z) = f(x) — f(zo), tem-se g continua em I e g(z1) < 0,
g(z2) > 0, logo existe ¢ €]z, xo[ tal que g(c) = 0, pelo Teorema do Valor Intermédio,
e c# xg.

b) Considere-se xg,x1,z2 € I quaisquer, com zp < x; < x3. Como f é injectiva,
f(zo) # f(x1) # f(z2). Se f nao é estritamente mondtona, entao existem zp < 3 <
2 com (i) f(z0) > f(21) < f(z2) ou (ii) f(zo) < f(z1) > f(z2). Vamos ver que
(i) é impossivel. Da alinea anterior, como f é injectiva, dado que f(xg) > f(x1),
terfamos f(xo) > f(z2). Da mesma forma, como zg < z1 < z3 e f(z2) > f(x1)
terfamos f(x2) > f(zp). Chegamos a uma contradicao pelo que (i) é falso. Para (ii)
é andlogo, ou tomar — f. Conclui-se que f é estritamente mondtona.

¢) g é mondtona em | — 00, 0].

a) Sendo g : [0, +00[— R continua no seu dominio, mostre que a funcio ¢(x) = g(1—22)
tem maximo e minimo.

b) Se na alinea a) considerdssemos ¢ definida e continua em |0, +oo[ poderiamos conti-
nuar a garantir para ¢ a existéncia de maximo e minimo? Justifique.

RESOLUCAO
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24.

25.

a) A funcdo ¢ é continua no seu domfnio D = {x € R: 1 — 22 € [0, +00[}, uma vez que
é dada pela composicao de fungées continuas nos seus dominios. Temos

1-22€[0,+0[e1-22>022 <1 ze[-1,1],

ou seja, D = [—1,1]. Como D é um intervalo limitado e fechado, o Teorema de
Weierstrass garante que ¢ tem méximo e minimo em D.

b) Nao. Neste caso, o dominio de ¢ seria | — 1,1]. Tomando uma funcdo ¢ ilimitada
numa vizinhanca de 0, terfamos que ¢ seria ilimitada em vizinhancas de —1 e 1. Por
exemplo, se g(z) = In(z), entdo lim,_,;- ¢(z) = lim,_, 1+ p(z) = —oc0.

Seja f :] — 1,1[— R uma funcdo continua tal que

lim f(z)= lim f(z)=+o0.

z—1- r——11
Mostre que f tem minimo e que o contradominio de f é da forma [f(c),+oo[, para
algum c €] — 1, 1].
RESOLUCAO

Como lim,_,;- f(z) =lim,_, ¢+ f(x) = 400, fixo R > 0, existem a,b €] — 1, 1] tais que
se -l <z <aouseb<z <1, entdo f(zr) > R. Podemos assumir a < 0 < b e tomar
R > f(0). Do Teorema de Weierstrass, sendo continua, a fungao terd minimo em [a, b],
i.e., existe ¢ tal que f(z) > f(c), = € [a,b], em particular, f(0) > f(c), jdquea < 0 < b.
Mas se z €] —1,a[J]b, 1], entao f(z) > R > f(0) > f(c), logo f(c) é minimo em | —1,1].
O contradominio sai do Teorema de Bolzano / Valor Intermédio.

Considere uma funcao f, continua em R, e suponha que existem e sao finitos os limites
limg 400 f(2) € limyy o f(2).

a) Prove que f é limitada.

b) Mostre que f tem um ponto fixo, ou seja, que existe ¢ € R com f(c) = c.

¢) Supondo que o produto dos dois limites indicados é negativo, indique justificando, o
maximo da fungao

RESOLUCAO

a) Como existe (em R) limy_, o f(z), temos que f é limitada numa vizinhanga de +oo0,
ou seja num intervalo [b, +o00[, para algum b € R. Da mesma forma, f serd limitada
num intervalo | — 0o, a] para algum a € R.

Por outro lado, por ser continua, o Teorema de Weierstrass garante que f é limitada
em [a,b]. Logo é limitada em R.
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b)

Considerando a fungao h(z) = f(x) —z, temos lim,_, 1o h(x) = lim,_, 4 o —x = Foo.
Logo, existem zg, 1 tais que h(xz) > 0 para < xo e h(z) < 0, para z > ;. Como
h é continua e h muda de sinal em R, o Teorema de Bolzano garante que existe c tal
que h(c) =0« f(c) =c.

Para g(z) = m, temos g(z) < 1leg(x) =1« f(z) =0. Agora, se o produto
dos dois limites indicados é negativo, ou seja, se os limites indicados tém sinais
diferentes, entao existem a,b € R tais que f(a) > 0 e f(b) < 0, logo como f é
continua, o Teorema de Bolzano garante que existe ¢ tal que f(c) = 0. Temos neste
caso g(c) = 1 = maxg.
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