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1 Capitulo 1. Numeros reais: revisoes e propriedades

Nota: Para além desta lista, poderao ver os exercicios

Expressoes algébricas, inequagoes. Supremo e infimo de um conjunto

1. Sejam A, B e C os seguintes subconjuntos de R:
A:{xGR:x2+2|x|>3}, B:}O,\/ﬂ,
1
Cz{\@—:nENl}.
n

a) Calcule A sob a forma de uma reuniao de intervalos.

b) Indique, caso exista, inf A, min A N B, mdéxAN B, maxAN BNQ, infAN BN
Q, méxC, méx B\ C.

a) 22 +2)z) > 3 & [z +2x -3 >0 & |z > 1 VvV |z < -3 &
r< -1V x>l
(OU: Paraz > 0: 22 +2x >3 & 22 +2r -3 >0 & (v +3)(z — 1) > 0. Logo,
z € [0,400[ N (]—00, =3[ U1, +o0[) = |1, +o0].
Para x < 0: 22 —22 > 3 & 22 —2x —3 > 0 & (v — 3)(z + 1) > 0. Logo,
x € |—00,0[N (]—o00, —1[U]3, +o0[) = ]—00, —1][.)
Assim, A =]—o0,—1[U]1, +o0].

b) inf A nao existe, porque A nao é minorado;
ANB= ]1,@: min A N B néo existe, méx AN B = v/2, méx AN BNQ nao existe,
ja que v2 ¢ Q, e inf AN BNQ = 1; méx C nao existe; max B \ C = v/2.

2. Considere os seguintes conjuntos de R:

xt—4
|z —1f

A:{x:mZO/\ SO}, B={z:2>0 A ey kx ¢ Q}.

a) Mostre que A = [0,v/2] \ {1} e justifique que B = [0, +00[\Q.
b) Determine, ou mostre que nao existem, o supremo, infimo, méximo e minimo de
cada um dos conjuntos A e A\ B.



a) Comegamos por notar que

4 _ 2 _ 2
a; 4§0<:>(x 2)(z +2)§0
|z — 1] |z — 1|

o 12 —2<0 A |z —1]#0 (porque 2> +2>0e |z —1|>0)

A= [—\/5, \@} \ {1}

Entao,
A:{xeR:xEO N x€ [—\/5,\/5}\{1}}: [0,\@]\{1}

Relativamente a B comegamos por notar que se existe um k € N tal que kx € Q
entdo = ¢ Q pois, caso contrério, kx € Q para todo o k € N. Portanto B C R\ Q.
Reciprocamente, se z € R\ Q entao 1-z = x ¢ Q. Portanto B é de facto o conjunto
dos nimeros irracionais positivos.

b) Notamos que A\ B = ([0,v2[\ {1}) N Q. Entao,

supA =supA\ B =2 =méx A,
infA=infA\B=0=minA=minA\ B.

A\ B nio tem méaximo pois sup A \ B = v/2 ¢ Q.

. Para A C R, A # (), definimos —A = {—z : x € A}. Justifique que A é minorado se e
s6 se —A é majorado e nesse caso temos inf A = —sup(—A).

Temos —A # (). Por definicao, A é minorado se existe x € R com x < a, para todo
a€ A Comoz<a<s —x > —a, temos A é minorado & —A é majorado. Neste caso,
existem inf(A) e sup(—A). Sendo a = inf(A) o maior minorante de A, temos que —« é
0 menor majorante, ie, o supremo, de —A.

. Sejam A e B dois subconjuntos de R tais que A C B e suponha que A é nao vazio e
B é majorado. Justifique que existem os supremos de A e B e prove que se verifica
sup A < sup B.

Se B é majorado e A C B, entdao A é majorado e qualquer majorante de B é majorante
de A (directamente da defini¢ao de majorante). Por outro lado A # O)AA C B = B # 0.
Logo como A e B sao majorados e nao-vazios, o axioma do supremo garante que sup A
e sup B existem. Como sup B é majorante de B serd também majorante de A, logo
sup A < sup B.

. Seja A C R e s =supA. Se existe g9 > 0 tal que (Vz,(s) \ {s}) N A =10, entdo A tem
maximo.



Como s = sup A4, sabemos que, para qualquer € > 0, Vz(s) N A # 0. Como (V,(s) \
{shNA=0=(V,(s)NnA)\ {s}, vemos que V., (s) N A = {s}, em particular, s € A e

A tem méximo.

6. Seja A um subconjunto de R, majorado e nao vazio, e seja m um majorante de A,
distinto do supremo desse conjunto. Mostre que existe € > 0 tal que Vz(m) N A = 0.

Se m é majorante de A e m # sup A entao m > sup A. Tem-se x < sup A < m, para
qualquer z € A, logo, para 0 < e <m —sup 4, Vo(m)N A = (.

7. Sendo A um subconjunto majorado e nao vazio de R e @ = sup A, prove que, para
qualquer € > 0, o conjunto V() N A é nao vazio. Na hip6tese de o nao pertencer a A,
o conjunto V() N A pode ser finito? Justifique.

Tem-se que a = sup A sse « é majorante e para qualquer € > 0, « — £ ndo é majorante,
ou seja, existe x € A, com x > o — . Mas

reANa>z>a—ec=>x€ V(o) NA

Nao. Se Vz(«a) N A é finito para algum & > 0, podemos escrever
Ve(o) NA=A{x1,22,...,2p},

para algum p € N, com 21 < 29 < --- < 2p < a (como o ¢ A, o ¢ Vo(a)NA). Logo, nao
existe x € A tal que z, < = < «, ou seja, para e’ = a —x, > 0, teriamos V(o) NA =0,
0 que contraria o facto de ser a = sup A.

Indugao Matematica

1. Considere as sucessoes reais (u,) e (vy) definidas por recorréncia por:

up = 1, V1 = 3,
Upt1 = \/2u2 + 1, Upal = (nSfT)g )

Mostre, usando indugao matematica, que para qualquer n € N,

(a) Paran =1, temos u; = v2! —1=1.
Hipétese de indugao: para certo n € N, u,, = /2" — 1.



Tese: uptq = V2r+H — 1.

Temos por hipétese, u2 = 2" — 1. Assim, usando a férmula de recorréncia,

Un1 = V203 +1=1/220 =) +1= V21 —2+1= /20 1,

como querfamos mostrar.
31
(12 ~
Hipétese de inducao: para certo n € N, v,, = (7‘2’82 (i.e P(n) é verdadeira)

(b) Para n =1, temos v; = 3.

€ queremos provar:
i o 3n+1
Tese. Un+1 = W
n

Temos por hipétese, v, = 5. Usando a férmula de recorréncia,

(n1)?

3up, B 3% gn+1 gntl

T A T A WP (D2

como querfamos mostrar.

2. Demonstre pelo principio de indug¢ao matematica que:

1+3+-'-+(2n—1)=n27 paratodoonENEI

2)
b) %+Tz+...+ﬁ:%H,paratodoonaturalnEN.

c) Paraa€R, (a—1)(1+a+---+a") =a""! — 1, para qualquer n € No.
d) %+%+---+(n%l)!zl—ﬁ,paraqualquernGN.

a) 1+3+--+2n—-1)=n% VneN:

Paran =1, temos 2-1 —1 =1, que é uma proposicao verdadeira.
Hipétese de inducao: para certo n € N, temos 1 +3 +--- + (2n — 1) = n?.
Tese (a provar): 1+3+---+2n—1)+ (2(n+1) —1) = (n+ 1)

Usando a hipdtese de indugao, temos:
1434+ +2n-1)+Q2n+1) -1 =n2+2n+2-1)=n2+2n+1=(n+1)2
como querfamos mostrar.

(Alternativamente, podemos escrever 1 +3+---+ (2n—1) = > ,(2k — 1) e usar
o facto Y71 (2k —1) = 0 (2k — 1) +2(n+1) — 1.)

1 1 1 _ .
b) th+ o+t g = kg YR EN:

'Esta expressio pode ser escrita na forma de somatério como Sh(2k—1) = n?. Ver exercicios seguintes.



_ 1 _ 1 1_1 ; . :
Para n =1, temos 15 = 147 < 5 = 3, que € uma proposi¢ao verdadeira.

Hipétese de indugao: para certo n € N, temos ﬁ + % +...+ ﬁ = nLH
L1 1 1 1 _ ntl
Tese (a provar): 15 + 55+ ...+ 2D T e = ot
Usando a hipétese de inducao, temos:
LR S S 1 _on 1
1.2 23 77 nan+1l) (r+1)®n+2) n+l (n+1)(n+2)

nn+2)+1 n?+2n+1

m+1)(n+2) (n+1)(n+2)
(n+1)? _n+l

(n+1)(n+2) n+2

como queriamos mostrar.

(Alternativamente: usando somatorios).

Dadoa €R, (a—1)(14+a+---+a") =a™! — 1, para qualquer n € Ny:

Para n = 0, a condigao acima fica a — 1 = a — 1 que é uma proposi¢ao verdadeira.
Hipétese de inducdo: para certon € N, (a —1)(1 +a+---+a"”) = a"t! — 1.
Tese: (a—1)(1+a+---+a" +a"t!) =a"2 - 1.

Simplificando o lado esquerdo da igualdade acima, temos que

(a—DA+a+ -+a")= (@a-1)Q+a+---+a")+(a—1)a"".
Usando a hipdtese de inducao, temos agora

(a—1D)(1A+a+ - +a")=a" -1+ (a— 1)
n+1l _ 1+ an+2 _ CLnJrl

=a
=g —
)
como queriamos demonstrar.
1,2, 4 n__q1_ __1_ 1 N:
a1 + 37 + + D! — ey para qualquer n € N:

Para n =1, a condigao fica % =1- l-i}l' & % = %, que é uma proposicao verdadeira.

Hipdtese de inducdo: para certo n € N, %+%+'“+ﬁ :1_m'
L1, 2 +1 1
Tese: g+§+---+(n%1)!+(ﬁ+2)!—1—m-




Usando a hipétese de indugao,

LU POV SRS W (PR W S
20 3! (n+1)!  (n+2)! (n+1)! (n+2)!
n+2-n-—1
 (n+2)!

1

(n+2)!

como queriamos mostrar.

3. Demonstre pelo principio de indugao matematica que:

a
b
c

)
)
)
d)

a)

c)

(n + 2)! > 22" para qualquer n € N.
2n — 3 < 2772, para todo o natural n > 5.
(n!)? > 2"n?, para todo o natural n > 4.

7" — 1 é divisivel por 6 para qualquer n € N.
(n +2)! > 22", para qualquer n € N:

Para n = 1, temos que 3! > 4 que é uma proposicao verdadeira.

Hipétese de inducdo: para certo n € N com n € N, temos (n + 2)! > 22",

Tese: (n + 3)! > 22n+2,

Temos que (n + 3)! > 2272 & (n + 3)(n + 2)! > 422", Como, por hipétese de
inducdo, (n +2)! > 22" e, paran > 1, n+3 > 4 > 0, temos entdo que

(n+3)(n+2)! >4.22"

como queriamos mostrar.
2n — 3 < 272, para todo o natural n > b:

Para n = 5, temos que 10 — 3 < 23 & 7 < 8, que é uma proposicio verdadeira.
Hipétese de inducdo: para certo n € N com n > 5, temos 2n — 3 < 2772,
Tese: 2(n + 1) — 3 < 2(+1)=2,

Desenvolvendo o lado esquerdo da desigualdade acima e usando a hipétese, temos
2n+1)—3=2n+2-3=(2n—-3)+2< 2" 2 +2,
Como, para n > 5, temos 2 < 2”72, conclui-se que 272 + 2 < 2772 4 22 —

2.2"2 =271 Togo
2(n+1) —3 < 2",

(n!)? > 2"n?, para todo o natural n > 4:



Para n = 4, temos (4!)2 > 24.42 & 22.32.42 > 24.42 & 32 > 22, que uma proposicio
verdadeira.

Hipétese de inducdo: para certo n € N, n > 4, temos (n!)? > 2"n?.

A provar: ((n+ 1)!1)% > 2" (n +1)2.

Temos ((n+1)!)2 > 2" (n+1)? & (n+1)3(n!)? > 2" (n+1)? & (n!)?2 > 2"-2. Por
hipotese, (n!)? > 2"n? e como n? > 2, se n > 4, o resultado segue (da propriedade
transitiva).

d) 7" —1 é divisivel por 6 para qualquer n € N:

Para n = 1, temos 7' — 1 = 6, que é divisivel por 6.

Hipdtese de indugao: para certo n € N, 7% — 1 é divisivel por 6. Isto significa que
existe k € N tal que 6k = 7" — 1.

Tese: 7"t —1 é divisivel por 6, isto é, existe um natural positivo j tal que 7"+ —1 =
6.

Entao:

ret L= o il =l — b T = (e 1) = i = e s = 1L =Gl s )

em que na terceira igualdade usamos a hipdtese de inducao. Demonstramos entao a
tese com j = 7k + 1.
(Alternativamente, escrever 7"t —1 = (6 +1)7" — 1 =6 - 7" + 6k.)

4. Prove a desigualdade de Bernoulli:

Sendoa>—-1eneNy, (1+a)">1+na.

Sendo a > —1en € Ny, (1+a)" > 1+ na:

Para n = 0, a condicdo fica (1 +a)? > 1< 1> 1, que é uma proposicio verdadeira.
Hipétese de inducado: para certo n € N, (14 a)” > 1 + na.

Tese: (1 +a)"™ > 14 (n+ 1)a.

Desenvolvendo o lado esquerdo e usando a hipétese de indugao, temos que
(1+a)"™ =14a)"(1+a)> 1 +na)l+a),
dado que a + 1 > 0. Como
(1+na)(l4+a)=1+a+na+na’ =1+ n+1a+na®>1+(n+1a

uma vez que na® > 0, temos agora (1 +a)"™! > 1+ (n+ 1)a, como queriamos mostrar.

5. Prove por inducao matematica que para qualquer n € N



= %, que é uma proposicao

n
1 n
) ; (Qk_l)(2k+1) - 2n +1 :
n
— 2k ho 1
k=1
a 1 e N:
a) % (2]{3 = 1)(2k3 + 1) m+1" para qualquer n
1 L . 1
Para n = 1, temos Zkzl e = o 1
verdadeira.
= 1
Hipétese de inducao: para certo n € N, temos ; Y _
n+1
1 1
Tese (a provar): Z _ n+

£~ (2k —1)(2k + 1) 2437

Temos, usando a HI na segunda igualdade:

= (2k—1 J@k+1) &= (2k— 1) 2k:+1) Ch+l) - 1D2m+1)+1)
n 1 _ n(2n+3)+1

sl @nt)@n+3)  @n+ D(n+3)

202 +3n+1 n+1

T (2n+1)(2n+3) 2n+3

jad que (n+1)(2n+1) = 2n% + 3n + 1.

" 5—2k -1
b) Z T 1+ n3 , para qualquer n € N:
k=1

Para n = 1, temos Z}C 1 55—3’“ =1, que é uma proposigéo verdadeira.
— 2k -1
Hipétese de indugao: para certo n € N, temos Z rTa 1+ 1 3
k=1
n+1
5—2k n
Tese (a provar): Z —F = tT -
k=1
Temos, usando a HI na segunda igualdade:
"5315—% 2”25—% 5—2(n+1)
ko k +1
k=1 s k=1 s 3
B n—1 3-2n 3n—3+3—-2n
=1+ 3n + 3n+1 =1+ gn+1
n
=1+ gn+1

como queriamos mostrar.



1. Considere a sucessao real (u,) dada por:

u1:1,
U
un+1:1+?n

a) Mostre usando inducao que u,, < 2 para qualquer n € N.
b) Mostre que (uy) é uma sucessao crescente.

¢) Mostre que (uy) é convergente e indique lim u,.

a) u, < 2 para qualquer n € N:
Para n = 0 temos ug = 1 < 2. Supondo u,, < 2 para um certo n € N, consideremos
Up+1"

U, 2
Un+1 + 5 = 9P 9

Por inducao conclui-se que u, < 2 para todo o n € N.
b) (u,) é uma sucessao crescente:
Com n > 0 e tendo em conta a alinea (a):

e portanto (u,) é uma sucessao crescente.

c) De (a) e (b) decorre que (u,) é crescente e majorada, pelo que é convergente. Da
definicao de (u,), e uma vez que sendo (up4+1) uma subsucessdo de (u,), teremos
(Un+1) convergente com lim w1 = limu,, segue que

lim u,,

limu, =1+ 5

Resolvendo a equacao em ordem a lim u,,, obtem-se

lim u,,

lim u,, — =1< limu, = 2.

2. Sejau; >1eupp; =2— ﬁ para n € N;. Mostre que u,, é convergente e calcule lim u,,.

(Sugestao: comece por provar por indugao matemadtica que 1 < u, < 2, para todo o
inteiro n > 2.)

Notemos que, se © > 1, entao 0 < % < 1 e, portanto 1 < 2 — % < 2. Como uy > 1,
concluimos que 1 < us < 2. Por outro lado, se, como hipotese de indugao, considerarmos
1 < u, < 2, entao, usando o mesmo argumento concluimos que 1 < u,4+1 < 2. Provamos
assim que V,en, , 1 < u, < 2, e que, portanto, a sucessao é limitada.



1 _u —2un+1 _ (un— 1)

Como Upt1 —Up =2 — —— — U, = = < 0, dado que, como vimos

Un Un

U, > 1, concluimos que u, é decrescente Logo a sucessao é monétona e limitada e,
portanto, convergente.

Seja [ = limu,,. Entao, dado que limu,+; = lim u,,, temos

Un

1 1
limunH:lim(Z—) & l:2—7 & =1

. Seja (uy) a sucessao definida por recorréncia por u; = 1, Upt1 = /2 + up.

Prove por inducgao que 1 < u,, < 2, para todo o n € N.
Prove por inducao que (u,) é crescente.

. . 2—uy,) (un+1
(Alternativamente, verifique que ;11 — u, = %1)7\/(2“?%))

Justifique que (u,) é convergente.

Aplicando limites a ambos os membros da expressao de recorréncia, determine o
limite de (uy,).

1 <u, <2, paran € N:
e n=1 wu; =1,logo 1 <wu; <2 éuma proposicao verdadeira.
e Hipotese de indugao: 1 < u, < 2, para certo n € N. Queremos ver que também
1 < upy1 < 2. Como upt1 = /2 + uy, usando a hipotese de indugao temos
V2 1< U1 < V242 V3<Uupi1 <2= 1< Uupyq <2

(uy) é crescente: vamos usar indugao matemadtica para mostrar que uy,+1 > U, para
qualquer n € N.

en=1u =1,u =2+ 1 =13, logo us > u; é uma proposicao verdadeira.
e Hipotese de indugao: un41 > uy, para certo n € N. Queremos ver que também

Upt2 > Upt1. 1€mMos Upyo = /2 + Upy1, €, de Upi1 > Up, VEm que /2 + upy1 >
V2 + uy, ou seja, que Up42 > Up41, COMO quUeriamos mostrar.

(un) é mondtona crescente e limitada, logo convergente.

Seja [ = limu,. Entao, dado que limu,+; = lim u,,, temos

limuyy; =limvV2+u, ©1l=V2+1aP=24+IA1>0a1=2.
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