CALCULO DIFERENCIAL E INTEGRAL I

1. CONCEITOS BASICOS E REVISAO DE LOGICA

O objectivo desta secc@o é relembrar alguns conceitos que sdo usados frequentemente em Ma-
temdtica. Sem eles, a mera compreensao do que nos é apresentado torna-se complicada.

Proposi¢oes. Uma proposicao (ou assercao, afirmagao) é algo que s6 pode ter dois valores lgicos:
verdadeiro ou falso.

Dadas duas proposigbes (que iremos designar por A e B), podemos construir vérias novas
proposicoes:

Negacio ~ A: é a afirmacao “A ¢ falso” ou “Nio A”. E verdadeira se A for falsa e falsa
se A for verdadeira;

Conjuncao A A B: em linguagem corrente, é a asser¢do “A e B”. Esta nova afirmacao sé
é verdadeira quando tanto A como B forem verdadeiras.

Disjungao A V B: corresponde a asser¢ao “A ou B”. A tnica forma de esta assercao ser
falsa é se tanto A como B forem falsas.

Implicagdo A = B: significa “A implica B” (ou entdo: “sempre que A é verdade, B
também é”). Para esta nova proposigao ser falsa, é preciso que A seja verdadeira mas B
seja falsa.

Na implicagao A = B, dizemos que A é o antecedente e B é o consequente.

Além disso, dizemos que A é uma condicao suficiente para B (basta que A seja verdade
para B também o ser). Por outro lado, B é uma condigdo necessiria para A (se B nao for
verdade, A também nao pode ser - ou entdo a implicagdo seria falsa).

Equivaléncia A < B: é uma forma simplificada de escrever que A = Be B = A. Em
linguagem corrente, corresponde a “A é verdadeira se e sé se B for verdadeira”. Usa-se
para dizer que as duas afirmagoes sao equivalentes.

Exemplo 1.1. (Construgao de novas proposigoes).

A : “A Terra é plana” - Falso;

B : “Existe sal nos oceanos” - Verdadeiro;

~ A: “A Terra nao é plana” - Verdadeiro;

AN B: “A Terra é plana e existe sal nos oceanos” - Falso, porque uma das afirmagoes
(neste caso, A) é falsa.

AV B: “A Terra é plana ou existe sal nos oceanos” - Verdadeiro, porque uma das
afirmagoes é verdadeira.

A = B: “Se a Terra é plana, existe sal nos oceanos” - Verdadeiro. Neste caso, como o
antecedente A é falso, a implicagio é sempre verdadeira (nem importa se B é verdadeira
ou nao).

B = A: “Se existe sal nos oceanos, a Terra é plana” - Falso. Como o antecedente B é
verdadeiro, para a implicagao ser verdadeira, a Terra tinha de ser plana, o que é falso.

A & B: “A Terra é plana se e s6 se existe sal nos oceanos” - Falso, porque as duas
afirmacoes tém valores 16gicos diferentes.

E importante saber a negacao destas novas proposicoes:

~ (~ A) é o mesmo que A: ~ (~ A) & A;
~ (A A B) é dizer que a conjuncao é falsa. Para isso, uma das afirmagoes A ou B tem de
ser falsa, ou seja, ~ A é verdade ou ~ B é verdade. Matematicamente,

~(AANB) & (~AV~DB).
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e ~ (AV B) é dizer que a disjuncao é falsa. Tal s6 acontece quando A for falsa e B também,
ou seja, quando ~ A for verdadeira e ~ B também.

~(AVB) & (~AA~DB).

Estas regras de negacao da conjungao e da disjungao sao por vezes chamadas de Leis de
De Morgan.
e ~ (A = B) é dizer que a implicagao é falsa, ou seja, A é verdadeira e B é falsa.

~(A=B) < (AA~DB)

Exemplo 1.2. (Negagoes).

A: “Existem duas pessoas com alturas diferentes.”

B: “Todos os animais sao da mesma espécie.”

~ A: “Nao existem pessoas com alturas diferentes.”

~ B: “Nem todos os animais sdo da mesma espécie.”

AN B: “Existem duas pessoas com alturas diferentes e todos os animais sdo da mesma espécie.”

~ (AAB): “Nao existem pessoas com alturas diferentes ou nem todos os animais sdo da mesma
espécie.”

AV B: “Existem duas pessoas com alturas diferentes ou todos os animais sdo da mesma espécie.”

~ (AV B): “Nao existem pessoas com alturas diferentes e nem todos os animais sdo da mesma
espécie.”

Dada uma implicacdo A = B, chamamos de implicagdo reciproca a assercaio B = A. A
implicacao ~ B = ~ A é chamada de contrareciproco. Na verdade, o contrareciproco é equivalente
a implicagao original (simplesmente estd reescrita de forma diferente):

(A= B) & (~B=~A).

Em Matemadtica, partimos de alguns pressupostos bésicos (chamados axiomas) e, a partir deles,
tentamos descobrir as implicagoes desses pressupostos. Normalmente, um resultado matematico é
algo da forma

“Se se verificarem (HIPOTESES), entao (CONCLUSAO).”

que nao é mais do que dizer que (HIPOTESES) = (CONCLUSAO). Uma demonstracio de um
resultado matematico é uma deducao logica desta implicagao, partindo das hipéteses até chegar a
conclusao pretendida, e que normalmente envolve varios passos.

Exemplo 1.3. “Se x é um nimero natural, entdo =2 > z.”
Demonstragao: Se x é um ntmero natural, entao x > 1. Multiplicando em ambos os lados por =z,
a desigualdade permanece valida, porque = > 0. Logo = x > 1 x z, ou seja, 22 > x. [

Existem varias denominagoes para um resultado matematico:

e Teorema: é um resultado de uma importancia destacada;

e Proposicao: um resultado de menor importancia;

e Lema: é por norma um resultado cuja utilidade é ser usado numa demonstracao de uma
proposicao ou de um teorema (s6 por si ndo tem grande interesse);

e Corolario: é uma consequéncia directa de um teorema ou proposi¢do. Normalmente é um
caso particular que tem muita utilidade.

Quantificadores. Existem dois simbolos usados frequentemente em Matematica aos quais se da
o nome de quantificador.

O quantificador universal V é usado quando queremos dizer que uma dada propriedade A(z) é
valida para todos os elementos x de um dado conjunto C'. Formalmente, escreve-se

VaeC, Aq)
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Em linguagem corrente, quando aparece um quantificador universal, devemos ler como “para
qualquer...”, “para cada...”, “para todo o...”, usando a que nos fizer mais sentido.
Exemplo 1.4. (Quantificador universal)

e Vamos escrever a assercao “Todos os nimeros naturais sao positivos.” usando o quantifi-
cador universal. Esta afirmacao diz que a propriedade “ser positivo” é valida para todos
os ndmeros naturais. Neste caso C' =N e A(x) = “x > 07 e portanto escreve-se

VeeN, x>0.

e “Dados quaisquer dois niimeros inteiros, o seu produto é positivo.”: neste caso, temos uma
propriedade que é vélida para todo o par x,y de niimeros inteiros. Escrevemos entao

YVeeZVyelZ, xy>0.
ou, de forma abreviada,
Vax,y€Z, xy > 0.
(note-se que esta afirmagao é falsa).
e Traduzindo por palavras a assercao
Vo € {1,2,3,4}, 2 <0,
lemos “Para qualquer = € {1,2,3,4}, 2% < 0”.
e A assercao
Vz,y,2€N, z2=0=2yz=0
lé-se como “Para todo o x,y,z € N, se z = 0, entao xyz = 0”.

O quantificador existencial 3 é usado quando queremos dizer que existe um elemento do conjunto
C' que verifica a propriedade A(z). Formalmente,

JreC: Ax)
Os dois pontos “:” leem-se “tal que”. Quando aparece um quantificador existencial, devemos lé-lo
como “existe...” ou “para algum...”.

Exemplo 1.5. (Quantificador existencial)

e Vamos escrever a asser¢ao “Existe um ntimero natural que é negativo.” usando o quan-
tificador existencial. Esta afirmacao diz que a propriedade “ser negativo” é vélida para
algum numero natural. Neste caso C =N e A(z) = “x < 0” e portanto escreve-se

drxeN: x<0.

(note-se que a afirmagao é falsa).
e “Existem dois ntimeros inteiros tais que o seu produto é positivo.”: neste caso, temos uma
propriedade que é véalida para algum par z,y de niimeros inteiros. Escrevemos entao

JeeZIyeZ: xy>N0.
ou, de forma abreviada,
dz,yeZ: zy>0.
(a afirmacao é verdadeira: tomando por exemplo z = 1, y = 1, vemos que zy = 1, que é
positivo).
e Traduzindo por palavras a assercao
Jr € {1,2,3,4} : 2* <0,
lemos “Existe um z € {1,2,3,4} tal que 22 < 0”.
e A assercao
Jdz,y,zeN: zyz=0
lé-se como “Para alguns z,y,z € N, zyz = 0” ou “Existem ntmeros naturais x,y, z tais
que zyz = 0.
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Os quantificadores aparecem frequentemente em definigoes e resultados matematicos. E impor-
tante saber 1é-los da forma correcta para se conseguir compreender o que estd escrito.

Finalmente, vejamos o que acontece quando negamos uma asser¢ao com um quantificador:

o ~ (Vx € C, A(z)) é dizer que néo é verdade que a propriedade A seja valida para todos
os elementos de C. Isso significa que existe pelo menos um elemento em C' para o qual A
é falsa, ou seja, dx € C': ~ A(z). Resumindo

~WVzeC Alxz)) & (Frel:~ A(x)).

o ~ (Jx € C: A(x)) é dizer que ndo hd nenhum elemento em C para o qual A seja verdade.
Isso significa que, para qualquer elemento x em C, A(x) é falsa, ou seja, Vo € C, ~ A(x).
Logo

~(FzxelC: Alx)) < Mrel, ~A(x)).

Exemplo 1.6. (Negacdo de quantificadores)

7

e A negagao de Vr e N, > 1" ¢
dreN: z <1.
e Anegaciode “Ir € Z: 22 =276
Vo € Z, x* # 2.
Quanto temos mais que um quantificador, o raciocinio é o mesmo. Vejamos um exemplo.

Exemplo 1.7. Consideremos a afirmagao “Dado um nimero inteiro x, existe sempre outro inteiro
y que é menor que z”. Com quantificadores, a assercao fica:

VeeZIyeZ: x<y.
(note-se que a assercgdo é verdadeiral). A negacdo desta assergao é:
JreZVyeZ,x>y,

que se traduz em: “existe um inteiro x que é maior ou igual que todos os inteiros” (falso).
2. EXERcIcCIOS

2

(1) Quais das seguintes afirmagoes sdo equivalentes & afirmagdao 2 > y?? No caso de nio

serem equivalentes, verifique também se uma delas implica a outra.
a)r >y b)z>y>0 cgr<y<0 d)y<z<0 e) |z > |y

(2) Quais das seguintes afirmacoes sdo equivalentes a afirmacio z=! < y~? No caso de nio

serem equivalentes verifique, também se uma delas implica a outra.
a)z>y b)x>y>0 c)0>z>y d)0>y>=x e)y>0>zx

(3) Resolva a equagao:
Vi—-z=2-1.

Atencdo: dados a,b € R temos a = b = a® = b?, mas isto ndo se trata duma equivaléncia.

(4) Indique, justificando, se as proposi¢oes seguintes sdo verdadeiras ou falsas:

(a) Vo € R, 22 > x (c) Ve R\ {0}, 2>0 & 271 >0
(b) Vz €R, Va2 =z (d) Ve e R\ {0}, 2>1 < 2z~ ' <1



CALCULO DIFERENCIAL E INTEGRAL I 5

(e) VieERIyeR: y = a? (g) VeeRIyeR: y>u
(f) wyeRIzeR: y=2? (h) IyeRVzeR, y>ux

(5) a) Escreva com quantificadores:
(i) Para qualquer a € R, a equacio a + 22 = 0 tem solucao.
(ii) Existe um ntimero real maior do que todos os outros.
b) As afirmagoes sdo verdadeiras?
c¢) Escreva a negacdo das afirmagoes acima (com e sem quantificadores).

(6) Considere a seguinte afirmagao:
VeeR, 240 = 22>0

Indique se a afirmagao é verdadeira ou falsa, escreva a sua negag@o, o reciproco e o con-
trareciproco. O reciproco é verdadeiro?

(7) Considere a afirmagao seguinte: O quadrado de qualquer niimero natural impar é também
impar.
a) Reescreva a afirmacdo usando apenas simbolos matematicos.
b) Mostre que a afirmacao é verdadeira.

c¢) O que pode concluir de n sabendo que n? é par?

3. SOLUQOES DOS EXERcicIos

(1) i. Ndo. ii. =; iil. =; iv. Nao. v. <.

(2) i. Nao. ii. = iil. =; iv. Nao. v. =

3) z=1

(4) a) Falsa; b) Falsa; c¢) Verdadeira; d) Falsa; e) Verdadeira; f) Falsa; g) Ver-

dadeira; h) Falsa.
(5)a) (i) VaeRIzeR:a+22=0.
(ii) IreRYy e R,z > y.
(iii) VxeRVy;éO,§>l(:>x>y.
b) S&o todas falsas.
c)i. JaeRVr€ER,a+2?#0;ii. Ve eRIyeR:a < y;
(6) Verdadeira. Negacdo: 3z € R: x # 0 A 22 < 0. Reciproco: Vo € R, 22 > 0=z # 0, que
é verdade. Contrareciproco: Vzx € R, 22 < 0= 2 = 0.
(7) a) Vn € N, n fmpar = n? fmpar. b) Sugestdo: n é fmpar se e s6 se n = 2k — 1 para

algum nimero natural k; ¢) Sugestao: contrareciproco.
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