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Vamos agora estudar funcoes definidas em subconjuntos de R com valores em R, i.e.
f:DCR—>R
xe€D~ f(z).
O conjunto D C R onde a fungao f esta definida é designado por dominio de f. O contradominio
de f é o conjunto
f(D)={yeR: y= f(z) para algum = € D} .

Uma fungdo f diz-se majorada (respectivamente minorada) se existir M € R (respet., m € R)
tal que f(x) < M (respet., f(x) > m) para todo o x € D. Uma funcdo que é simultaneamente
majorada e minorada diz-se limitada. Note-se, que isto corresponde a dizer que o conjunto f(D)
é majorado, minorado ou limitado, respetivamente.

O gridfico de uma funcdo f é o subconjunto do plano R? definido por

grafico de f = {(z,y) eR?: reDey=f(z)}.

E muitas vezes 1til esbogar este conjunto (ja o fizemos na verdade para a fungdo médulo). No
entanto, isto nem sempre é facil ou mesmo possivel (veja-se o Exemplo 0.23 & frente).
Uma funcao f com dominio D C R diz-se

par se f(z) = f(—x), Vz € D,
impar se f(x) =—f(—z), Yz e D,
crescente se (r1 < x2 = f(x1) < f(z2)) , Va1,20 € D,
e decrescente se (x1 < xe = f(x1) > f(x2)) , Vi, € D.

Usamos a terminologia estritamente crescente e estritamente decrescente quando a tultima desi-
gualdade das duas linhas anteriores é estrita.
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Uma funcao f com dominio D C R diz-se
periddica com periodo T > 0se f(x+T) = f(x), Ve € D.

Recorde-se que uma funcao é par se a sua representagao grafica for simétrica em relacao ao eixo
Oy; impar se for simétrica em relacao a origem; periddica de periodo T' se o grafico permanecer
invariante ap6s uma translacao horizontal segundo o vetor (7', 0).

2.1 Classes de fungoes elementares.
Recordemos alguns exemplos de fungoes elementares ja vossas conhecidas.

Exemplo 0.1. Func¢des polinomiais sao fungdes com expressao analitica dada por um polinémio,
i.e., fungoes da forma

n
f(x):co—&—clm—&—chQ—i—---—l—cnx”: E cpz® | com ¢, ..., cn €R.
k=0

O dominio de qualquer uma destas funcoes é D = R.

FIGURA 1. Gréfico das fungdes polinomiais f,g : R — R definidas por f(z) =«
e g(x) = 2. A primeira é impar, a segunda par.

Veremos que, quando uma fung¢ao polinomial tem grau impar, o seu contradominio é todo o
R, enquanto quando uma fung¢do polinomial tem grau par o seu contradominio é um intervalo
da forma [m,+oo[ ou |]—oo, M], com m, M € R. A Figura 1 mostra o grifico de duas fungoes
polinomiais.

Exemplo 0.2. Funcgdes racionais sao fungdes com expressao analitica dada pelo quociente de dois
polinémios, i.e., funcoes da forma
flx) = M com p e g polinémios.
q(x)
Estas fungbes nao estao definidas nos pontos em que o denominador se anula, pelo que o seu
dominio ¢ dado por D = {x € R : ¢(x) # 0}.

Um exemplo simples é a fungao definida por f(z) = 1/x, cujo gréfico estd representado na
Figura 2.

Tanto o seu dominio como contradominio sdo R\ {0}. Esta fungio é impar, decrescente em
]—00,0[ e em ]0, +00[ (mas nao em todo o seu dominio R\ {0}).

Exemplo 0.3. A fun¢do ewponencial,' f(x) = e®, possui dominio D = R e contradominio
f(R) = R*, portanto é uma fun¢io minorada mas nao majorada. E, também, estritamente

1Recorde-se uma das formas de definir esta fungdo. Em primeiro lugar, e = lim, (1 + 1/n)™ > 1 é o ntimero
de Neper. Para um racional da forma p/q, eP/4 ¢ definido como sendo {lﬂep). Isto permite definir explicitamente
a funcdo exponencial (estritamente crescente) nos racionais. A forma de estender o dominio da exponencial ao
conjunto R é a seguinte: dado um z € R, o conjunto {ep/q :p/q € Q, p/qg < x} é majorado e ndo vazio, logo tem
supremo. Assim, para um real z € R, define-se: e* = sup{e?/9 : p/q € Q, p/q < z}.



4 CALCULO DIFERENCIAL E INTEGRAL I

-2

13

FIGURA 2. Gréfico da fungao racional f : R\ {0} — R definida por f(z) = 1/z.
Recorde-se que o seu grafico é uma hipérbole com assintotas nos eixos y = 0 e
xz=0.

crescente. O seu grifico estd representado na Figura 3 (juntamente com o grafico da fungao
logaritmo de base e, de que falaremos & frente).

3

-3 -1 3
-1
-3

Ficura 3. Gréfico da fungao exponencial e da fungao logaritmo.

Algumas propriedades fundamentais da fungao exponencial que devem recordar sao as seguintes:
(i) e =1;
(ii) e¥-e¥ = e, Va,y € R;

(iii) (e®)¥ =e®¥, Va,y € R.

Exemplo 0.4. As fungoes trigonométricas seno e cosseno sdo funcoes cujo o dominio é todo o R.
Os seus graficos estao representados na Figura 4.

-
NP

FI1GURA 4. Gréfico das fungoes trigonométricas seno e cosseno.


https://pt.wikipedia.org/wiki/Hip%C3%A9rbole
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Qualquer uma destas fungdes tem por contradominio o intervalo [—1, 1], sendo portanto fungoes
limitadas. A funcéo seno é impar e periddica de periodo 27, i.e.

sen(z) = —sen(—z) e sen(xz+27m) =sen(z), Yz € R.
A funcao cosseno é par e também periédica de periodo 27, i.e.
cos(x) = cos(—x) e cos(x+2m) =cos(x), Vo eR.
As fungGes seno e cosseno satisfazem a seguinte relagdo fundamental:
(1) cos?(z) +sen®(z) =1, Vo € R.

Dito de outra forma, dado ¢t € R, o ponto (cos(t),sent) pertence a uma circunferéncia de centro 0
e de raio 1.

Exemplo 0.5. As fungoes trigonométricas tangente e cotangente sao definidas a partir das fungoes
Seno e cosseno:
sen(x) 1 cos(x)

) tan(z) = cos(x) e cot(z) = tan(z) - sen(z)

O dominio da funcao tangente é o subconjunto de R definido por
Dian ={z €R : cos(z) A0} ={x R : x;«ékw—&—gcomkEZ}.

O seu contradominio é R e o seu grafico estd representado na Figura 5. A fungo tangente é impar
e periédica de periodo , i.e.

tan(r) = —tan(—z) e tan(z+m) =tan(z), V& € Dian -

FicUrA 5. Gréfico da fungao trigonométrica tangente.

O dominio da fungao cotangente é o subconjunto de R definido por
Deot ={z €R : sen(z) #0} ={z€R: v #krcomkecZ}.

O seu contradominio é R e a representacao do seu grafico fica como exercicio. A fungdo cotangente
também é fmpar e periddica de periodo 7, i.e.

cot(x) = —cot(—z) e cot(x +m) =cot(r), V& € Deot -

A partir da identidade trigonométrica (1), obtém-se também as identidades

1 1

1+ tan®(z) = —5— -
+ tan’(z) cos?(x)’ sen2(zx)’

e 14 cot?(z) =

definidas respetivamente em Dian € Deot-
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Exemplo 0.6. As funcoes seno hiperbdlico e cosseno hiperbdlico sao definidas a partir da funcao
exponencial:

et —e” et +e*
(3) senh(z) = — ¢ cosh(z) = %
O dominio das fungbes seno hiperbdlico e cosseno hiperbdlico é todo o R. Os seus graficos estao
representados na Figura 6.

F1aUrA 6. Gréfico das fungoes seno hiperbdlico e cosseno hiperbdlico.

A fungao seno hiperbdlico é impar e tem por contradominio R. A fung¢ao cosseno hiperbdlico é
par e tem por contradominio o intervalo [1, +o0o[. Estas duas fungoes satisfazem a seguinte rela¢ao
fundamental:

(4) cosh?(z) —senh?(z) =1, Yz € R.

Assim, dado t € R, o ponto (cosh(t),senh(t)) pertence & hipérbole 2% — y? = 1; este facto estd na
origem do nome das fungoes senh e cosh.

Funcao composta. Uma forma de produzir novas fungoes a partir de fungoes conhecidas é com-
pondo fungoes.

Definicao 0.7. Sejam f: Dy CR =+ Reg: Dy CR — R duas funcoes reais de varidvel real. A
fungao composta (f o g) é definida por

(fog) : Dfog — R
z— (fog)(@) = flg()),
onde Doy ={z€R: 2€ D, e g(x) € D}

Temos assim que

Dy>Djoy % 9(Djog) C© Dy L5 (D) D (f0g)(Drog)
r —  glx) = y —  fly) = flglx))

i.e., a fungao composta f o g corresponde a aplicar primeiro a funcao g e de seguida a fungao f.

Exemplo 0.8. Consideremos as fungoes g : R\ {0} — R e f: R — R definidas por

gle)=— e fly) =sen(y).
Temos entdo que (f o g): Dyog =R\ {0} — R ¢é dada por
(fog)x) = flg(x)) = f(1/z) = sen(1/x).

O seu grafico estd representado na Figura 7.
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FiGura 7. Gréfico da fungdo f: R\ {0} — R definida por f(z) = sen(1/z).

Funcoes Injectivas e suas Inversas.

Definicao 0.9. Uma fungao f : D C R — R diz-se injectiva se, para qualquer valor do contra-
dominio y € f(D), existir um sé ponto do dominio = € D tal que f(z) = y. De forma equivalente,
f é injectiva se

f(x1) = f(w2) = x1 =22, Vo, 22 € D.

Exercicio 0.10. Mostre que qualquer fungao estritamente mondtona € injectiva.

Nota 0.11. H& fungoes injectivas que ndo sdo estritamente monodtonas, e mesmo uma funcao
injectiva e continua pode nao ser estritamente monétona (deem um exemplo!). Apds estudarmos
as propriedades globais de fungdes continuas (préxima sec¢do) poderemos mostrar que, no entanto,
toda a funcio f: I — R continua e injectiva num intervalo I é monétona e f(I) é um intervalo.

Defini¢ao 0.12. Seja f : Dy C R — f(Dy) C R uma funcéo injectiva. A sua funcéo inversa é
definida como a fungao

frif(Dy))cR— Dy CR
yr— [y ==,
onde z € Dy ¢é o unico ponto do dominio de f tal que f(z) =y.

Notem que D1 def f(Dy). Temos assim que

p; L f(Dy) = Dy LA f~Y(Dy) = Dy
r o— flx) =y — [y = =z

e portanto

U f@) =2, YeeDy=f"1(Ds1) e f(f'(y) =y, Yye Dy =f(Dy).
Notem que existe uma relagdo muito simples entre o grafico de uma funcéo f e o grafico da sua
inversa f~!: se (x, f(x)) é um ponto do grafico de f entdo (f(x),z) é um ponto do grafico de f~1.
Isto quer dizer que os graficos de f e de f~! sdo simétricos em relacio & recta diagonal y = z,
como se ilustra nos exemplos seguintes.

Exemplo 0.13. A funcio polinomial p : R — R definida por p(z) = 22, Va € R, ndo é injectiva
em todo o seu dominio R porque

p(z) = 2% = (—2)* = p(—2), Vz € R.
No entanto, como a sua restri¢ao ao intervalo [0, +00[ é estritamente crescente, temos que a fungao
f=ppgy Ry — p(Rf) =Ry
x —
é injectiva. Tem assim a inversa f~! definida em Rar , que é naturalmente a fungao raiz quadrada:
TR — RY

x— T
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Os graficos destas duas funcoes estao representados na Figura 8.

FIGURA 8. Gréfico da fungdo f : Ry — R{ definida por f(z) = 22, e da sua
inversa f~!: R — Ry definida por f~1(z) = /7.

Exemplo 0.14. A funcio polinomial f : R — R definida por f(z) = 2, Va € R, é estritamente
crescente em todo o seu domfnio R e o seu contradominio é¢ f(R) = R. Tem assim inversa f~*
definida em todo o R, que é naturalmente a funcao raiz cubica:

ff1:R—R

Os graficos destas duas fungoes estao representados na Figura 9.

[N

-2

FIGURA 9. Gréfico da fungdo f : R — R definida por f(z) = 22, e da sua inversa
/71 : R — R definida por f~1(z) = ¥z.

Exemplo 0.15. Os Exemplos 0.13 e 0.14 podem ser generalizados da seguinte forma. Dadon € N,
temos que a funcao polinomial

O ,
f(2) = 2" 6 injectiva em {[ +od[, sen é par,

, se n é impar,

pelo que a fungao inversa

f([0,4+00]) =[0,400[, sen épar,

-1 n ..
z) = /z tem dominio
[oe) = e {f(R):]R, se n é impar.
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Exemplo 0.16. A funcado exponencial é estritamente crescente em R, logo invertivel. A sua
inversa chamamos logaritmo (de base ¢), g(x) = Inx, que tem dominio R* e contradominio R. A
funcao logaritmo nao é nem majorada nem minorada, e o seu grafico encontra-se na Figura 3. Por
definigao de inversa, vale:

e = Vo >0, In(e®) =2 Vo e R;
Além disso, das propriedades vistas para a exponencial,
(i) In(1) =0;
(i) In(a-b) =In(a) +In(b), Va,b € RT;
(iii) In(a®) =b-In(a), Va € RT,b € R.
(iv) a® =e*"% e log,(r) = (Inx)/(Ina), Va € RT.

1
Exemplo 0.17. Sejam f(z) = —. g(x) = /x e h(z) = 2z + 1. Tem-se
x

fof(x)=xz, gog(x)=+x, hoh=d4x+3,
hog(x) =2z +1, goh(x) =+v2x+1,
Dy =R\ {0}, Dy =R}, D, =R. Dpoy = RE = Dy (porque Dy, = R), Dyop, = {z : 20+ 1 €
R{} = [~1/2,+0c0]. Note-se que, em geral, a composi¢do nio é uma operacio comutativa: vimos
neste exemplo um caso em que ho g # goh.

Exercicio 0.18. Mostre que o dominio de f(z) =In(4 — z?) é Dy =] — 2,2[.

Exemplo 0.19. A fungdes trigonométricas seno e cosseno, apresentadas no Exemplo 0.4, sdo
periédicas pelo que ndo sdo injectivas em todo o seu dominio. De facto, para cada valor y do
seu contradominio [—1,1] hd uma infinidade de pontos do dominio R que lhe correspondem. Por
exemplo,

sen(km) = 0 = cos(km + g) ,VkeZ.

Assim, e para que possamos definir as fungoes inversas destas fungoes trigonométricas, temos de
restringir os seus dominios a intervalos onde sejam injectivas.

No caso da fungao seno, consideramos a sua restrigdo ao intervalo [—7/2,7/2]. A fun¢ao seno é
estritamente crescente neste intervalo, logo injectiva, e sen ([—7/2,7/2]) = [-1,1]. A sua inversa
neste intervalo é a chamada fungao arco seno:

sen”! = arcsen : [~1,1] — [~7/2,7/2]

x — arcsen(z)
Note-se que arcsen(v/2/2) = 7/4 (uma vez que sen(r/4) = V/2/2 e 7/4 € [-7/2,7/2]) e arcsen(—+/3/2) =
—m/3 (uma vez que sen(—7/3) = —/3/2 e —1/3 € [-7/2,7/2]).
O gréfico da fungdo arcsen estd representado na Figura 10. Mostre que sen(arcsenx) = z e

cos(arcsenz) = /1 — 22 para qualquer z € [—1, 1]. Por outro lado, verifique que arcsen(senz) = x
6 é vélida se x € [—7/2,7/2] (porqué?).

Exercicio 0.20. Verifique que a restrigio da fungdo cosseno ao intervalo [0, 7] é estritamente

decrescente, logo injectiva, e que cos ([0,7]) = [—1,1]. A sua inversa neste intervalo é a chamada
funcio arco cosseno, cos™! = arccos : [—1,1] — [0, 7]. Esboce o seu gréfico.
Note-se que arccos(—1) = 7 (jd que cos(m) = —lew € [0,7]), arccos(1/2) = w/3 e arccos(cos(—7/3)) =

/3. Mostre que

sen(arccosz) = \/1 — a2, cos(arccosz) = x

Quando é que se pode garantir que arccos(cosz) = z?

Exemplo 0.21. A funcdo trigonométrica tangente, apresentada no Exemplo 0.5, também é
periddica pelo que nado é injectiva em todo o seu dominio. A sua restri¢ao ao intervalo |—m/2, 7 /2]
é estritamente crescente, logo injectiva, e tan (|—7/2,7/2[) = R. A sua inversa neste intervalo é a
chamada fungao arco tangente:

1

tan™" = arctan : R — |—7/2,7/2|
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F1curaA 10. Grafico da fungao trigonométrica inversa arco seno.

2 — arctan(z)

O seu gréfico estd representado na Figura 11. Note-se que arctan(1) = w/4, arctan(—1) = —7 /4,

Figura 11. Gréfico da fungao trigonométrica inversa arco tangente.

arctan(v/3) = /3 (porqué?).

Funcao de Heaviside e Funcao de Dirichlet. Antes de prosseguirmos, vale a pena notar
que uma fungao nao € necessariamente definida por uma expressao algébrica. Na realidade, uma
funcao f : D — R é apenas uma regra que a cada numero real z € D atribui um ntmero real
f(x) € R. Os préximos dois exemplos s@o fungoes que ndo sdo definidas por expressoes algébricas.

Exemplo 0.22. Consideremos a chamada func¢do de Heaviside H : R — R, definida por

H(x) 0, sexz<0;
xTr) =
1, sex>0.

O seu gréfico esta representado na Figura 12.

-2 -1 1 2

FicurA 12. Gréfico da fungao de Heaviside.

Esta funcao é limitada, crescente, e o seu contradominio é {0, 1}.
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Exemplo 0.23. Consideremos a chamada func¢do de Dirichlet d : R — R, definida por

)1, sexeQ;
d(x)_{o, sex € R\ Q.

Esta funcgao é limitada e o seu contradominio é {0,1}. Reparem que ndo é possivel esbocar o
grafico desta fungao da forma usual. Notem que o grafico estd sempre bem definido, e que isto
nao deve ser confundido com a questao de esbogar o grafico numa folha de papel ou pedir a um
computador para o fazer.

Limite de uma fungao num ponto.

No ensino secunddrio, a nocao de limite de uma funcao foi dada da seguinte forma: Dados
a,b € R, dizemos que lim,_., f(x) = b quando:

(5)  Sempre que z,, é uma sucessao de termos em Dy tal que x, — a, entao f(z,) — b.

Diz-se que esta é a definicao de limite segundo Heine. Em CDI1 trabalharemos com uma nocao
equivalente, a definicdo de limite segundo Cauchy (a equivaléncia entre as duas definigdes serd
tratada na sec¢do de material extra que se encontra no final deste capitulo). A definigdo que
iremos usar tem a vantagem de nao requerer a nocao de limite de sucessoes, e de estar mais
préxima de outros raciocinios que faremos ao longo da cadeira. De uma forma ou de outra,
note-se que se pode pensar de forma intuitiva que:

©6) Uma fungdo f tem limite b quando x tende para a, se pudermos fazer f(z) tao préximo
de b quanto quisermos, tomando x suficientemente proximo de a.

Com esta defini¢do informal é possivel tratar exemplos simples de fungoes e calcular limites ele-
mentares. No entanto, ela pode dar lugar a alguma confusao quando pretendemos tratar exemplos
mais complicados como, por exemplo, o limite de f(z) = sen(1/z) quando z tende para 0, ou da
funcao de Dirichlet quando x tende para algum a.

Nota 0.24. Desta nocao de limite fica subentendido que é possivel aproximar-me de a por pontos
no dominio de f, o que motiva a seguinte definigao:

Definigao 0.25. Dada uma funcao f: D C R — R, dizemos que a € R é ponto aderente de D se
qualquer vizinhanga de a tiver pontos de D, ou seja,

V6 >0, DnNa—24, a+ 5[ 0.

Exemplo 0.26. Note-se que, se a € D, entao a é aderente a D. Por outro lado, se por exemplo
D =]0, 1] entéo 0 é um ponto aderente.

Daqui em diante, sempre que falarmos de limite de uma fungdo num ponto, assumiremos que o
ponto é aderente ao dominio dessa fungao.

Um problema da “definigdo” (6) estd em ndo ser claro o que se entende por estar prdézimo
de. Repare-se que dizer que f(x) estd préximo de b (respectivamente, x estd préximo de a) deve
significar que | f(x) —b| (resp. |z — al) é pequeno. Assim, podemos refinar a nossa “definigdo” para:

Uma fungao f tem limite b quando x tende para a, se pudermos fazer |f(z) — b|
tao pequeno quanto quisermos, tomando |x — a| suficientemente pequeno.

Mas agora vemos que temos um outro problema: o que é que queremos dizer com os termos
tao pequeno quanto quisermos e suficientemente pequeno? Ao esclarecer o verdadeiro significado
destes termos chegamos a defini¢do precisa de limite, que é a seguinte:

Definigao 0.27. Sejam f: D CR — Re a,b € R com a ponto aderente de D. Dizemos que f
tem limite b quando = tende para a se para todo o € > 0 existir § > 0 tal que, para todo o x, se
|z —a| < § entdo |f(x) — b] < e. Em notacdo de quantificadores, podemos escrever esta condi¢ao
na forma:

(7) Ve>030>0: z€DAlz—a|<d=|f(z) b <e.
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Recordando a definigao de vizinhanga de um ponto (Defini¢ao ?7?), a proposicao pode escrever-se
da seguinte forma equivalente:

(8) Ve>03>0: z€Vs(a)ND = f(z) € V(b).

Notem que tudo o que fizermos daqui em diante dependera desta definigao! Por isso, memorizem-
na como se fosse a tabuada o mais rapidamente possivel. E uma boa ideia comegarem por resolver
0s seguintes exercicios:

Exercicio 0.28. Usando a defini¢do precisa de limite, mostre que:
(i) se f: R — R é uma fungao constante, i.e., para a qual existe ¢ € R com f(z) =c¢, Vz € R,
entao
lim f(z) =limec=c¢c, Va € R.
r—a r—a
(ii) se f: R — R é a fungdo identidade, i.e., f(z) =z, Yz € R, entéo

lim f(z) = limx =a, Ya € R.
r—a r—a

A proposicao que se segue enuncia um critério 1til para o célculo de alguns limites.
Proposicao 0.29. Se ezistirem m, M € R tais que
|z —al <m=|f(x) — bl < M|z —a

entao

lim f(z)=b.

r—a

Dem. Dado € > 0 arbitrario, seja 6 = min{m, /M }. Entao
€
|x —al <d=|f(x) —bl < M|z —a <M~M =
Exemplos. Apresentamos de seguida alguns exemplos de calculo de limites a partir da definicao.
Mais adiante, veremos alguns resultados que permitem simplificar imenso o célculo de limites e
evitar recorrer a esta definicdo. No entanto, é muito importante prestar atencéo a estes primeiros

exemplos e procurar interiorizar o seu verdadeiro significado.

€. O

Exemplo 0.30. Vejamos que, para qualquer nimero real a > 0 e natural p, se verifica:

lim 2P = a”.
r—a

E um exercicio simples [facam-no!] mostrar a igualdade:

P
a? — b’ =(a—0) Z aP=kpk-L,
k=1
Se |z —a| <1 temos || =]z —a+a| < |z —a|+|a| <a+ 1, e concluimos que:
P
27 — ¥ < o —al 3 alP* ol
k=1
P
<z —d| Z(a +1)P Rkt
k=1

Assim, podemos aplicar o critério da Proposi¢ao 0.29 com m =1e M = Y 7_,(a+ 1)P~Fab~!

para concluir que lim,_,, 2P = aP.

Exemplo 0.31. Uma analise do circulo trigonométrico e a imparidade e paridade das fungoes sen
e cos permitem concluir que, para |z| < 7/2, se tem

|senz| < |z| e |l —cosz|< 2z

(nesta ultima, use o Teorema de Pitdgoras - veja os detalhes nas pdginas 90 e 91 deste livro).
Assim, podemos aplicar o critério da Proposicao 0.29 com m =1e M =1 e vem que

lim senz = 0, lim cosz = 1.
x—0 z—0
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Exercicio 0.32. Verifique que a funcao f : R — R definida por f(z) = +/|z| nfo satisfaz as
condigoes da Proposigéo 0.29 no ponto a = 0. Use a definigdo para mostrar que lim,_,q+/|z| = 0.

Mais Exemplos:
Exemplo 0.33. Consideremos a fun¢do de Heaviside H : R — R. Vamos ver que:

0, se a < 0;
lim H(z) =<1, se a > 0;
Tr—a - A

nao existe, sea=0.

Suponhamos primeiro que a > 0. E claro que, se tomarmos |z —a| < a, entdo —a < x —a < a e,
em particular, x > 0, logo:
[t —a|<a=|H(@x)-1=]1-1=0
Portanto, dado € > 0 podemos tomar § = a que se verifica:
e —a|l<d=|H(x) -1 <e

ou seja, lim,_,, H(xz) = 1. De forma andloga, mostra-se que se a < 0 entéo lim,_,, H(x) = 0.
Vejamos agora que o lim,_,o H(x) nao existe. Para obter o significado preciso do que significa

nao existir o limite, comegamos por observar o que significa afirmar que uma funcao f nao tem

limite b quando z tende para a. Para isso, basta negarmos a condicdo na definicdo de limite:

existe algum ¢ > 0 tal que para todo o § > 0 existe um x que satisfaz |z —a| < ¢
e|f(x)—bl >e.
Se preferirmos, em notacao de quantificadores:
Je>0Vi>03zeR: |z —a| <IA|f(z)—b] >¢.

Vejamos entao que para qualquer nimero real b a fungao H nao tem limite b quando z tende
para 0. Observe que para qualquer § > 0, se |z| < § entdo temos:

sex<0= H(x)=0= |H(z)-b =1},

sex>0= H(z)=1= |H(z)—b =|1-b|
Portanto, basta tomarmos ¢ = 1 max(|b|, |1 — b|) para que se verifique:

Vé>03dx eR: |z —a|<oA|H(z)—b > ¢,
donde o limite nao é b. Como b era um ndmero real qualquer, concluimos que o limite ilg% H(z)
nao existe.

Exercicio 0.34. Considere a fungdo de Dirichlet d : R — R. Mostre que, para qualquer a € R,

lim d(z) néo existe.
r—a

Exemplo 0.35. Consideremos a fungdo f: D =R\ {0} — R definida por

() = sen (i) .

O ponto 0 nao pertence ao dominio da fungéo, mas ainda faz sentido falar em lim,_,osen(1/x)
(cf. Nota 0.24).

Comegamos por observar que sen(5 + 2km) = 1 e que sen(—5 + 2km) = —1, para qualquer
inteiro k € Z. Seja entao x; =
que:

ﬁ ex, = % Se b é um numero real qualquer, temos
|f(af) =bl =11 =0l, |f(z;)—bl=|-1-b=[1+0].

Seja entdo ¢ = fmax(|1 — b|,|1 4+ b]). Dado § > 0, podemos sempre escolher um inteiro k

suficientemente grande de forma que 0 < |xf| < 4, logo:
Vé>03zeD: |zg|<dA|f(x)—b]>e,

donde o limite de f quando z tende para 0 nao é b. Como b era um numero real qualquer,
concluimos que lim,_,q f(x) néo existe.
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Exemplo 0.36. Consideremos a funcao f : D =R\ {0} — R definida por

e son (1)

O seu gréfico esta representado na Figura 13.

F1GURA 13. Gréfico da fungao f: R\ {0} — R definida por f(z) = z - sen(1/x).

Tendo em conta que |sen(y)| <1, Vy € R, temos para todo o z € R\ {0} que

x-sen | — || =|z|-|sen | —
x x

Segue-se que dado € > 0 podemos tomar § = ¢ obtendo:

Ve>036>0: |z|<d=|f(x)] <e.

0< <lz|.

Ou seja, concluimos que:

(9) lim z - sen (i) =0.

x—0

Podem encontrar muitos outros exemplos de calculo de limites através da defini¢do no livro de
Spivak (listado na Bibliografia), que vos podem ajudar a interiorizar esta nocao.

Propriedades do Limite de Fung¢oes num Ponto.

Vamos agora estudar algumas propriedades elementares do limite de fung¢oes que nos ajudarao
no seu calculo, sem termos de recorrer a definigao.

Teorema 0.37. (Unicidade do Limite) Seja f uma funcdo e suponha-se que limg,_, f(z) =b e
que lim,_,, f(x) =b'. Entaob=1".

Dem. Comegamos por escrever, usando a defini¢cao de limite:
lim f(z) =b & Ve>036>0: |z —a|<d =|f(x)—bl <e,

r—ra

lim f(x) =V & Ve>036>0: |[z—a|<d=|flz)-V|<e.

T—ra
Suponhamos, por absurdo, que b # b'. Entao vamos tomar € = ‘b;b/I e, para os 61 e d2 dados por
estas defini¢oes, escolhemos ¢ = min(dy,d2). Concluimos que, para todo o z tal que |x — a| < 4,
temos:

|f(z) =bl <en|f(x)=V|<e.
Segue-se que:
b—b] = [b— f(z) + flz) = V]
<[b—f@)]+ |f(z) = V']
<e+te
=2 =b—10|
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uma contradicdo. Assim, necessariamente, b = b'. O

Note que se f e g sao fungoes entao podemos formar as seguintes novas fungoes:
e A funcao f +g, dita a soma de f e g e a funcao diferenca f — g, dita a diferenca de f e g:

(f+9)@)=fl2)+9), (f-9)@)=[f(x)-g).
e A funcao f - g, dita o produto de f e g:

(f - 9)(x) = f(z)g(x).

e A funcao g, dita o quociente de f por g:

oy - 1)
g g(x)
Note que o dominio das fun¢des soma, diferenga e produto, ¢ a interseccao Dy N D, dos dominios
das fungoes parcelas. O dominio da fungao quociente 5 é:

Dﬁ ={xeDyND,:g(x)#0}.
Finalmente, dada uma fungao f e um nimero real ¢ € R podemos considerar a fungao cf definida
por:

(cf)(@) = cflx),

cujo dominio é o mesmo que o dominio de f. Também podemos pensar nesta funcao como o
produto da fungao constante g(x) = ¢ pela fungao f.

Teorema 0.38. (Limite e Operagoes Algébricas) Sejam f e g fungdes tais que
lim f(z) =b e lim g(z) = c.
Entao:

(i) limy o (f £9)(z) = limyq f(x) £ lim, o g(z) = b L c.
(ii) limg—o(f - 9)(2) = limy e f(x) - limg—q g(z) =b - c.
(iii) se c#0,
lim,_,q b
lim i(w) — Mroa JAT) f(z) .
z—a g lim,,g(z) ¢
Dem. Vamos demonstrar em detalhe a propriedade (i). As demonstragoes das outras propriedades
sao andlogas e podem ser encontradas no livro de Spivak (listado na Bibliografia).
Comegamos por recorrer a definicao de limite para escrever:

lim f(z) =b « Ve >036 >0 |zfa|<61:>|f(x)—b|<%,
li_r}ng(x):c < Ve>036>0: |z—a| <dy=|g(x)—¢| <g.
Assim, se escolhermos ¢ = min(dy, d2), obtemos:
[z —al <6 =|(f+9)(x) — (b£c)| = |(f(z) —b) £ (g9(x) — ¢
< |[f(x) =0l +[g(x) — |
B
2 2 7
0 que mostra que:
lim (f + g)(x) = lim f(x) £+ lim g(z) =b+£ e O
r—a z—a r—a

Exemplo 0.39. Recorrendo a este resultado é muito facil calcular certos limites sem ter de passar
pelo processo doloroso de encontrar os € e § correctos. Por exemplo,

o2t =3r+2  limg_.(2* — 32 +2)
lim = -
z—a x4+ 1 limg o (22 4+ 1)

~ limg s, 2t —limg e 3z + limy_,q 2

(pelo Teorema 0.38 (iii))

lo T 0.38 (i
lim, o 22 4 lim, 4 1 (pelo Teorema (1))
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41—3a+2
= % (pelo Exemplo 0.30)
Principio do Encaixe ou da Funcao Enquadrada.
Teorema 0.40. Sejam f, g e h: D CR — R fungdes tais que
f(z) < g(x) < h(z),

para qualquer © € D. Temos entao que

lim f(z) = b= lim h(z) = lim g(z) =b.
Dem. Pela defini¢io de limite podemos escrever (omitimos o dominio para simplificar a apre-
sentagao):
1i£nf(x):b &S Vex>036>0: Jz—a|<h=-=e<f(z)-b<e,
liinh(m):b & Ve>036>0: |z—a|<dy=—-<ec<h(z)-b<e.
Assim, dado ¢ > 0, tomamos § = min(dy,d2). Usando o facto de g estar encaixada entre f e h,
obtemos:
glx) —b<h(x)—b<e
|z —a] <d = = |g(z) — b <e.
g(w)—b> fa)—b> —
Portanto,
V5>036>0:|x—a|<6$|g(m)—b|<€®1i_r>ng(x):b. O

Um caso em que este critério é particulamente util é quando a fungao g é da forma g(z) =
u(z)v(z) em que lim,_,q u(z) = 0 - u diz-se um infinitésimo - e v é uma fungdo limitada numa
vizinhanga de a, ou seja existem m, M € R tais que m < v(z) < M, para x numa vizinhanga
de a. Neste caso, assumindo u(xz) > 0 (senao consideramos |u(z)|), e fazendo f(x) = mu(x),
h(z) = Mu(z), temos f(z) < g(z) < h(x) e limy_,, f(z) = limy_,q h(x) = 0, logo lim,_,4 g(x) = 0.
Diz-se entao que o produto de um infinitésimo por uma fung¢ao limitada é um infinitésimo. O
calculo do limite do Exemplo 0.36 podia também ser justificado desta forma.

Exemplo 0.41 (Limite Notdvel). Uma andlise simples do circulo trigonométrico (veja-se por
exemplo a pagina 90 — Figura 3.2 deste livro) permite mostrar que, para |z| < w/2 é vilida a
relagdo: 0 < |senz| < |z| < |tanz|, donde

senx

0<cosx < <1.

Como (recorde o Exemplo 0.31):

limcosz=1=1lim1,
z—0 z—0

concluimos pelo principio do encaixe que:

. senx
lim =1.
x—0 I

Limite de Fungoes Compostas.

Teorema 0.42. Sejam f: Dy CR =R eg: Dy, CR — R duas funcoes reais de varidvel real, e
(fog):Dsog CR — R a sua fungdo composta. Se

limg(z)=beR e limf(y)=ceR,

Tz—a y—b

entao

lim (f o g)(z) = lim f(g(z)) =c.

Tr—a r—a
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Dem. Pela definigao de limite (notem a altera¢do nos nomes das varidveis!):

(10) 1i£ng(x)=b<:>V'y>OEl5>O:\x—a|<5:>|g(x)—b|<'y,

(11) limbf(y):c@Vs>OE|’y>O:|yfb|<fyé|f(y)fc\<s.
Yy—

Seja entao dado € > 0. Tomamos v > 0 tal que (11) é satisfeita e, de seguida, para esta escolha
de v tomamos 6 > 0 tal que (10) é satisfeita. Segue-se que:

[z —al <0 =lg(x) —bl <v,  (por (10))
= [f(9(x)) —c| <&, (por (11)).
Logo, concluimos que:
Ve>030>0: |[x—a|<d=|f(g9(x)) —c|<e & ;g%(fog)(:z:) = lim f(g(z)) =c. O

r—ra
2
Exemplo 0.43 (Mudanga de Varidvel). Suponhamos que pretendemos calcular lim,_,q %
Observamos que:

sen(z?)

2 = flel)),

onde g(z) =22 e f(y) = % Como j& sabemos que (ver Exemplo 0.41):

sen
limz? =0 e lim yzl,
z—0 y—=0 y
o Teorema 0.42 mostra que:
. 2
lim S0 _
x—0 xT

Exemplo 0.44. Dada uma funcdo f: Dy C R — R injectiva tal que
lim f(z) = b,

r—a
nao é necessariamente verdade que
lim f~'(y) = a.
y—b

Por exemplo, considere a funcdo f : [0, 1]U]2,3] — R definida por

f(x):{x,Ongl

z—1,2<z<3
Neste caso,

3.0
25

20+

0.5+

FiguraA 14. O gréfico da fungao f no Exemplo 0.44.

lim f(z) =1, mas lim f~'(y) ndo existe.
x—1 y—1
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Limites Relativos e Laterais.

Definigao 0.45. Sejam f: D C R — R uma fungdo e A C D um subconjunto do seu dominio.
Diremos que f tem limite b no ponto a relativo ao conjunto A, e escreveremos

lim, f(z) = b,
z€A

se a restri¢do de f ao conjunto A, f|a : A — R, tem limite b no ponto a, i.e., se lim,_,, f|a(z) = b,
o que por definicao de limite significa

Ve>030>0: (x€Aelx—a|<d)=|f(z)—bl<e.

Nota 0.46. Como j4 foi referido na Nota 0.24 para o limite usual, para definir o limite relativo
lim, 4 f]a(x) ndo é necessdrio que a pertenga ao conjunto A C D, bastando que para todo o
d > 0 exista z € A tal que |z — a| < §, ou seja, que a seja aderente a A.

Como ¢ evidente,

se existe lim,_,, f(z), entdo existe lim f(z) para todo o A que tem a como ponto aderente.
€A

Isto é especialmente ttil para mostrar que nao héd limite em certas situagoes: se mostrarmos a
existéncia de dois conjuntos A; e Ay tais que

lim f(z) # lim f(z), entdo nao existe ;13}1 flx)
€A T€EA2

(veja-se o Exemplo 0.48 & frente).

Nota 0.47. H4 dois casos particularmente importantes desta definicdo de limite relativo, dando
origem aos chamados limites laterais:

(i) quando A = DN]a, +oo[ temos o chamado limite lateral a direita, ou simplesmente limite a
direita, que sera denotado por lim+ f(z). Recorrendo a quantificadores podemos escrever:
r—a

Ve>030>0: (x€Dex—a<d)=|flz)—b <e.

(ii) quando A = D N]—o00,a temos o chamado limite lateral & esquerda, ou simplesmente
limite & esquerda, que serd denotado por lim f(x). Novamente, usando quantificadores
r—a~—

podemos escrever:
Ve>030>0: (xeDex—a>—-0)=|f(x)—b <e.

Exemplo 0.48. Recorde-se a funcao de Heaviside H : R — R definida por:

0, sexz<0;
H — b )
() {17 se x > 0.

A funcao tem limites laterais no ponto zero dados por

lim H(z)=0 e lim H(z)=1.

z—0— z—0t

logo, nao existe lim H(x).

z—0
Exercicio 0.49. Para uma fungio f e a € D tal que f(a) = b, mostre que lim,_,, f(x) existe e é
igual a b se, e s se, existem os limites laterais lim,_,,+ f(x) e lim,_,,— f(x), e sdo ambos iguais
a b (ou seja, se, e sé se f é continua em a).
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Recta Acabada e Indeterminagées. Até aqui, faldmos de limites lim,_,, f(z) = b. O nosso
objetivo agora é o de considerar o caso em que a e/ou b possam ser infinito, e perceber em
que medida conseguimos generalizar o Teorema 0.38 (Limites e Operacoes Algébricas) para esta
situagdo. Para isso, teremos de introduzir formalmente o que sdo +oo (falando da reta acabada
R), definir limite para a,b € R e como se opera com estes novos simbolos.

Definigao 0.50. Designa-se por recta acabada, e representa-se por R, o conjunto

R & R U {—00,+o0} .

Os elementos —oo e 00 satisfazem a relacao de ordem
—o<zr <40, VreR,
bem como as regras operacionais algébricas que se descrevem mais a frente.

Limites na recta acabada. Queremos agora definir limites na recta acabada, de forma que faca
sentido falar nos limites:

S S e L Fe)

e ainda que o resultado de um limite possa ser +00. Para isso, recorde-se a definicao de vizinhanca
de rato € > 0 de um ponto a € R como sendo o conjunto

Ve(a) =la—e,a+¢ .

Como j4 foi observado atras, dados a,b € R, a definicao de limite de uma funcao pode ser escrita
na forma

(12) lm f(z) =045 Ve>035>0: z€Vs(a)ND = f(zx) € Ve(b).

r—a

Se definirmos vizinhanca de raio € > 0 de —oo e 400 por?
Vi(—o0) = =00, ~1/e[ e Vi(+o0) = ]1/e,+o0[
a definicao (12) continua a fazer sentido na recta acabada
R=RU {+00,—c0},
i.e., para a,b € R. Passaremos assim a usé-la também neste contexto. Resumindo:
Definigao 0.51. Dados a,b € R, dizemos que 21_1)1111 f(xz) ="bse
Ve>030>0: z€Vs(a)ND = f(x) € V(b).

Exercicio 0.52. Verifique que a definigao (12) para o limite na recta acabada R tem os seguintes
significados:

(i) limyyt00 f(x) =b € Rsse

Ve>03L>0: z€D A z>L=|f(z) b <e.
(ii) limgy—_oo f(z) =b € R sse

Ve>03L>0: 2z€D ANe<—-L=|f(z)-b <e.
(iil) limgz—q f(x) = +00, onde a € R, sse

VL>030>0: z€D A |Jz—a|<d= f(z)> L.
(iv) limg_, f(x) = —o0, onde a € R, sse

VL>030>0: z€D A Jz—a|<d= f(z) < —L.

Verifique, ainda, o que significa lim, 1. f(x) = +o0, e lim,_,,+ f(x) = *oo.

2A ideia é que a vizinhanca diminua quando € diminui; é isso que estd por detréds de se tomar 1/¢ nas vizinhangas
do infinito.
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Exemplo 0.53. Temos

. . 1
lim — =0% e lim — = +o00.
r—+oo T z—0t T

Veja-se a primeira afirmacao: dado €, tem-se (escolhendo L = 1/¢) que

X

T

1
<eg e x<—— = < €.

£

1
x> - =
€

A demonstracdo da segunda afirmacio fica como exercicio (fagam-na e confirmem com o vosso
professor se a resolugdo esta corretal).

Exemplo 0.54. O conhecimento que temos das funcoes exponencial e logaritmo, em particular a
sua monotonia, permitem-nos afirmar que

lim e® =400, lim =0, lim In(z)=+4cce lim In(z)=—occ.
xr——+00 Tr——00 T—r+00 r—07+

Estes factos serao usados em exemplos e podem (e devem) ser usados na resolucao de exercicios.
Veja-se a tltima afirmacdo: dado L > 0, tem-se In(z) < —L < 0 < z < e~ %, porque a funcio

logaritmo é crescente (e tem dominio R*). Logo, escolhendo § = e~ %,

0<z<d = In(x) < —L.

Operagoes algébricas na reta acabada e resultados sobre limites.

Vamos agora definir operagdes que envolvem +o0o de forma a que os teoremas sobre limites de
operagoes algébricas e fungdes compostas continuem vélidos (veja-se a “Nota Importante” mais &
frente).

Defini¢ao 0.55 (Operagoes algébricas na reta acabada).
Somas e diferengas. Para qualquer a € R,

+oo+ 00 =400, —00+(—0)=-00, £oo+a==tc0

Produtos. Para qualquer a € R,

B 400, sea > 0; _ —oc0, sea>0;
a-(+o0) = _ a-(—o0) = _
—o00, sea<0. 400, sea<O.
Quocientes.
+
ﬁ:o @eR) e %Ozioo (a € R\{0})

Recordando que dizemos:

(z) > 0 numa vizinhanca de a
(z) < 0 numa vizinhanca de a,

o lim, ,, g(z) =07 selimy ., g(z) =
o lim, ,,g(z) =0 selim,,,g(x) =
temos:
Definigao 0.56 (Divisdo por 0 e Potenciacio). Para qualquer a € R, temos o seguinte:

e se a > (0, entao

a a )
Oj = 400 € Oi = —0Q;
e se a < 0, entao
a a "
— =—-00 e — =+00.
0+ 0-
Além disso,
too 0, se 0 <a<l1; oo 1
a = e a = —,
400, sea>1; at>®
bem como

(—i—oo)b— 0, se b < 0;
400, seb>0.
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As seguintes operacoes na reta acabada nao estao definidas:
0 +o00
0" +oo’
Chamamos a estas expressoes indeterminagoes.

00— 00, oo X0, 17°° (+00). 0°.

Repare-se que, num certo sentido, todas as indeterminacoes sao equivalentes. Por exemplo:

00 1 0 1

Nota importante: Os resultados que estuddmos sobre operagoes algébricas e limites (Te-
orema 0.38) e limite de fungoes compostas (Teorema 0.42), continuam a ser vélidas para
a recta acabada R, exatamente com o mesmo enunciado, desde que ndo originem alguma das
indeterminacoes referidas anteriormente. Esta é a justificacdo para as operagoes com infinitos
que definimos anteriormente.

Nota 0.57 (Retirada do livro de Jodo Paulo Santos, listado na bibliografia). Vamos ver que a
indeterminagao % pode corresponder a qualquer resultado no limite, e até a situagées em que nao
h4 limite. Tomemos g(z) = 3, que é tal que lim, .o g(z) = 0. Consideremos vérios exemplos de
funcoes f com limite 0 na origem:

- Se f(x) = 2*, entdo % = x, que converge para 0 .
- Se f(z) = z, entdo ;EZ? = m%, que converge para -+oo.
- Para qualquer b € R, podemos tomar f(z) = bx3. Entao % = b converge para b.
- Se f(x) = 2®sen(1/x), o limite de % = sen(1/x) ndo existe em 0 .
A nota anterior justifica porque chamamos a % uma indeterminacao. Podem ser dados exemplos

do mesmo tipo para todas as outras indeterminagoes.

Exemplo 0.58. Vimos que:
lim sen(x)
x—0 xX
Usando este facto, pretende-se completar o gréifico da Figura 13 do Exemplo 0.36 calculando o

limite
: ( 1 )
Iim z-sen|— ) .
r—r+00 xX

Notem que a propriedade algébrica (ii) do Teorema 0.38 d4 neste caso origem a uma indeterminagao
do tipo oo - 0, pelo que nao pode ser usada para calcular este limite.
Consideremos as fungoes g, f : R\ {0} — R definidas por

=1.

1 sen(y
e fly) =2,
4 Y
Temos entdo que (f o g): Dyog =R\ {0} — R ¢é dada por

(f o)) = Flo@)) = F(1/x) = 2D _ o en (1> ,

1/x
Como
booe Dy ~EVO = F, _tiw_gle) = lim 2 =0 e lim () = tig 220
€D =BV} =R, _Im o(e)= lm 2 =0 e limf@)=lim =<1,

podemos concluir pelo Teorema 0.42 que

lim (fog)(z)= lim x~sen<;) ~1.

T—+0o0 r—r+00
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Na notacao do Teorema 0.42, temos que neste exemplo
a=40c0, b=0 e c=1.

A andlise anterior pode ser escrita abreviadamente da seguintes forma:
. . 1 1
considerando a mudanca de varidvel y = — < x = —, em que © — +o00 = y — 0,
€ Yy

temos que

1 1
lim x-sen () = lim — -sen(y) = lim sen(y) =1.

r—+00 €T y—=0y y—0 Yy
A Figura 15 apresenta uma versao mais completa do grafico da Figura 13, tendo ja em conta o
limite calculado neste exemplo.

FIGURA 15. Versao mais completa do gréfico da fungdo f : R\ {0} — R definida
por f(x) =z -sen(1/x).

Continuidade de Fungoes Reais de Variavel Real.

Dada uma funcao f : D — R a relagao:
lim f(z) = f(a).

pode nao se verificar. De facto, esta igualdade pode falhar por duas razoes:

1

e O limite de f(z) quando x — a néo existe (por exemplo, a funcao f(z) = sen (w

a = 0; cf. Exemplo 0.35).
e O limite existe, mas o ponto a nao pertence ao dominio D, e portanto nao faz sentido
sequer falar em f(a) (por exemplo, a funcio f(x) = rsen(L) em a = 0; cf. Exemplo 0.36).

x

) em

Este tipo de comportamento pode ser considerado anormal, e por isso convencionou-se um nome
para qualificar as funges que se portam bem:

Definigao 0.59. Uma funcao f: D C R — R diz-se continua num ponto a € D se existir limite
em a. Nesse caso,

lim /(z) = f(a).

r—ra
A funcao f diz-se continua se for continua em todos os pontos do seu dominio D.

Intuitivamente uma funcao é continua se o seu grafico nao apresenta interrupgoes, saltos ou
oscilagoes. Embora esta ideia intuitiva seja muitas vezes suficiente para decidir se uma funcao é
continua olhando para o esbogo do seu gréafico, ha situagoes em que isso nao é de todo claro, e por
isso a definicao precisa que demos acima é muito importante. Em termos de ¢ — §, uma funcao f
é continua em a € D se:

Ve>030>0: |[z—a|<d=|f(x)— fla)| <e.
Naturalmente que as propriedades do limite de uma fungao num ponto dao origem a proprie-
dades analogas para as fungdes continuas. O teorema seguinte ilustra este facto.
Teorema 0.60.

(1) Se f e g sao fungées continuas num ponto a € Dy N Dy, entdo ftg, f-g e f/g (se
g(a) # 0) também sao continuas em a.
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FIGURA 16. Dada a funcao f(z) = sen(z)+z/2, se x € R é tal que |x —6| < 0.25,
entdo |f(z) — f(6)] < 0.5. Por outras palavras, se se fixar ¢ = 0.5, podemos
escolher § = 0.25.

(ii) Sejam f e g duas fungées. Se a € Dyoq, g € continua em a e f € continua em g(a), entdo
(fog) € continua em a.

Dem. Consequéncia imediata da Definigao 0.59 e dos Teoremas 0.38 e 0.42. O

Teorema 0.61. Seja f: I — R wma fungdo continua e injectiva num intervalo I. Entao a fung¢do
inversa f=1: f(I) — I € continua.

Dem. Consultem o Spivak (listado na Bibliografia) ou o Teorema 3.3.5 deste livro. Para mostrar
este resultado é necessario usar o Teorema de Bolzano, que jé conhecem do Ensino Secundario e
que recordaremos mais & frente. O

Continuidade Lateral.

A nocao de limites laterais introduzida na Nota 0.47 d4 naturalmente origem & seguinte definigao
de continuidade lateral.

Definicao 0.62. Sejam f: D C R — R uma fungao e a € D um ponto do seu dominio. Diremos
que:
(i) f é continua a direita em a se lim,_,,+ f(z) = f(a);

(ii) f é continua a esquerda em a se lim,_,,— f(z) = f(a).

Teorema 0.63. Sejam f : D C R — R uma fungdo e a € D um ponto do seu dominio. f é
continua em a, i.e.

lim f(z) = f(a),

r—a

sse f € continua a direita e d esquerda em a, i.e.

lim f(z) = f(a) = lim f(z).

r—at T—a~

Dem. Exercicio simples. O

Exemplo 0.64. A funcao de Heaviside H : R — R, definida por

H(z) = 0, sex <O,
B 1, sex >0,

é continua & direita no ponto zero, mas nao é continua a esquerda nesse ponto. De facto,

lim H(z)=1= H(0) mas CEl_i}r{)l_H(:L‘):OstéH(O).

z—0t
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Exemplos de Fungoes continuas. O que ja sabemos sobre limites permite-nos decidir se muitas
fungdes sdo continuas ou nao.

Exemplo 0.65.

(a) uma fungdo polinomial p(z) é continua em qualquer ponto a € R.

(b) qualquer funcéo racional f = p/q, com p, ¢ polinémios, é continua em qualquer ponto
a € R onde ¢(a) # 0;

(¢) a fungdo médulo f : R — R, definida por f(z) = |z|, Vz € R, é continua em qualquer
ponto a € R;

(d) a funcdo de Heaviside, apresentada no Exemplo 0.22, é continua em qualquer ponto a # 0
e descontinua no ponto zero.

(e) a funcdo de Dirichlet, apresentada no Exemplo 0.23, é descontinua em qualquer ponto
a €R.

Exemplo 0.66. Pode mostrar-se, recorrendo & definicao de fungao exponencial e a algumas de-
sigualdades, que esta é uma fungdo continua (veja-se por exemplo o Teorema 3.4.2 aqui). Como
esta é uma funcao estritamente crescente, entdo é injetiva. Assim, do Teorema 0.60 concluimos
que a funcao logaritmo é continua.

Exemplo 0.67. As fungoes sen, cos, tan e cot sdo continuas em todo o seu dominio. De facto,
ja foi visto que lim,_,gsenz = 0 = sen0 e lim,_,gcosz = 1 = cos(0. Usando a identidade para o
seno de uma soma e escrevendo x como T — a + a, temos

lim sen(z) = lim (sen(a) cos(x — a) + cos(a) sen(z — a)) = sen(a) cos(0) + cos(a) sen(0) = sen a.
r—a r—a
A continuidade do cosseno fica como exercicio (deve usar a férmula do cosseno da soma: cos(a +

B) = cos(a) cos(8)—sen(a) sen(f)). A continuidade da tangente e cotangente segue imediatamente
da sua defini¢ao e do facto de quocientes de fungoes continuas serem continuas (no seu dominio).

Exemplo 0.68. Uma vez que as fungoes sen, cos e tan sao continuas e injetivas nos intervalos
[-7/2,7/2], [0,7] e | — w/2,7/2], do Teorema 0.60 sai que as funcdes arcsen, arccos e arctan sao
continuas no seu dominio.

Exemplo 0.69 (Limite Notavel). Vamos mostrar neste exemplo como se chega aos limites notaveis

m &= o e 2D
z—0 T z—0 T
Ja se sabe que e = lim, (1 + %)n Pode mostrar-se que, na verdade, lim,_, ;o (1 + %)x =e

(isto faz-se por enquadramento, os detalhes podem ser vistos na Proposigio 3.4.3 deste livro, por
exemplo). Usando uma mudanca de varidvel, tem-se entdo lim,_,o(1+)'/® = e. Da continuidade
e propriedades da fungao In, temos

In(1
lim M = lim In {(l—l—x)l/x} =lne=1

x—0 xT x—0
Finalmente, de y = ¢ — 1 <= 2z = In(1 + y) sai
.oet—1
lim = lim ——— =
=0 @ y—0 In(1 + g)

Exemplo 0.70. (Prolongamento por Continuidade) Consideremos a fungdo F : R — R definida
por
:csen(%) , sex #0
F(z) =
0, se x = 0.
Se a # 0, F é numa vizinhanca de a o produto/composi¢do de fungdes continuas, pelo que é
continua. Por outro lado, recorrendo ao Exemplo 0.36, temos que

1
lim F(z) = lim zsen <) =0=F(0).
z—0 z—0 xT

Logo, F' também é continua em a = 0. Assim, F' é continua em todo o R.


https://ciencias.ulisboa.pt/sites/default/files/fcul/dep/dm/05-MFigueira.pdf
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Esta fungao F' é um exemplo de prolongamento por continuidade. Mais precisamente, é o
prolongamente por continuidade da func¢ao f : R\ {0} — R, dada por f(z) = zsen(1/z), Vz #£0,
ao ponto zero.

Algumas Propriedades Locais das Fungoes Continuas.

Teorema 0.71. Sejam f: Dy CR —+R eg: Dy CR — R duas fungoes continuas num ponto
a € DyNDy. Se f(a) > g(a) entdo
36>0: z€DyN Dy, |x—al <d= f(z)>g(x).

Dem. Como f e g sao por hipétese continuas em a € DyND,, sabemos que (omitindo os dominios
para facilitar a escrita)

Ve>0361>0: |[x—a| <01 = |f(z)— fla) <e

Ve>0302>0: |z—a|l <d=|g(x) —gla)] <e.

Escolhamos £, > 0 tais que

0<5<M e ¢ =min{d(g),d2(e)}.

Temos entao que:
[z —al <d=|f(z) - fla) <e e [g(z)—gla)| <e
() > fla) —e e g(z) <g(a)+e
() —g(x) > (fa) =€) — (9(a) +¢)
= f(x) —g(x) > f(a) — g(a) — 2e > 2e — 2 =0,

= f
= f

onde a ultima desigualdade é consequéncia da escolha feita para e. O

Coroldrio 0.72. Se f : D C R — R ¢ uma fungdo continua num ponto a € D com f(a) > 0,
entdo existe 6 > 0 tal que f(x) > 0 para qualquer x € Vs(a) N D.

Dem. Basta usar o Teorema 0.71 com g(z) =0, Vo € D. O

Teorema 0.73. Se f: D C R — R ¢ uma fun¢do continua num ponto a € D, entdo existe 6 > 0
tal que f € limitada em Vs(a) N D.

Dem. Exercicio. O

Propriedades Globais das Fungoes Continuas.

Nas ultimas secgoes vimos que, quando uma func¢ao é continua num ponto a, podemos obter
informagao sobre o comportamento local da fungéo, i.e., numa vizinhanga de a. Vamos agora ver
que, quando uma fun¢ao é continua num intervalo [a, b], entdo podemos obter informacao sobre o
comportamento global da fungao, i.e., em todo o intervalo [a, b].

Vamos comegar por enunciar trés resultados muito importantes, e depois deduzir algumas con-
sequéncias. A demonstracao destes resultados sé serd feita no fim deste capitulo.

Teorema 0.74. (Teorema do Valor Intermédio ou de Bolzano) Seja f uma fung¢do continua num
intervalo limitado e fechado [a,b], tal que f(a) # f(b). Entdo, para qualquer valor o € R entre
fla) e f(b), existe um ponto c € |a,b] tal que f(c) = a.

Este resultado afirma que uma funcao continua f num intervalo [a, b] assume todos os valores
entre f(a) e f(b). Geometricamente, isto significa que o grafico de f intersecta a recta horizontal
y = «a sempre que « esteja entre f(a) e f(b), como se ilustra na seguinte figura.

Teorema 0.75. Se f é uma fungdo continua num intervalo limitado e fechado [a,b], entdo f
¢ limitada nesse intervalo, i.e., o contradominio f ([a,b]) € um conjunto limitado ou, de forma
equivalente, existe M > 0 tal que |f(z)| < M para qualquer = € [a, b].
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F1GURrA 17. O Teorema de Bolzano garante a existéncia de um ponto cuja imagem
é igual a 3.

Ficura 18. O grafico de uma fungao continua entre duas rectas horizontais.

Geometricamente, este resultado diz que o grafico de f estd entre duas rectas horizontais, como
na seguinte figura.
Para enunciar o terceiro e 1iltimo resultado fundamental, vamos introduzir a seguinte notacao:

Definigao 0.76. Seja f : D C R — R uma fungdo. Diremos que f tem mdzimo (resp. minimo) no
conjunto D se existir um ponto ¢ € D tal que f(z) < f(¢), Vz € D (resp. f(z) > f(c), Va € D).
Neste caso, ¢ diz-se ponto de mdzimo (resp. ponto de minimo) de f em D, e f(c) diz-se o mdzimo
(resp. minimo) de f em D.

Teorema 0.77. (Teorema de Weierstrass) Se [ é uma fun¢do continua num intervalo limitado e
fechado [a,b], entao f tem mdximo e minimo nesse intervalo.

A figura seguinte ilustra este resultado:

6

5 \

Ficura 19. O Teorema de Weierstrass garante a existéncia de méximo e minimo.

Notem que, para qualquer um destes resultados ser valido, a funcao f tem de ser continua
em todos os pontos do intervalo [a,b]. Basta a continuidade falhar nalgum ponto para um destes
resultados deixar de ser valido, como se ilustra nos exemplos seguintes:
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Exemplo 0.78. Se restringirmos a funcdo de Heaviside H : R — R ao intervalo [—1, 1]:

H(z) = 0, se—-1<z<0,
)1, se0<az<1,

)

obtemos uma fungdo que é continua excepto na origem. Temos que f(—1) =0e f(1) =1, mas a
funcao nao assume quaisquer valores « entre 0 e 1, falhando portanto as conclusoes do Teorema
do Valor Intermédio. Notem que esta fungao é limitada e tem méximo e minimo.

Exemplo 0.79. Consideremos a fungao

fx) =

0, sex=0.

{;, se x # 0,

Esta fungao é continua em todos os pontos do intervalo [0,1] excepto em z = 0. Por outro
lado, f nao é limitada neste intervalo, falhando as conclusoes do Teorema 0.75 e do Teorema de
Weierstrass.

Este exemplo também mostra que nas hipdstese do Teorema 0.75 e do Teorema de Weierstrass
nao podemos substituir o intervalo fechado [a, b] pelo intervalo aberto |a, b.

Exemplos de Aplicagoes dos Teoremas Globais. Vejamos agora algumas consequéncias e
aplicacoes destes teoremas globais. O Teorema de Bolzano tem o seguinte coroldrio imediato:

Corolario 0.80. Seja f uma fungao continua num intervalo [a,b] C D, tal que f(a) - f(b) < 0.
Entdo existe um ponto ¢ € |a, b tal que f(c) =0.
Exemplo 0.81. Vejamos como este corolario do Teorema de Bolzano pode ser usado para mostrar
que qualquer polindémio do terceiro grau, p: R — R dado por

p(z)=as- 2> +ay- 2> +a; -2 +ap, Vo €R,com ag # 0,

tem pelo menos um zero em R, i.e., existe pelo menos um ponto ¢ € R tal que p(c) = 0.
De facto, supondo sem perda de generalidade que a3 > 0, temos que

a a a
lim p(z) = lim 2°- (a3+—2+—;+7g) = (—00)? a3 = —o0,
enquanto que
i = 1 3 @2 @ @) _ S
i p@) = i o a4 S T 4 5) = (o)t = oo,

Logo, existem a € R~ e b € RT tais que p(a) < 0 e p(b) > 0, pelo que o Coroldrio 0.80 do Teorema
de Bolzano garante a existéncia de um ponto ¢ € |a, b] tal que p(c) = 0.

Nota 0.82. O resultado do Exemplo 0.81 generaliza-se facilmente para qualquer polinémio de
grau fmpar, mas nao para qualquer polinémio de grau par. Por exemplo, o polinémio de segundo
grau p : R — R, definido por p(z) = 2% + 1 ndo tem zeros em R. Recordem que a necessidade de
encontrar zeros para este polinémio (i.e., solugdes para a equagao z2+1 = 0) é uma das motivagoes
para a introdugao e construcao do corpo dos nimeros complexos C.

Ainda assim, podemo-nos perguntar o que é que os teoremas fundamentais acima nos permitem
dizer sobre as solucbes de equacgoes polindmiais de grau par. De facto eles permitem-nos, por
exemplo, resolver uma questao que ja discutimos anteriormente:

Teorema 0.83. Para todo o a > 0 a equacdo:

% = a,

tem uma solugdo positiva. Serd naturalmente designada por \/«.

Dem. J4 sabemos que uma funcdo polinomial é continua, logo f(z) = x? é continua. Dado

a > 0, existe um real b > 0 tal que f(b) > a: se a > 1 podemos tomar b = «; se a = 1
podemos tomar qualquer b > 1; se a < 1 podemos tomar b = 1. Assim, a fungao f : [0,b] — R
satisfaz f(0) < a < f(b), e pelo Teorema de Bolzano concluimos que existe x € ]0,b[ tal que
flz) =2%=a. O
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Exercicio 0.84. Use um raciocinio analogo ao da demonstragao do Teorema 0.83 para mostrar
que, para qualquer n € N, existem:

%/a € R, Va € RT, e o e R, Va €R.

Dem. do Teorema de Bolzano. Vamos supdr que f(a) < f(b) (o caso f(a) > f(b) é inteiramente
andlogo) e fixemos um nimero real a € R tal que f(a) < a < f(b). Um ntimero ¢ €]a, b[ que é
candidato natural a soluc¢do de f(c) = a é o supremo do conjunto

C={x€lab]: f(z) <a}l

Pelo principio do supremo, uma vez que C é nao vazio, ja que a € C, e majorado, ja que b é
majorante, sabemos que existe ¢ = sup C' < b. Para provar que f(c) = «, provamos separadamente
que nédo pode ocorrer f(c) > o nem f(c) < a.
e Suponha-se, por absurdo, que f(c¢) > a. A funcido g(z) = f(x)—a é continua em c e satisfaz
g(c) > 0. Pelo Coroldrio 0.72, existe 6 > 0 tal que g(x) > 0 para todo o x € Jc — d,¢+ 4.
Isto significa que f(x) > « para todo o z € Jc — 8, ¢+ d[, pelo que CNJc—d,c+ 5[ =0 o
que contradiz a propriedade do supremo dada pela Proposicao 77
e Suponha-se, por absurdo, que f(c¢) < «. A funcdo g(x) = a — f(x) é continua em ¢
e satisfaz g(c) > 0 logo, pelo Corolario 0.72, existe ¢ > ¢ * tal que g(c/) > 0, ou seja
f(¢) < a. Isto significa que ¢ < ¢’ e ¢ € C. Logo ¢ nao poderia ser majorante de C, o
que contradiz o facto de ¢ = sup C.

Assim, ¢ € [a,b] e f(c) = a, como querfamos demonstrar. Notem que, de facto, ¢ €]a,b[ pois
f(e) =a# f(a), f(D). U

Dem. do Teorema 0.75. De forma anédloga a demonstragao do Teorema de Bolzano, introduzimos
o conjunto:

C={z €a,b]: f élimitada em [a,z]}.
Claramente este conjunto é nao-vazio pois contém a. Por outro lado, C' é um conjunto majorado
por b. Pelo Principio do Supremo temos que existe o = sup C'. Vejamos que, de facto, b = a:

e a > a. Como f é continua em a, pelo Teorema 0.73, existe § > 0 tal que f é limitada em
[a,a + §). Portanto, f é limitada em [a,a + 6/2] donde o > a + /2 > a.

e o = b. Suponhamos, por absurdo, que a < a < b. Como f é continua em « € |a, b|, pelo
Teorema 0.73 concluimos que existe § > 0 tal que f é limitada em Ja — §,a« + 6[. Mas
entdo f é limitada em [a, @ — d] e em Jao — §, a + 0], logo é limitada em [a,  + /2], 0 que
contradiz o facto de que a é o supremo de C.

Assim, temos que b = sup C' e portanto f é limitada em qualquer intervalo [a,z] com x < b.

Isto ndo mostra ainda que f é limitada em [a, b], porque ainda néo sabemos se b = sup C € C,
i.e. se b =maxC. Mas basta agora observar que f é continua em b, logo pelo Teorema (.73, existe
d > 0 tal que f é limitada em (b — 4,b]. Se f é limitada em [a,b — §] e em (b — &,b] entdo f é
limitada em [a, b], como pretendiamos mostrar. O

Dem. do Teorema de Weierstrass. Vamos mostrar que f tem méximo. A demonstracdo que f
tem minimo € inteiramente andloga.
Consideremos o contradominio de f, i.e, o conjunto dos valores que f toma em [a, b]:

C={f(z):x € [a,b]}.
Este conjunto é ébviamente nao vazio e, pelo teorema anterior, é limitado. O Principio do Supremo
garante que existe M = sup C. Tudo o que temos a fazer é mostrar que M € C, pois isso significa
que existe ¢ € [a, b] tal que f(c) = M > f(z) para todo o z € [a, b].
Suponha-se, por absurdo, que M # f(c) para todo o ¢ € [a,b]. Entao podemos definir a fungao
g : [a,b] = R por:
1

g(z) = m

3Também sai do Corolério 0.72 que ¢ < b, ja que sendo f(b) > a, haverd uma vizinhanga de b onde f(z) > a,
logo b # sup C.



CALCULO DIFERENCIAL E INTEGRAL I 29

Esta fungao é continua, pois é a composta de fungoes continuas e o denominador nao se anula.
Pela propriedade do supremo M = sup C dada pela Proposicdo 7?7, temos que para todo o ¢ > 0
existe x € [a,b] tal que f(x) > M — ¢, ou seja,
1 1
T)= — > —.
9(z) = 57— @) e
Isto mostra que g ndo é limitada em [a, b], o que contradiz o Teorema 0.75 que mostramos anteri-
ormente. (]

Material Extra: Contradominios de fungoes continuas em intervalos e continuidade
da funcao inversa. Uma das aplicacoes importantes do Teorema de Bolzano é permitir-nos
caracterizar contradominios de fungoes continuas. De facto, notem que este resultado pode ser
escrito na forma seguinte: se I for um intervalo qualquer com f continua em I, e a,b € I com
f(a) < f(b) (por exemplo), entdo, escrevendo f(I) = {f(z): x € I}, temos

[f(a), fB)] C f([a,b]) C f(I)
ou seja, se f(a), f(b) € f(I), e f(a) < a < f(b), entdao a € f(I) ou seja , f(I) é um intervalo.
(Um subconjunto A C R é um intervalo < se z,y € A, com z < y, entdo para qualquer z tal
que x < z < y tem-se z € A.)

Corolario 0.85. Funcoes continuas transformam intervalos em intervalos, ou seja, se o dominio
é um intervalo I, também a imagem f(I) serd um intervalo.

Em geral, temos sempre que f(I) é um intervalo de extremos r e s,
Jrs[C f(I) C[r,s]
em que s = sup{f(z) : x € I} =sup f(I) e r = inf{f(x) : € I} = inf f(I) em R. O intervalo
serd fechado ou aberto nos extremos dependendo de f ter maximo ou minimo em I. Usando agora
o Teorema de Weierstrass, temos também o seguinte:

Corolario 0.86. Se f ¢ continua em I = [a,b], intervalo limitado e fechado, entao f(I) também
€ um intervalo limitado e fechado.

(Os intervalos limitados e fechados dizem-se compactos e tém propriedades importantes.) Uma
consequéncia de f continua num intervalo I entdo f(I) é também um intervalo, dd-nos a conti-
nuidade da fun¢ao inversa , que vimos no Teorema 0.61 (vejam também o Exemplo 0.44). E facil
ver que esta propriedade ndo é exclusiva das fungoes continuas: podemos ter f(I) intervalo sem
que f seja continua, por exemplo,

f(a:):sené,ac;éOef(O):O,ouf(x):ac—i—l,xSO, fx)=z,2>0.

Mas se f é monotona, temos um critério de continuidade. Isso depende da seguinte propriedade
das fungbes mondtonas que deixamos como exercicio.

Exercicio 0.87. Se f : D — R é monétona, existem f(a™) e f(a~) em R para qualquer a € D.
(Sug. f(a™) =sup{f(z): 2z <a,x € D}.)

Teorema 0.88. Se f ¢ estritamente mondtona em I e f(I) é um intervalo, entao f é continua
em I.

Demonstragao. Seja a € I, (assumimos a no interior de I, se for um dos extremos prova-se da
mesma forma a continuidade lateral). Assumindo f crescente (para decrescente é andlogo) temos
fla™) < f(a) < f(a™) e também f(z) < f(a™), se © < a, f(z) > f(at), se z > a. Se fosse
f(a™) # f(a), entao |f(a), f(a™)[ ndo estaria na imagem de f e f(I) nao seria um intervalo. O
mesmo se conclui se f(a™) # f(a). Logo f(a™) = f(a) = f(a™) e f é continua em a. O

Daqui sai:

Demonstracao da Continuidade da Funcdo Inversa. f injectiva e continua num intervalo I = f
é estritamente monétona e f~! também serd. Como f~!(J) = I é um intervalo, conclui-se do
resultado anterior que f~! é continua. O
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Material Extra: Equivaléncia entre as defini¢coes de limite segundo Heine e segundo
Cauchy. Tal como observamos no inicio do capitulo, no Ensino Secundério a nogdo de limite
aprendida foi aquela segundo Heine — recorde-se (5). Nesta cadeira aprofunddmos uma outra nogao
de limite segundo Cauchy (Definigao 0.27). Mostramos de seguida que as nogoes sdo equivalentes.
Antes disso, é util recordar a definigdo de uma sucessao (x,,) convergir para a € R: diz-se que
Ty — a se
V6 >03peN: n>p = |z, —a| <9,
ou seja, dado § > 0 existe uma ordem p a partir da qual |z, — a|] < 4.

Teorema 0.89 (Equivaléncia das defini¢ées de limite para a,b € R). Seja f : D — R, a um ponto
aderente a D, e b € R. Temos

defini¢cao no sentido de Cauchy < defini¢cao no sentido de Heine.
Demonstragio. (Cauchy = Heine): se lim,_,, f(z) = b no sentido de Cauchy e z,, — a, dado
€ >0,sejam § >0 e p € N tais que
o |lz—a|l<d=|f(z)—-b <¢g
en>p= |z, —al <.
Em conclusao, dado € > 0 arranjdmos uma ordem p tal que para n > p temos |f(z,) — b| < &
conclui-se assim que f(a,) — b.

Reciprocamente, vemos que (Nao Cauchy = Nao Heine): se lim,_,, f(x) # b segundo Cauchy,
existe € > 0 tal que para qualquer 6 > 0 encontramos x com |z —a| < d e |f(x) —b| > . Tomamos
d=1/nex=ux, e temos

1
|z, —al|<——=0 e |f(zn)—0b>¢, VneEN,
n
ou seja construimos uma sucessao (z,) tal que
Tn—a e f(x,)»Db

o que implica que lim,_,, f(x) # b segundo Heine. O
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