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1. CALcULO DIFERENCIAL

Derivada de Uma Fung¢ao num Ponto. A nocao de derivada é a primeira das duas nogoes
fundamentais do Calculo que vamos estudar. A outra é a nocao de integral que serd estudada
mais tarde.

A nocéo de derivada de uma funcao pode ser motivada das mais variadas formas. Por exemplo,
a origem do conceito de derivada esta ligada a Fisica e alguns dos resultados que vamos estudar
tem interpretacoes fisicas imediatas, recorrendo a conceitos como o de velocidade e aceleracao.
No entanto, preferimos recorrer a um problema geométrico simples, que permite mostrar que a
derivada é de facto um conceito matematico preciso e importante em muitas aplicagoes.

A questdo que colocamos é a seguinte: Dada uma funcdo f : D C R — R, que num ponto
a € D tem o valor f(a) € R, qual a recta do plano R? que melhor aproxima o grafico de f num
vizinhanca do ponto (a, f(a))? A resposta a esta questdo é, naturalmente, a recta tangente ao
grafico de f no ponto (a, f(a)). Surge entdo o problema de saber como calcular a equagao dessa
recta tangente.

Denotando por (x,y) as coordenadas de um ponto arbitrario do plano R?, a equacio de qualquer
recta nao vertical que passe no ponto (a, f(a)) é dada por

(y = fla)) =m-(z —a),

onde m € R é arbitrario e representa o declive da recta determinada pela equagao. A resolucao
do nosso problema passa pois por calcular o declive da recta tangente ao grdfico de uma funcao f
num ponto (a, f(a)).

Esse calculo pode ser feito com base na nogao de limite. De facto, a recta tangente ao grafico de
uma fungdo f num ponto (a, f(a)) pode ser obtida como o “limite” de rectas secantes ao mesmo
grafico, como ilustra a Figura 1.

FIGURA 1. A recta tangente como limite de rectas secantes.

Assim, para cada h € R suficientemente pequeno, podemos considerar a tnica recta do plano
que passa nos pontos (a, f(a)) e (a + h, f(a + h)). E uma recta secante ao grafico de f e o seu
declive é dado por

fla+h)— f(a)
" .
Quando h — 0, as correspondentes rectas secantes “tendem” para a recta tangente ao gréafico de
f no ponto (a, f(a)), pelo que é natural considerar que o declive desta dltima é dado pelo limite
dos declives das rectas secantes:

o PO = F(@) o f @)~ fla).

h—0 h r—a Tr—a
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onde a igualdade é consequéncia da mudanca de variavel h = z — a < = = a + h. Somos assim
levados a colocar a seguinte definicao formal:

Definigao 1.1. Seja f: D C R — R uma funcao e a € D um ponto do seu dominio. Diremos que
f € diferencidvel no ponto a € D com derivada f'(a) se existir em R o limite

i 1) = (@)

T—a Tr—a

f'(a) =

Antes ainda de vermos alguns exemplos, fazemos trés comentarios a esta definigao:

O primeiro comentério é que a notacao para a derivada, f’(a), sugere que devemos pensar na
derivada como uma funcao. De facto assim é: a cada a em que o limite na Definicao 1.1 existe
associamos o ndmero real f’'(a). Assim, o dominio Dy da func@o derivada é um subconjunto do
dominio de f.

O segundo comentdrio tem que ver com a interpretagao fisica de derivada. Se x(t) representa a
posicao de um objecto em movimento no instante de tempo ¢ ao longo de uma reta, entao a razao:

x(t+ h) — x(t)
h

representa a “velocidade média” do objecto no intervalo de tempo [¢,t + h]. Podemos pois pensar

na derivada
2'(t) = lim ot +h) —alt)
h—0
como a velocidade instantanea do objecto no instante ¢. Assim, podemos dizer que a velocidade
instantanea do objecto é a taxa de variagao da posicao.

Notem, ainda, que a nogao de taxa de variagao faz sentido em qualquer situagao em que uma
quantidade varia. E por isso que a nogao de derivada é tao importante quer em Matematica quer
nas aplicagoes.

O terceiro comentario é que, embora tenha sido a nogao geométrica intuitiva de recta tangente a
motivar a Definicao 1.1 de derivada de uma fungao, nés ainda nao temos uma definigao matematica
precisa de recta tangente. Mas podemos agora usar a nogao de derivada para dar uma defini¢ao
precisa:

Definigao 1.2. Seja f : D C R — R uma funcéo diferencidvel num ponto a € D. A recta tangente
ao grdfico de f no ponto (a, f(a)) é a recta definida no plano pela equacao

(1) (y = fla)) = f(a) (x —a).
f@) =~ fla)

Estamos a aproximar f’(a) por

f(z) = f(a)

Tr—a

, € 0 erro nessa aproximacgao é dado por

— f'(a) = 0, z — a.

Rescrevendo, temos

f(z) = f(a)

xr—a

f(x) = f(a)+ f'(a)(x — a) + Ra(x), para R,(z) = ( — f’(a)) (x — a).
Note-se que R,(x) — 0 quando = — a; na verdade, vai mais depressa para 0 do que o polinémio
de grau 1 dado por = — a, ja que:
lim La(x) —
T—a T — Q

Neste sentido, podemos escrever
f(x)~ f(a)+ f'(a)(x —a) quando =z — a.
Intuitivamente, uma funcao é diferenciavel em a se, “perto” de a, for aproximadamente linear.

Ao acto de subtituir f(z) por f(a)+ f'(a)(x — a) chama-se lineariza¢cdo (perto de a), e
é algo que farao em muitas outras cadeiras aplicadas do curso!
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Exemplos.
Exemplo 1.3. Seja f: R — R a funcao definida por
fl@)=azx+ 6, Vz eR,

onde a, 8 € R s@o constantes. Temos entao que, para qualquer a € R,

f@) = @) _ (ot B) ~ (aa+p)

f'(a) = lim ==— —
T—a €T a r—a X a
i 29

T—=a T —a

Concluimos assim que
(2) flx)=az+B,VzeR= f'(z)=a, Vz eR.
Exemplo 1.4. Seja f: R — R a funcao definida por
f(x) =sen(z), Vz € R.

sena —senb = 2sen (a;b) cos <a—2|—b> , Va,be R,

Usando

temos entao que, para qualquer xz € R,

flx+h)— f(x) sen(z + h) — sen(x)

/ . .
x) = lim = lim
f( ) h—0 h h—0 h
_ 2sen (&) cos (221)
= lim
h—0 h
h
sen (= h
= lim # - CoS (x—i—)
h—0 5 2
=cosz,
onde a tltima igualdade usa o limite notdvel lim, o *-* = 1 e o facto do cosseno ser uma fungao

continua.
Concluimos assim que a derivada da funcdo f(z) = senz existe em todos os pontos € R e
que a fungdo derivada é a fungdo f/(z) = cosz.

Exercicio 1.5. Mostre que a derivada da fungdo g(x) = cosx existe em todos os pontos x € R e
que a fungéo derivada é a fungéo ¢'(z) = —senuz.

Exemplo 1.6. Seja f: R — R a funcao definida por
flz)=¢€", Yz eR.

Temos entao que, para qualquer x € R,

von o @t h) = flm) o emth—er
) = Jim h =i
1 ezehfexil, - el —1
e R e
— % i eh_l_m
B =

onde a ultima igualdade usa o limite notavel lim,_q e$;1 =1.

Concluimos assim que a derivada da funcao f(x) = e* existe em todos os pontos z € R e que
a funcdo derivada é ela prépria: f'(x) = e*.
Exemplo 1.7. Seja f: RT — R a funcao definida por

f(x)=Inz, Vo € R,



CALCULO DIFERENCIAL E INTEGRAL I 5

Temos entdo que, para qualquer z € RT,

Cf@m) - f@) . W@tk -h@) WY 1 (k)
! _ _ €T T
f(z) = lim h = fim, h R — res0 B

Considerando a mudanca de varidvel
h

y=—, emque h—0&y—0,
x

temos entao que
1 In(1+2) 1 In(1 1
f(z) = - lim btg) 1y, ml+y =
xr x—0 L T y—0 Yy x
onde na tltima igualdade usdmos novamente o limite notdvel lim,_,q ln“;z) =1.

Concluimos assim que a derivada da fungao f(z) = Inz existe em todos os pontos z € RT e

que a fungdo derivada é f'(z) = L.

Uma outra notagao para derivada é a notacdao de Leibniz:
df d
YL ),
der dz

Por exemplo, nesta notagao, temos as seguintes derivadas:

i(omc—i—ﬂ) =a (zeR)

dx

7 Sena = cosz (x € R); o CosT = —senz (x € R);
d 1 d

gz =- R*); Lt R);

Ty = (x € RT); e =e (x € R);

Quando a varidvel independente é o tempo, por exemplo no caso de uma fungao f(t), z(t) ou
y(t), é comum usar um ponto por cima da fungio para representar uma derivada:

F(), (1), 9(t).
Derivadas Laterais.

Definicao 1.8. Sejam f: D C R — R uma funcao e a € D um ponto do seu dominio. Diremos
que:
(i) f tem derivada lateral & direita em a se existir o limite em R:

. @)~ fla)
! _ .
fala) = zllgl+ xr—a
(ii) f tem derivada lateral ¢ esquerda em a se existir o limite em R:
@) = f(a)
! — 1 JNT) SN
fe(a) voa-  T—a

Teorema 1.9. Sejam f: D C R — R uma fungdo e a € D um ponto do seu dominio. A funcdo
f € diferencidvel no ponto a sse f tem derivadas laterais iguais nesse ponto. Nesse caso, tem-se
naturalmente que fl(a) = f'(a) = fj(a).

Dem. Exercicio simples. O

Exemplo 1.10. A fungao médulo, f : R — R definida por

fx) = |z] = {

cujo gréafico estd representado na Figura 2, tem derivadas laterais no ponto zero mas nao é dife-
renciavel nesse ponto.
De facto,

-z, sex <0,
x, se x > 0,
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— f(0) x—0
(0) = 1 M = | =1.
0=l == =
Logo f.(0) = —1 # 1 = f}(0), pelo que a funcao médulo nao ¢ diferencidvel no ponto zero.

Exemplo 1.11. f(z) = /z em a = 0: neste caso a derivada & esquerda nao estd definida e &

direita temos
—+/0 1
f7(0) = lim M = lim ~— = lim — = 4o0.

z—0+t x—0 z—0t+ T z—0+ /T

Como o limite ndo existe em R, f nao é diferencidvel em 0. Verifique que também a fungido ¥z
nao é diferencidvel em a = 0.

Exemplo 1.12. Funcao de Heaviside (Exemplo ??) em z = 0:

H —H 1-1
Hy0) = tim PO ZHO 12U 02,
z—0+ z—0 =0t X z—0+
H(x)— H(0 -1
H!(0) = lim H@) = HO) _ lim — = +o0
z—0— z—0 z—0- X

Logo, H nao é diferenciavel em 0. Notem que

H(0) # lim H'(z) =0,
x—0~

jd que H'(z) =0, z # 0.

Diferenciabilidade e Continuidade. Deve ser claro que uma funcdo que possui derivada é
“mais bem comportada’” que uma funcao que é apenas continua. Esta ideia é tornada precisa
pelo:

Teorema 1.13. Se f: D C R — R € diferencidvel num ponto a € D entao f € continua em a.

Dem. Considermos a fungao p : D\ {a} — R definida por
f(z) — fla
= 1) = f@)

T—a
Como f é por hipdtese diferenciavel no ponto a € D, sabemos que

lim p(x) = f'(a) € R

, Yz eD\{a}.

Por outro lado,

plz) =

Temos entao que

f(z) = f(a)

Tr—a

& f(z) = fla) + (z —a)-p(z), Vo e D\{a}.

lim f(x) = f(a) + lim (¢ — a) - p(a)

= fla)+0- f'(a) = f(a),

pelo que f é continua em a € D. O
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Nota 1.14. O Teorema 1.13 diz-nos que

f diferencidvel em a = f continua em a.
A afirmagao reciproca nao é verdadeira, i.e.

f continua em a # f diferencidvel em a.

Por exemplo, a fun¢do médulo do Exemplo 1.10 é continua no ponto zero mas nao é diferencidvel
nesse ponto.
Por outro lado, o Teorema 1.13 é equivalente a afirmar que

f nao é continua em a = f nao é diferenciavel em a.

Por exemplo, a fungdo de Heaviside ndo é continua no ponto zero (Exemplo ?7?) pelo que também
nao é diferencidvel nesse ponto (note-se que nestes casos nao é preciso calcular derivadas laterais
como fizemos anteriormente).

Regras Algébricas de Derivacgao.

Teorema 1.15. Sejam f: Df CR =+ R eg: Dy, CR — R funcoes diferencidveis num ponto
a € DyN Dy. Seja ainda ¢ € R uma constante. Entao, as funcéesc- f, f£g, f-g e f/g (se
g(a) # 0) também sao diferencidveis no ponto a, sendo as suas derivadas dadas por:

(c- f)(a)=c- f'(a)
(f£9)(a) = f'(a) £ 4'(a)
(f-9)(a) = f'(a)-g(a) + f(a)- ¢ (a) (Regra de Leibniz)

NP s~ f(@) - a)
(g> (a)= @)

Nota 1.16. As duas primeiras regras algébricas de derivagao enunciadas neste teorema dizem-nos
que a derivagao é uma operagao linear.

Dem. Provaremos apenas a Regra de Leibniz:

(- 9)(a) = tim L9 @ D) = ([ -9)(a)

h—0 h

o fat ) glath) — f(a) -ga)

T h—0 h

— lim fla+h)-gla+h)— f(a)-gla+h)+ f(a)-gla+h) — f(a) - g(a)
h—0 h

i (sta 0y SOED =IO gy sloe ) =gle))

— (1 (fla+h) — fla) 9
= (fimato-+ ) - LEEGEHE o) i 225

=g(a)- f'(a) + f(a) - ¢'(a),

onde na ultima igualdade se usou naturalmente o facto de f e g serem diferencidveis em a, bem
como o facto de g ser também continua em a (Teorema 1.13). g

Exemplo 1.17. Para qualquer n € N, mostremos pelo método de inducao que a fungéo f(x) = 2™
possui derivada em todos os z € R e que a sua fungao derivada é: f'(z) = nz" 1
e Paran =1 temos (x!) =2’ =1 (é um caso particular do Exemplo 1.3).
e Supondo agora que (z") = na"~! para algum n € N, queremos provar que (z"*1)" =
(n+ 1)z™. Ora isso é verdade, ji que:

(2"t = (2" -2) = (") -z + 2" () =nz" 'zt a2 1 =na" + 2" = (n+ 1)z" T,

onde na segunda igualdade usdmos a férmula para a derivada do produto, e na terceira
igualdade usdamos a hipétese de indugao.
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Exemplo 1.18. E possivel mostrar que, para qualquer expoente « € R, a fungao f(z) = = possui
derivada em todos os ponto x € R e que a sua funcio derivada é f/(x) = az®~!. Voltaremos a
este ponto apos revermos a derivagao da fungao composta.

Exemplo 1.19. As fungoes seno hiperbdlico e cosseno hiperbdlico sao definidas por

r _ ,—x T —x
senh x = % e coshz = %, Ve eR (cf. Exemplo 77).

Usando a derivada da funcéo exponencial (Exemplo 1.6) e a férmula do Teorema 1.15 para a
derivada do quociente, temos que
ey (LY e ey e
eT (em)Q e2z :
Usando também a linearidade da derivagdo, especificada pelas duas primeiras regras algébricas

do Teorema 1.15, obtemos o seguinte resultado para as derivadas das fungoes seno hiperbdlico e
cosseno hiperbélico:

x_ —x\' x —x

(3) (senhz) = (e 28 ) _cte cosh x;
x —z\/ A

(4) (coshz) = (e _;e ) S 26 =senhx.

Exemplo 1.20. Seja f: D C R — R a funcao tangente, i.e. definida por

"ML W2 € D= Dy (ct. Exemplo ??).

f(z) =tanz =
cos

Usando a férmula do Teorema 1.15 para a derivada do quociente, podemos calcular a derivada
desta fungdo tangente num qualquer ponto x € Dy,, da seguinte forma:
senx)/

t ’:(
(anx) COS T

_ (senz) -cosxz —senx - (cosx)

(cos)?(z)

cosx - cosx —senx - (—senx)

cos? x
cos? z + sen’x 1

cos? x cos?2z’

onde se usaram as derivadas das fungoes seno e cosseno (Exemplo 1.4 e Exercicio 1.5), bem como
a relagdo fundamental (??) entre o seno e o cosseno.
Concluimos assim que

d 1
(5) %tanxzm, VZ'GDtan.

Note-se que, definindo a funcao secante como sendo secx = , vem

OS Xx

— tanz = sec? z.

dx

Refira-se que a func@o cossecante é definida como sendo cscx =

1
= —csc’ .

senx’

Exercicio 1.21. Mostre que (cot )" = ———
sen? x

Derivada de Fungoes Compostas.

Teorema 1.22. Sejam g : Dy C R — R uma funcdo diferencidvel num ponto a € Dy e f: Dy C
R — R uma funcdo diferencidvel no ponto b = g(a) € Dy. Entao, a funcdo composta (f o g) é
diferencidvel no ponto a € Dyoq €

(fog)(a) =f'(b)-g'(a) = f'(g(a)) - g'(a).


https://pt.wikipedia.org/wiki/Secante_(trigonometria)
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Dem. Vamos assumir que existe § > 0 tal que, para qualquer h € |—4,6[ com (a+h) € Dy, tem-se
gla+ h) # g(a). Caso contrario, prova-se facilmente que ¢'(a) =0 = (f o g)'(a) (exercicio), o que
confirma a validade do teorema.

Usando a defini¢ao de derivada, temos entao que:

(f o g)(a) = tim L29@+ M) = (fo9)(e)

h—0 h
_ i L@t h) — flg(a)

h—0 h
i Ulglat 1) — f(9(@))) - (glath) — g(a)) ) a
= }ll_>0 h-(g(a+h)—g(a)) (g(a + h) # g(a))
_ i LW+ D) = (@), glath) = gla)
ho gla+h) —g(a) h—0 h .

Como g é por hipdtese diferencidavel em a, temos que

h—0 h
Por outro lado, considerando a mudanca de varidvel y = g(a + h), em que h - 0=y — g(a) = b
(porque, pelo Teorema 1.13, g é continua em a), e usando o Teorema ?7? referente ao limite de
uma funcao composta, temos também que
o Ftath) = flgla)) _ . Fly) — f(b)

:1 = /b
ey gla+h)—g(a) b y—2> 7,

onde se usou, na ultima igualdade, o facto de f ser por hipétese diferencidvel no ponto b = g(a).
Podemos entao concluir que:

/ . _gla+h) —g(a)
(fog)(a) = %15)% gla+h)—gla) }lbll}r%) - h

O

Exemplo 1.23. Estamos por fim em condigbes de mostrar o resultado enunciado no Exemplo 1.18.
Dado a € R e x > 0, observe-se que

xa — ealnr _ f Og(l‘), para g(q;) = ah’ll‘ € f(.]?) = ez.

Como f'(x) =e” e ¢g'(x) = £, vem entdo:
a

(@) = f(9(@) - g'(2) = e = az~L.

Exemplo 1.24. Seja g : D C R — R™ uma funcao positiva e, dado a € R, consideremos a fungio
g% : D C R — RT definida por (¢%)(z) = g(x)®, Yz € D. Observando que g% = (f o g), com
f:RT — RT definida por f(y) = y*, Yy € RT, podemos usar o Teorema 1.22 e o resultado
do Exemplo 1.23 para concluir que, se g é diferencidvel num ponto a € D, entao g também é
diferencidvel nesse ponto a e

(9°)(a) = (fog)(a) = f(g(a)) - ¢'(a)
= (™) ly=g(a) - 9'(a)
=ag(a)* - g'(a).
Ou seja:
g ) = gl L (o),

Exemplo 1.25. Quando o expoente « do exemplo anterior é um nimero inteiro, nao é necessario
que a funcao g seja positiva para a validade do resultado. Na realidade, para qualquer n € Z e
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qualquer funcao g : D C R — R, diferenciavel num ponto a € D, a funcao ¢" : D C R - R
também ¢é diferencidvel nesse ponto a € D e

(© L9 @) =gl £ g(a).

Por exemplo, temos que:

e sen’(x) = 5 sen’(z) cos(z).

Exercicio 1.26. Mostre que (a®)’ = (Ina)a® e que (log,r)’ = —L

zlna

(a,z > 0).

Nota 1.27. Na notacao de Leibniz a regra da fungdo composta pode ser escrita na forma:
d d d
—f(g(x)) = - f(y) - ——g(x).
dx dy y=g(x) dx
Muitas vezes esta férmula é expressa na seguinte forma abreviada: se y = g(z) e z = f(y), entao:
dz dz dy
7) Z-Z.2
de dy dx
Chama-se a isto a regra da cadeia (verao em Célculo Diferencial e Integral IT uma generalizacgao
disto para fungoes que dependem de mais do que uma varidvel).
Na forma (7) existe um certo abuso de linguagem pois, por exemplo, z no lado esquerdo significa
a fungdo composta f(g(z)) enquanto que z no lado direito significa a funcdo f(y). No entanto,
este tipo de expressao é util como ilustramos de seguida.
Suponhamos que queremos calcular a derivada da func¢ao In(z% + 1). Entdo tomamos z = Iny

e y = 22 + 1. Temos pois:
dz dz dy

1
de  dy dxr vy
No final devemos substituir y por z? + 1, obtendo:
dz 2x

dr  22+1

- (2x).

b
que ¢é o resultado correcto.

Derivada de Funcgoes Inversas.
J4 vimos em que condicdes a continuidade de f implica a continuidade de f~! (recorde-se o
Teorema ??). Vamos agora ver o que podemos concluir sobre f~! quando f é diferencidvel.

Nota 1.28. Notem que, dada uma fungao f : I C R — R continua injectiva e definida num
intervalo, se f é crescente (resp. decrescente) entdo f~! é crescente (resp. decrescente).

Teorema 1.29. Seja f : I — R uma funcdo continua e injectiva num intervalo I, e seja f=1 :
f(I) = I a sua inversa. Se f € diferencidvel num ponto a € I e f'(a) # 0, entio f~! é
diferencidvel no ponto b= f(a) e

1 1

—1\/
U=V 0= 5 = Fen
Dem. Para a prova completa deste resultado podem consultar o Teorema 4.1.9 deste livro. Aqui,
assumindo que f é diferencidvel em todo o intervalo I, com f’(x) # 0, provaremos apenas que, se
f1 é diferencidvel em f(I), o valor da sua derivada é, de facto, o especificado no enunciado do
teorema.
Usando a defini¢ao de fungao inversa e o Teorema 1.22; temos que

(fTof)@)=a= (f"of)(z)=(2)

= (Y (@) ) =1
= (FY (f() = % veel.

Fazendo z = a e b = f(a), obtemos assim o resultado pretendido. O
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Exemplo 1.30. Consideremos a funcao f(z) = 2™ e a sua inversa f~'(y) = /¥y que estao
definidas em R, para n {mpar, e em [0, +00], para n par. Concluimos do Teorema ??, que a raiz-n
¢ uma fungéo continua em todo o seu dominio. Por outro lado, temos que (Exercicio 1.17):

f'(z) =naz" 1 #0, se x #0.
Segue-se do Teorema 1.29 que f~! é diferencidvel para y # 0 e que a sua derivada é dada por:

—1y\/ _ 1
U)W = 71y

1 1

nyrnt

1
_ n
Note-se que este é um caso particular do Exemplo 1.23 (aqui para a = %)7 deduzido com recurso
a outros métodos.

Exemplo 1.31. Como a fungao sen é continua, concluimos do Teorema 7?7 que a fungao arcsen é
continua. Como sen ¢ diferenciavel e
(senz) =cosx #0, Va € |-n/2,7/2],
temos pelo Teorema 1.29 que a fungao arco seno é diferencidvel em qualquer ponto x € ]—1,1[.
Para calcular a sua derivada observamos que
1 1

(arcsenz) = (f1)(x) = 1) = cos(arcsen(z)) Vee]-1,1].

Como
cos(arcsenx) = /1 — 2%, Vo € [-1,1] (exercicio),

concluimos que:

1

8 arcsenz) = ———, Vz €]-1,1].

Exercicio 1.32. Mostre que arccos é diferencidvel em | — 1, 1[ com derivada dada por:
1

9) (arccosz)’ = — Veel]-1,1].

V1—2a2’
Exemplo 1.33. Como a tangente é uma funcao continua, a funcao arco tangente também é uma
fungao continua. Por outro lado, pela férmula (5) para a derivada da tangente, temos que

f'(x) = (tanz) = —

cos?x
Podemos entao aplicar o Teorema 1.29 para concluir que a fungao arco tangente é diferencidvel
em qualquer ponto x € R e

#0, Ve el-n/2,7/2[.

(arctanz) = (f~'(z)) = —~——— = cos’(arctanz), Vo € R.

f'(f~1(z))
Como

cos(arctanz) = ———, Vo € R (exercicio),
V1+2?

temos entao que

1
—_— R.
T2 Ve

Exemplo 1.34. A funcdo exponencial é estritamente crescente, e portanto injectiva, em todo

o seu dominio R, com contradominio R*. A sua inversa é a funcdo logaritmo. Como a funcao
exponencial é continua em R, a fungao logaritmo também é continua. Como
fll@)=(e") =e"#0, Vz R,
temos pelo Teorema 1.29 que a funcao logaritmo é diferencidvel em qualquer ponto x € RT e
1

“Yz)=Inz nz) =(f2) = ————, Vz +.
[ @)=z = (Inz) = (/" (2)) f’(f—l(a:))’v eR

(10) (arctanz) =
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Como a derivada da funcao exponencial f é a propria funcao exponencial f, temos entao que

1 1 1
(11) (Inz) = = ==, VzreR".
fUH)  ff ) =
Obtivemos assim de novo, mas com outro argumento, a expressao da derivada de Inz (recorde-se
que no Exemplo 1.7 usdmos a definigio de derivada).

Exercicio 1.35. Considere a fungao seno hiperbdlico definida no Exemplo ?7. Mostre que a sua
fungao inversa, argsenh : R — R, é tal que

d 1
argsenh(z) = In (Jc +vVa2+ 1) e @(argsenh(x)) = ma VzeR.
Exercicio 1.36. Considere a restri¢do da fungdo cosseno hiperbdlico ao intervalo [0, +oo[ (cf.
Exemplo ??). Mostre que a sua fun¢ao inversa, argcosh : [1, +oo[— [0, +00[, é tal que

d 1
argcoshz = In (a? +Va?— 1) , Ve e[l,4o00][, e d—(argcoshas) == Vo e]l, 400 .
x

2 —

Para resumir, apresenta-se de seguida uma tabela com a derivada de algumas fungoes. Na
coluna da direita, u representa uma fungao de x. Devem decorar a coluna da esquerda como se se
tratasse da tabuada! Observe-se como a coluna da direta resulta da da esquerda em combinagao
com o Teorema da Derivada da Composta.

(xoz)/ — axa—l (ua)/ _ aua—lu/
(eI)/ — el‘ (eu)/ — e’uu/
(a®) = (Ina)a” (a") = (Ina)a™u’
1 u
lnz) == Inu) = —
(Inx) . (Inw) "
1 u

[

log,x)

zlna
senhz) = coshz

senz)’ = cosx

ulna
senhu) = v - coshu

senu) = - cosu

( (
( (
(coshz)" = senhz (coshu)’ = u' - senhu
( (
( (

cosz) = —senx cosu) = —u' -senu
1 !/
(tanz) = o sec? x (tanu)" = o u' - sec?u
(cotz) = S R csc x (cotu) = — v —u' - esc?u
sen? z sen? u
1 v
(arcsen l’) = \/17_7 (arcsen 'LL) = \/17_711/2
(arccosx) = I (arccosu) = v
V1o a2 V1—u2
1 o’
tanz) = —— t "=
(arctan x) T2 (arctan u) T

Diferenciabilidade e Extremos Locais.

Definigao 1.37. Seja f : D C R — R uma funcdo e ¢ € D um ponto do seu dominio. Diremos
que f tem um mdzimo local em ¢ (resp. um minimo local em c) se existir um § > 0 tal que
f(z) < flc¢), Yo € Vs(c) N D (resp. f(x) > f(c), Va € Vs(c) N D). Diremos que f tem um
extremo local em ¢ se f tiver um méximo ou minimo locais em ¢ € D.

Teorema 1.38. Seja f uma funcdo definida num intervalo aberto I = ]a,b|, tal que f tem um
extremo local num ponto ¢ € I. Entdo, se f € diferencidvel no ponto c, tem-se f'(c) = 0.
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Dem. Suponhamos que f tem um méximo local no ponto ¢ € I = Ja,b[ (a demonstragao é
inteiramente andloga para o caso do minimo local). Sabemos entao que existe § > 0 tal que, para
x € Vs(c) =]e—6,c+ 4],

f@) < fle) & f(z) = f(c) <0.

Usando este facto, temos entao

f(x) = f(o) <0

! = lim —————= = lim =— >0
fele) = Jim === = lm =520,
enquanto
/ o fl@)—fle) <0
fd(C) azcliglJr r—cC aclig'lJr >0~ 0

Como f é por hipdtese diferencidvel no ponto ¢, podemos concluir que

0< fele) = f'(c) = fale) <0 = f'(c) =0.

Nota 1.39. O Teorema 1.38 diz-nos que

f diferencidvel e com extremo local em ¢ = f'(c) =0.
A afirmagao reciproca nao é verdadeira, i.e.

f diferenciavel e f'(c) = 0 # f tem extremo local em c.

Por exemplo, a funcao polinomial f : R — R definida por f(z) = 23, cujo grafico est4 representado
na Figura 3, é diferencidvel e tem derivada nula no ponto zero, mas nao tem um extremo local
nesse ponto.

-1 1

FIGURA 3. Gréfico da fun¢do polinomial f : R — R definida por f(z) = 23.

Um ponto ¢ onde f’(¢) = 0 chama-se ponto critico de f. Assim, resumindo a nossa discusséo,
um extremo local é também um ponto critico, mas podem existir pontos criticos que nao sao
extremos locais.

Nota 1.40. Uma fungao pode ter um extremo local num ponto sem que seja diferencidvel nesse
ponto. Por exemplo, a fungao médulo do Exemplo 1.10 tem um minimo no ponto zero mas nao é
diferencidvel nesse ponto.

Exemplo 1.41. O Teorema 1.38 fornece-nos um método para calcular o maximo e o minimo de
uma fungao continua f : [a,b] — R (recorde-se que, pelo Teorema Weierstrass, sabemos que existe
um méximo e um minimo), De facto, os pontos onde f pode ter um méximo ou minimo sao:

(1) Os pontos de Ja, b onde f nao é diferencidvel;

(2) Os pontos criticos de f em |a, b[;
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(3) Os extremos a e b.

Assim, apenas ha que determinar estes pontos e depois calcular f em cada um destes pontos para
verificar se s20 maximos ou minimos de f.

Por exemplo, seja f : [—1,2] — R a fun¢do f(z) = z° — z. Esta fungao tem derivada f'(z) =
322 — 1 para todo o = € [—1,2]. Assim, ndo existem pontos do primeiro tipo a considerar. Como
f'(x) =0 sse

3

32 -1=0 & a::ioux:fL

V3 V3’

e :I:% € ]—1, 2], estes sdo os pontos do segundo tipo a considerar. Finalmente, temos os extremos

do intervalo z = —1e x = 2.
Temos entao que calcular os valores de f em cada um destes pontos. Verifiquem que:
1 2 1 2
R :_77 —_—— :7’ —1 :0’ 2 :6.
(=55 T =g D=0 5@

Portanto, o maximo de f é 6 e ocorre em x = 2; o minimo é —% e ocorre em T =

s

Teorema de Rolle.

Teorema 1.42. (Teorema de Rolle) Seja f uma fungao definida e continua num intervalo limitado
e fechado [a,b], e diferencidvel em |a,b|. Entdo

fla) = f(b) = 3Fce€]a,b]: f'(c)=0.

FI1GURA 4. Versao geométrica do Teorema de Rolle.

Dem. Como f esta nas condigoes do Teorema 7?7 - Weierstrass, sabemos que f tem maximo e
minimo em [a, b]:

M = max e m=minf.
[a,b] f [a,b] f

Se M = m, entao f é uma fungao constante em [a,b] pelo que
f'(c)=0, Vce]a,b.
Se M > m, entao a hipétese f(a) = f(b) implica que pelo menos um dos valores M ou m seja

assumido por f num ponto ¢ € Ja,b[. Temos entdo que f tem um extremo nesse ponto ¢. Como f
é por hipdtese diferencidvel, podemos usar o Teorema 1.38 para concluir que entao f'(¢) =0. O

Corolario 1.43. Entre dois zeros de uma funcdo diferencidvel existe sempre (pelo menos) um
zero da sua derivada

Dem. Basta aplicar o Teorema 1.42 a uma funcao f, continua em [a,b] e diferencidvel em ]a, b,
tal que f(a) =0 = f(b). O

Corolario 1.44. Entre dois zeros consecutivos da derivada de uma funcdo diferencidvel, ndo pode
existir mais do que um zero da prépria funcdo.

Dem. Redugao ao absurdo + Corolério 1.43. Exercicio. O

Exemplo 1.45. Se f é duas vezes diferencidvel em R e tem 3 raizes, entdao f” tem (pelo menos)
um zero: se f(ry) = f(r2) = f(r3) = 0, com r1 < ry < r3, entdo do Teorema de Rolle vem
f'(s1) = f'(s2) = 0 para alguns sy €]ry, 73] e sa €]ra, r3[. Aplicando agora o Teorema de Rolle a
f' - que é também diferencidvel em R - temos que f” tem (pelo menos) um zero em |sy, sal.
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Exemplo 1.46. A equagdo e® = 3z tem exactamente 2 solugdes: Vemos separadamente que:

(1) tem pelo menos 2 solugoes. (Exercicio, usando o Teorema de Bolzano).
(2) tem no méaximo 2 solugoes (pelo Teorema de Rolle).

Logo tera exactamente 2 solucdes. Para ver (b): seja f(z) = e — 3z, diferencidvel em R. Temos
fl(x) =e*—3e f'(x) =0 < z =In3 tem uma s6 solugdo. Segue-se do Teorema de Rolle que f
tem no maximo dois zeros.

tal que a reta tangente é

Geometricamente, o Teorema de Rolle diz que hd um ponto ¢ €]a, b tal
(b, f(b)) (j& que assumimos

horizontal, ou seja, paralela & recta secante que passa por (a, f(a)) e

fla) = [(0)).

Teorema de Lagrange.
O préximo teorema é um dos resultados mais importantes do Calculo Diferencial, a partir do
qual se deduzem varias propriedades fundamentais.

Teorema 1.47. (Teorema de Lagrange) Seja f uma funcdo definida e continua num intervalo
limitado e fechado [a,b], e diferencidvel em ]a,b[. Entao, existe pelo menos um ponto ¢ € |a, b tal

que
o= 1O 1@

Nota 1.48. O Teorema de Rolle é o caso particular do Teorema de Lagrange que se obtém quando
f(a) = f(b). Geometricamente, o Teorema de Lagrange diz que hd um ponto ¢ €]a, b tal que a
reta tangente é paralela & recta secante que passa por (a, f(a)) e (b, f(b)).

FIGURA 5. Versao geométrica do Teorema de Lagrange.

Nota 1.49. No caso em que f = f(¢) representa a posi¢do de um objecto em movimento ao longo
de uma reta entre os instantes de tempo t = a e t = b, o Teorema de Lagrange afirma que hé
sempre um instante de tempo onde a velocidade instantanea é igual a velocidade média.

Dem. Seja
f(b) — f(a)
b—a

eR.

Temos assim que
f(0) = fla) = Mb—a) = f(b) = Ab= f(a) — Aa.

Consideremos a fungao ¢ : [a,b] — R definida por
g(l‘) = f(I) 7)“177 Ve [a7b] .
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Como

f(b) = Ab = f(a) — da = g(b) = g(a)
e g é continua em [a, b] e diferencidvel em ]a, b[, podemos aplicar o Teorema de Rolle para concluir
que existe ¢ € |a, b[ tal que

b) —
) =0= 1)~ A=0= fe) == DD O
Exemplo 1.50. Prove-se que e* > 1+ x, x > 0.

Vamos aplicar o T. Lagrange a f(z) = e® no intervalo [0,z]. Temos entdo que existe ¢ €]0, x|
tal que

flx)—fr0) _ et -1 _ .

po = f'(c) & ——=c
Como ¢ >0=e¢e“>1ex>0,logo

e’ —1

=e“>1=e">1+u.
T

(Também é verdade que e > 1+ x, para © < 0. Reparem que y = z 4+ 1 é a equacdo da recta
tangente em z = 0.)

Exemplo 1.51. Prove-se que = < tanz, = €]0,7/2].

De novo, vamos aplicar o T. Lagrange a f(x) = tan no intervalo [0, z]. Temos entao que existe
¢ €]0, z[ tal que
— f(0 t 1
F@) SO iy ot 1

z—0 T cos? ¢

ja que cos? x < 1 em 0, 7/2[. Logo como z > 0, segue-se que tanz > .

O Teorema de Lagrange estd na base de tudo o que veremos a seguir, ja que nos permite estudar
o comportamento de uma funcao a partir de propriedades (muitas vezes simples) da sua derivada.
E fundamental em:

estudo de monotonia e classificacao de extremos a partir do sinal da derivada;
célculo de limites - levantamento de indeterminagdes (Regra de Cauchy);
estudo de concavidades a partir do sinal da segunda derivada;

aproximacao de fungdes por polindmios (Polinémio de Taylor);

Exemplos de Aplicagao do Teorema de Lagrange.

Corolario 1.52. Se f ¢ uma fung¢do nas condi¢oes do Teorema de Lagrange, entdo:
(i) f'(z)=0,Vx €la,b[= f € constante em [a,b];
(ii) f'(z) >0, Vz €la,b[ = [ € estritamente crescente em [a, b];
(i) f'(z) <0, Vx €la,b] = f € estritamente decrescente em [a,b].

Dem. Sejam x1,x2 € [a,b] com 21 < 2. Entdo, pelo Teorema de Lagrange, existe ¢ € |xy, z2[ tal
que

@) fla) D, e
Fle) = TR o fan) — f(an) = F(e)(wa — 1) = { > 0, se f/(c) > O;
X1 — T2
<0, se f'(e) <0.
Logo,

constante,  se f’(c) = 0;

a funcdo f é { crescente, se f'(c) > 0;

decrescente, se f'(c) < 0.



CALCULO DIFERENCIAL E INTEGRAL I 17
Exemplo 1.53. Consideremos a funcdao f : [~1,2] — R definida por f(z) = 2® — z que ja
considerdmos anteriormente no Exemplo 1.41. Vimos entdo que f’(z) = 322 — 1 tem dois zeros
s o 1 .
(pontos criticos) em z = + 75 Temos que:
e f/(x) > 0 no intervalo (—1, —%)7 logo a funcéo é estritamente crescente neste intervalo;
. 1 1 ~ 4 . . .
e f/(x) < 0no intervalo (—lﬁ, %), logo a fungao é estritamente decrescente neste intervalo;
e f/(x) > 0 no intervalo (ﬁ’
Estes intervalos de monotonia mostram que z = —% é um maéaximo local e z = % é um minimo

local de f.

2), logo a funcao é estritamente crescente neste intervalo.

Corolario 1.54. Seja f uma funcdo nas condigoes do Teorema de Lagrange. Entdo, se existir o
lim, .+ f'(x), também existird a derivada lateral fi(a) e

fala) = lim_f'(z).
z—a™t
Analogamente, se existir o im,_,,— f'(x), também existird a derivada lateral f.(b) e
fe() = lim f'(z).
T—b~

Dem. Para cada z € ]a, b], sabemos pelo Teorema de Lagrange que existe um & = £(z) € |a, [ tal
que
f@) - f(a)

r—a

f'©) =

Como

a<&=¢@) <a= lim g()=a",

podemos usar o Teorema ?7, relativo ao limite de fungées compostas, para concluir que

/ . f(:C) — f(a) . !
a) = lim —————~ = lim . O
i) = Jim SO = i f(6)
Este 1ltimo resultado é especialmente t1til para verificar a diferenciabilidade nalguns pontos
delicados de fungoes definidas por ramos, ja que permite evitar em muitos casos o calculo de
derivadas a esquerda e a direita por definicao.

Exemplo 1.55. Pretende-se determinar os pontos x € R onde a fungao f: R — R, definida por

2

2 ze T, x> 0;
f(z) =lale /2={ 2

x

—ze 7, <0

é diferencidvel, bem como calcular a sua derivada nesses pontos.
2
Para > 0 a funcdo f é definida por f(z) = ze * /2, Vo € R*, pelo que é claramente
diferencidvel com derivada dada por

2 / 2 2 2
f(x) = (xe*$ /2) =12 4p. (—x)e ™/ =1—-1a?)e /2 Yz eRT.

Para z < 0 a funcao f é definida por f(z) = —=z e‘xz/Q, Vo € R7, pelo que também é claramente
diferencidvel com derivada dada por

!
f(z)= (—x e’x2/2) =(-1)- e "2 (—z) - ((—=) e’w2/2) = (~1+2% e /2 Yy eR™.
Para x = 0, podemos usar o Corolério 1.54 do Teorema de Lagrange para calcular as derivadas
laterais de f:
£0)= lim f(z)= lim 1-22)e*/2=1 e
z—0t

z—0t

f2(0) = lim f'(z) = lim (-1 +x2)e*w2/2 - _1.

z—0~ x—0~

Como f;(0) =1# —1 = f.(0), concluimos que f nao é diferencidvel no ponto zero.
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1
Exemplo 1.56. Seja f(x) = arctan <|>, x #0, f(0)=m/2.
x
Temos f continua em 0 e f'(x) = R x> 0, logo lim, o+ f'(z) = —1 e assim f}(0) = —L1.
x

Para z < 0 temos f'(z) = poa logo lim,_,g- f/(z) =1 e assim f/(0) = 1. Conclui-se que f nao
x

¢é diferenciavel em 0.
Teorema de Cauchy.

Teorema 1.57. (Teorema de Cauchy) Sejam f e g fungdes definidas e continuas num intervalo
limitado e fechado [a,b], e diferencidveis em la,b[. Entdo, se ¢'(x) # 0, Yz € ]a,b|, existe pelo
menos um ponto c € |a, b| tal que

fe) _ £(b)— f(a)

g'(c)  g(b) —g(a)

Nota 1.58. O Teorema de Lagrange é o caso particular do Teorema de Cauchy que se obtém
quando g : [a,b] — R é dada por g(z) =z, Vz € [a,b)].

Dem. Sabemos pelo Teorema de Rolle que

g'(x) #0, Va €la, b = g(a) # g(b) .

Seja entao

e consideremos a funcao ¢ : [a,b] — R definida por

p(x) = f(x) = Ag(x), YV € la,b] .

Temos entao que ¢(a) = @(b) (verifiquem que de facto assim é), e ¢ é continua em [a,b] e
diferencidvel em ]a,b]. Podemos portanto aplicar o Teorema de Rolle para concluir que existe
¢ € la, b] tal que

P'(c)=0= f'(c) =N (c) =0=

Regra de Cauchy ou de L’Hépital.

Teorema 1.59. (Regra de Cauchy — primeira versao) Sejam f e g fungdes definidas e dife-
rencidveis num intervalo aberto |a,b[. Suponhamos também que:

(i) ¢'(x) #0, Yz € ]a,b[;

lim f(z)=0= lim g(z) ou lim f(z)=+oco= lim g(z).

r—at z—a™t z—a™t r—at
Entao,
!
F@) existe em R = lim @) existe em R
z—at g/(x) z—at g(;v)

f@) _ o P@)

z—at g(m) - r—at g’(m) '

Nota 1.60. As versoes andlogas deste teorema para os limites

f(@) i Lz) ie. a =—00 im M i = +00
, mg@mg(x) (i.e. ), e ILﬁog(x) (i.e. b=400),

11m
a—b— g(x)

também sao validas e serao usadas na sequéncia.
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Dem. Faremos apenas o caso em que lim,_,,+ f(z) =0 = lim,_,,+ g(x). Podemos entao prolongar
f e g por continuidade ao ponto a € R, fazendo f(a) = 0 = g(a), e usar o Teorema de Cauchy
para mostrar que, para cada x € |a, b[, existe um £ = £(x) € |a, z[ tal que

@) @) - f@ e
9(@)  g(x) —gla) ¢ (&)
Como x — a™ = £ — a™, podemos entdo concluir que

!/
lim @ = lim f,(g) . (]
z=at g(x)  emat g'(8)
Corolario 1.61. (Regra de Cauchy — segunda versao) Sejam I um intervalo aberto, a € I um
ponto desse intevalo (ou a = —o0 se I =]—00,¢[, ou a = 400 se I =]c,+0[, comc€R), f eg

fungées definidas e diferencidveis em I\ {a}, com ¢'(x) #0, Va € I'\ {a}. Suponhamos que

lim f(z) = 0= lim g(z) ou lim f(z) = oo = lim g(z).

Entao,

sempre que o limite da direita existir em R.

Temos assim que a Regra de Cauchy é um método para
. L . 0 00 o o o
resolver indeterminacoes do tipo 0 ou — em limites de fungoes diferenciaveis.
00

Exemplos de Aplicagao da Regra de Cauchy.
Exemplo 1.62.

0
| sen(z) == % iy cos(x) =cos(0) =1
z—0 T 0 z—0 1
Exemplo 1.63.
1-— 1 1 1
lim cos(x) _Ore lim sen(x) _ 1 sen(x) _1,_1
x—0 1‘2 0 x—0 2x 2 z—0 x 2 2
Tem-se entao que
. 1l—cos(z) 1
12 lim ———/ _ =
( ) mlinO 1‘2 2
Exemplo 1.64.
1 _
lim x-In(z) =07 - (—oc0) = lim nga:) = 8BS iy = lim (—z) =0
z—0+ z—=0+ = +00 =0t — -5 z—0+
Tem-se entao que
13 li -1 =0.
(13) iz Ine)

Exemplo 1.65. O célculo seguinte ilustra mais uma aplicacao simples da Regra de Cauchy:
. e’ 400 RC e’  +oo
Im —=—= lim —=—=+40c0.
z—+0o I +0oo r—+oo 1 1
De facto, combinando este tipo de cédlculo com o Método de Indugao Matematica, obtém-se facil-

mente que:

X

. e
(14) IEIEOOE—O,VICGN.
Efetuando a mudanca de varidvel y = e*, deduzimos que
1
lim —X -0, VkeN.

z—+oo "
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Exemplo 1.66. Pretende-se calcular o seguinte limite:

_1
z

. e
lim
z—0t T
Uma primeira tentativa poderia ser a seguinte:
1 _1 _1
_er e Opc . € . eT 0
lim = =—- "= lim = lim — =—-=
z—=0t T 0 0 z—0+ 1 z—0t 0

Uma segunda abordagem, com melhores resultados, poderia ser a seguinte:

1 1
. €= . = 400 RC .. -2 .
lim — = lim % =— = lim —*—F = lim e
=0t & z—0t e +00 z—0+ —5-er z—0+

-1 —o0o
=

=e =0.

De facto, e tendo em conta o resultado (14) do Exemplo 1.65, a melhor abordagem seria neste
caso a seguinte:
€ Y

lim = lim = lim = =0,
rz—0t T z—=0t ¢ y——+oo eY

‘H =

B

onde se fez a mudanga de varidvel y = 1/x, em que z — 07 & y — +oc.

Exemplo 1.67. Pretende-se calcular o seguinte limite:

senz __ 00

lim =z = indeterminacao.

z—0t
Tendo em conta que

5enT — e1n(w

sonm . . i : o
) — esena Inz , Vae Rt = lim z%"% = ehmmﬂ(ﬁ senz-Ilnxz
z—0*t
(onde usdmos a continuidade da funcdo exponencial), podemos determinar o valor do limite inicial

calculando o seguinte limite auxiliar:

Inz —00 RC =

lim senz-Inz =0-(-00) = lim —— = = —
+ + — cos

=0 z—=0 sen x +0oo sen? x

. sen’ . senx senw
= lim —— = — lim . =—-1.-—-=0
z—0t T -COST z—0t T cosx 1
Temos assim que
lim z5¢%% — elimw—>0+ senz-lnz _ 60 -1

z—0t

Nota 1.68. O método do exemplo anterior, que permitiu resolver uma indeterminacao do tipo
0%, também pode ser usado para resolver indeterminacoes do tipo oo® e 1°.

Exemplo 1.69. Pretende-se calcular o seguinte limite:

lim (cos ac)l/””2 =1

= indeterminagao.
x—0

Tendo em conta que, para qualquer x € |—7/2,7/2],
cos x)

2 1/22 In( . 2 :
(COSI)I/I _ eln((cosz) ) — e o2 . III%(COS x)l/a: _ ehmm—m
T—

In(cos z)
E

podemos determinar o valor do limite inicial calculando o seguinte limite auxiliar :

. In(cosz 0 po . —=n% . sen T 1 1
lim (2 ):7: cosT  _ |im — —_ =_1.— =_
z—0 T 0 z—0 2x z—0 T 2cosx 2-1 2
Temos assim que
2 . In(cos z) 1
lim (cosz)t/® = elMe—o 7oz — o71/2 =
z—0 \/E
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Derivadas de Ordem Superior a Primeira.

Definigcao 1.70. Seja f : I — R uma fungdo diferencidvel no intervalo I = Ja,b[. Se a fungao
derivada f’: I — R for diferencidvel, a sua derivada (f’)" é designada por segunda derivada de f

e representa-se por
d’f
f" ou —% ou @,
dz
Mais geralmente, a n-ésima derivada de f define-se, por recorréncia, como a derivada da (n—1)-

ésima derivada de f, quando esta existir:

= (f("_1)>/ ou oy d (d"—1f> .

dz"  dx \ dzn—1

Defini¢ao 1.71. Seja f : I — R uma funcao definida no intervalo I = ]a, b[. Se existir a n-ésima
derivada de f em todo o intervalo I, e f() : I — R for uma funcéo continua, diremos que f ¢ uma
funcao de classe C™(I), ou que f € C™(I). Diremos ainda que f é uma fungao de classe C°(I) se
f for continua em I, e que f é uma fungao de classe C*>°(I) se f € C™(I), Vn € N.

Exemplo 1.72. Consideremos a fun¢do f : R — R definida por

0, sexz<O0;

f(z) =22 H(z) = { ) -0 (H representa a fungio de Heaviside — Exemplo ?7?.)
se x> 0.

=,

Esta funcao é diferencidvel em todo o R, com derivada f’: R — R dada por
0, sex<0;
2z, sex > 0.

f’($)=2w'H($)={

Esta derivada f’ é por sua vez continua em todo o R, mas diferencidvel apenas em R\ {0}, com
f”" R\ {0} = R dada por
F(2) = {O, se x < 0;

2, sex>0.

Como f!(0) =0# 2 = f(0), ndo existe de facto segunda derivada de f no ponto zero.
Assim, temos que f € C*(R) mas f ¢ C*(R).

Exemplo 1.73. Consideremos a funcao f : R — R definida por
x?cos(1/xz), sex #0;
0, se z = 0.
Esta funcao é claramente diferenciavel para x # 0, com derivada dada por
f'(x) = (% cos(1/z)) = 2z-cos(1/x)+ax?((—1/2?)(—sen(1/x))) = 2x cos(1/x)+sen(1/x), Va # 0.
Pelo Principio do Encaixe (Teorema ??) tal como j4 tinha sido feito no Exemplo ??, temos:
lin% x cos(1/x) = (infinitésimo) x (fungao limitada) = 0.
z—
Assim, vemos que
lim f/(z) = lim (22 cos(1/x) + sen(1/z)) = lim sen(1/x) = nao existe (cf. Exemplo ?7),
z—0 z—0 z—0
pelo que neste caso nao é possivel recorrer ao Corolario 1.54.

De facto, a fungao f é diferencidvel no ponto zero com derivada f’(0) = 0, como se pode verificar
usando a definicdo de derivada de uma fungdo num ponto:

£1(0) — g F@ = FO) o cos(1/)

z—0 x—0 z—0 T
Temos assim que f é uma funcio diferencidvel em todo o R, com derivada f’ : R — R dada por

() = {Qxcos(l/x) +sen(1/z), sex #O0;

= il_r)r%)a: cos(1/x) =0.

0, se x = 0.
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Por outro lado, como o lim,_,o f'(x) nao existe, esta fungdo f’ ndo é continua no ponto zero.
Temos entao que f € CO(R), existe f': R — R, mas f’ ¢ C°(R) pelo que f ¢ C1(R).

Exemplo 1.74. A funcdo exponencial f : R — R, dada por f(z) = e”, Vo € R, é uma fungao
de classe C*°(R). Para qualquer n € N, a n-ésima derivada de f existe e é continua em todo o R:

f™ R = R, dada por f7(z)=e", V& € R.

Segunda Derivada e Extremos Locais. A segunda derivada fornece-nos um teste simples para
verificar se um ponto critico é um maximo ou minimo local:

Teorema 1.75. Seja f uma funcao de classe C*(]a,b]) e ¢ € |a,b] um ponto critico de f. Entdo,

(i) f"(c) > 0= f tem wm minimo local em c;
(ii) f"(c) < 0= f tem um mdzimo local em c.

Nota 1.76. Quando f”(c) = 0, e tendo apenas essa informagao, nada se pode concluir sobre a
natureza do ponto critico c.

Dem.
(i) Temos por hipé6tese que f” é uma fungéo continua, com f”(c) > 0. Pelo Corolario ??, sabemos
entao que
existe 6 > 0 tal que f”(z) > 0 para todo o x € |c — 4, c + d].
Podemos agora usar o Coroléario 1.52 do Teorema de Lagrange para concluir que

a fungao f’ é estritamente crescente no intervalo |c — d, ¢ + 4.
Como por hipédtese ¢ é um ponto critico de f, sabemos que f’(¢) = 0 pelo que
f'(z) <Oparaz €lc—6,8] e f'(z)>0parax€lc,c+d[.
Usando novamente o Coroléario 1.52 do Teorema de Lagrange, podemos finalmente concluir que
f é decrescente em J¢c — §,6] e f é crescente em |c, ¢+ ],
pelo que f tem, de facto, um minimo local no ponto ¢ € ]a, bl.
(ii) Exactamento andlogo a (i). O

Exemplo 1.77. Voltemos ao exemplo da funcdo f : [~1,2] — R definida por f(z) = 2® — 2

que ja consideramos anteriormente. Vimos que os pontos criticos de f eram x = j:%. Como

f"(x) = 6z, temos que:
1 1
f(——=)<0, f"(—=)>0,
( V3 ) (\/5 )
logo x = —% é um maximo local e x = % é um minimo local. Esta mesma informagao tinha
sido obtida anteriormente analizando o sinal da primeira derivada.

Concavidades e Inflexoes.

Definicao 1.78. Seja f : ]a,b[ — R uma funcao diferencidvel num ponto ¢ € ]a, b[. Diremos que
f é convexa em ¢ (resp. concava em c), ou que f tem a concavidade voltada para cima em c (resp.
concavidade voltada para baizo em c), se o gréafico de f estiver localmente (i.e. numa vizinhanga
de ¢) por cima (resp. baizo) da recta tangente ao gréfico de f no ponto ¢. Ou seja, f é conveza
em ¢ (resp. céncava em c) se existir 6 > 0 tal que

f@)—=f(e)> f'(c)- (x—c¢), paratodo oz €]c—4d,c+ ]
(resp. f(z) — f(e) < f'(¢) - (x — ¢), para todo o x € |Jc — §,c+ d]).

Diremos que f tem um ponto de inflexdo em c se existir 6 > 0 tal que, f é convexa num dos
intervalos Jc¢ — 4, c[ ou ¢, ¢ + d] e concava no outro.

Teorema 1.79. Sejam f € C?(Ja,b]) e c € ]a,b[. Entio:
(i) f"(c) > 0= f € convera em c;
(ii) f"(c) < 0= f € concava em c;
(iii) (f"(c) =0 e f” muda de sinal em c) = f tem um ponto de inflexao em c.
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Dem. Consideremos a funcéo auxiliar g : ]a,b[ — R, definida por

g(z) = (f(x) = f(e) = f'(¢) - (x — ), Y € a, 0] .

Tendo em conta a Defini¢ao 1.78, temos que estudar o sinal desta funcao auxiliar g numa vizinhanca
de ¢ € ]a, b].
Observemos primeiro que:

g9(c) =05 g'(z) = f'(x) = f'c) = ¢'(c) =05 g¢"(x) = f"(z) = g"(c) = f"(c).
Tendo em conta o Teorema 1.75, podemos entao concluir que:
(1) (f"(c) > 0) = (¢"(c) > 0) = (g tem um minimo local em ¢) = (g(x) > g(c) = 0 numa
vizinhanga de ¢) = (f é convexa em c);
(i1) (f"(c) < 0) = (¢"(c) < 0) = (g tem um méaximo local em ¢) = (g(z) < g(¢) = 0 numa
vizinhanca de ¢) = (f é concava em c);
(iii) (f” muda de sinal em ¢) = (f muda de convexidade em c).

Assimptotas ao Grafico de Uma Fungao.

Definicao 1.80. (Assimptotas Verticais) Sejam I um intervalo, a € I e f uma fungio definida
em I\ {a}. Diremos que a recta vertical de equagdo = = a é uma assimptota vertical ao gréfico
de f se

limi f(z) = oo (qualquer uma das 4 combinagdes de sinais serve).

T a
Defini¢gao 1.81. (Assimptotas Obliquas) Seja f uma funcao definida num intervalo da forma
]—00,a[ (resp. Ja,+0]), com a € R. Diremos que a recta de equagao

y=mm+p, m7PER7
é uma assimptota d esquerda ao grafico de f (resp. assimptota a direita ao grafico de f) se

lim (f(x) = (m-z+p))=0

T——00

(resp. lim (f(z)—(m-z+p))=0).
r——+o0
No caso particular em que m = 0, diremos que o gréfico de f tem uma assimptota horizontal a

esquerda (resp. assimptota horizontal a direita).

Teorema 1.82. Seja f uma funcdo definida num intervalo da forma |—oo,a] (resp. ]a,+o0[),
com a € R. O grdfico de f tem uma assimptota d esquerda (resp. direita) se e sé se existirem e
forem finitos os limites:

@ m=tm D) e m (f@) -me)
fresp. (@ m=tm IO ) o (@) -mew)).

Nesse caso, a assimptota o esquerda (resp. direita) € inica e tem equagdo
y=m-xr+p.

Dem. Faremos apenas o caso da assimptota a esquerda, sendo o da assimptota a direita comple-
tamente andlogo.

(=) Suponhamos que a recta de equacao y = mz +p, m,p € R, é uma assimptota & esquerda ao
grafico de f. Entao

lim (f(z) = (m-z+p)) =0,

T—r—00

pelo que a fungao auxiliar ¢, definida por

o(x) = (f(x) — (m-x+p)) , satisfaz zEIPoo p(z)=0.
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Temos entao que

f(z)

im 1@ _ o, et e@)

T——00 I T——00 x T——00

lim (m—l—p—i—(p(x)):meR
T T

i (o) =)= m (o4 o(a) =p € R,

pelo que os dois limites em causa existem e sdo finitos.
(<) Suponhamos agora que existem e sdo finitos os limites referidos em (a) e (b), com valores
m,p € R. Temos entao que

lim (f(z) = (m-z+p)) =0,
Tr—r—00
pelo que a recta de equagao y = ma + p é uma assimptota & esquerda ao grafico de f. O

Exemplo de tracado do grafico de uma fungao.

Exemplo 1.83. Pretende-se determinar intervalos de monotonia, extremos, concavidades, in-
flexdes e assimptotas da fungéo f: R\ {0} — R, definida por
f@)=a-e/* Va0,

bem como esbogar o seu grafico.
A funcao f é diferencidvel em R\ {0}, com derivada f': R\ {0} — R dada por

fl(z) = et/ <1 - i) Yz #£0.

Temos entao que
>0, sex€]—00,0[U]l,+o0];
f(x)=<X=0, sex=1;
<0, sex€]0,1];
logo concluimos que

crescente , em |—00,0[ e em ]1,+o0[;
fé
decrescente, em ]0,1].

Podemos também ja concluir que f tem um minimo local em =z = 1.
A derivada f’ é também diferencidvel em R\ {0}, com derivada f” : R\ {0} — R dada por
el/m

f'(z) = PERE Vo #0.
Temos entao que

() = {< 0, sex€]—00,0[; Ny {céncava, em |—00,0];

>0, sex€]0,+o0; convexa, em |0, +ool.

Podemos também ja concluir que f nao tem pontos de inflexdo (notem que f nado estd sequer
definida no ponto zero).
O tnico ponto onde f pode ter uma assimptota vertical é o ponto zero. Temos que
lim f(z)= lim z-e/*=0.e">° =0,
x—0~ x—0~
enquanto que
1/x el/z +00 RC 1/z

lim f(z)= lim -/ = lim —— = —— = lim e

= = —"—OO .
z—0+ z—0+ a—0t+ 1/x 400 aso0t

O resultado deste segundo limite diz-nos que a recta vertical de equagao x = 0 é de facto uma
assimptota vertical ao grafico de f.
Como
T
lim /(@)

D2 = lim e/ =e"=1=meR
r—+oo I T—+oo
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et/r -1 e¥ —
lim (f(z) —maz)= lim (z-e'/*—2)= lim —— = lim
r—+oo r—Fo0 T—Fo0 1/3} y—0%t Y

1
=1=peR

(onde se fez a mudanca de varidvel y = 1/z, em que ¥ — +00 < y — 0F), temos que a recta de
equagao y = ¢ + 1 é uma assimptota ao grafico de f, tanto a direita como a esquerda.
A Figura 6 apresenta o esbogo do grafico de f.

5

1

7

7/
7/
o 2 7 2 4
7/
o -1
7/,
7,
7,
7,
Y,
Y,
/
y -3

F1GURA 6. Esbocgo do gréafico da fungao f do Exemplo 1.83.

Polinémio de Taylor. Seja f: D — R uma fungao real que ¢ diferenciavel em = = a. Recorde-
mos que a recta tangente ao grafico de f em a é dada pelo gréafico do polinémio do 1° grau:

_ !
Pra(@) = fa) + f'(a)(z — a).
Podemos ver este polinémio p; 4(x) do 12 grau como uma aproximagao de 1# ordem & nossa funcao
f, em torno de z = a.
Suponhamos que, em vez de aproximar f(x) por um polinémio do 12 grau, querfamos aproximar
f(z) por um polinémio do 2° grau, em torno de x = a. Vamos escrever este polinémio na forma:

P2,0(x) = ag + a1 (x — a) + as(z — a)Q.

O seu gréfico é a parabola que melhor aproxima o grafico de f em torno de # = a, como sugerido

na figura abaixo.

0 2 s 6 s 1
F1GURA 7. A fungdo f(x) =sen(x) + x/2 e a aproximagao por um polinémio de

grau 2 em torno de x = 4.

Notem que se p2 4(z) é uma boa aproximacdo de f(x) em torno de a, entdo os valores py (z)
e de f(z) em a, bem como os das suas derivadas, deverao coincidir:

f(a) = p2,a(a) = ao,
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f'(a)
f"(a)

Assim, concluimos que o polinémio ps 4(x) que melhor aproxima f(z) em 2% ordem em torno de
x = a devera ser dado por:

p,2,a (a) = ay,

pIQ/,a (a) = 2as.

pra®) = f(a) + f@)(x —a) + LD a a2

E claro que nada nos impede de tentar aproximar f, em torno de a, por um polinémio de grau
n qualquer. Nesse caso, escrevendo o polinémio na forma:

Pral®) = a0+ ar(@ - a) -+ a,(& — 0",

e impondo que f(z) e pp o(z) tenham as mesmas derivadas até ordem n, obtemos:
f(a) = pn.a(a) = ao,
f(a) =pyqla) = a1,

f"(a) = pp o(a) = 2a,

FP(a) = pifa(a) = klay,

)

F(a) = p{(a) = nla,.

s

Concluimos que se f é diferencidvel até ordem n, o polinémio p,, 4(z) que melhor aproxima f(x)
até ordem n, em torno de x = a, devera ser dado por:

"(q () (g n ) (g
19) pnate) = S0+ @0+ TP o0+ D ey = 3 et

Definigao 1.84. Seja f : D — R uma funcao com derivada de ordem n em a € D. Chama-se
polinémio de Taylor de grau n de f em a, ao polinémio de grau n dado por (15).
No caso das fungoes elementares este polinémio é muito simples de calcular.

Exemplo 1.85. Seja f(x) = e®. Notem que, para qualquer natural k,

(@) = e”.
Assim, temos que f*)(0) = e = 1, logo o polinémio de Taylor de e® de grau n, em = = 0, é:
22 23 2t z" "L gk
k=0

Exemplo 1.86. Seja f(z) = Inz. Vamos calcular o polinémio de Taylor de grau n, em z = 1.
Um célculo simples fornece:

In'(z) = %, In'(1) = 1;
In"(z) = —%, In"(1) = —1;
In"'(z) = %, In"'(1) = 2;
™ (z) = (—1)’f—1L _kl)!, ™ (1) = (~1)F (k- 1)L
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Logo o polinémio de Taylor de Inz de grau n, em x =1, é:
(@-1? @-1 @-1)’
2 3 4 n

Pa(@) = (2—1)—

Exemplo 1.87. Seja f(x) = senz. Notem que:
sen’(m) = cos(x), sen”’(z) = cos'(z) = —senx,
sen’' = —sen’z = —cosx, sen””(x) = — cos’ x = sen .

Tendo obtido senx de novo, nao precisamos de calcular mais derivadas: as derivadas repetem-se
num ciclo de 4. Em particular, em x = 0 obtemos:

sen(0) = sen™® (0) = sen®(0) =
sen’(0) = sen® (0) = sen(0) = - - - = COS(O) =1,
sen” (0) = sen'® (0) = sen? (0) = - -+ = —sen(0) = 0,
sen” (0) = sen(”(0) = sen™(0) = --- = — cos(0) = —1.
Portanto, o polinémio de Taylor de senx, em x = 0, é:
O I S § p2ntl n . a2t
n — —_ —_—— — DR —1 ni = _1 .
Pantro(@) =@ = gp b =g o CD G kzzo( UNETETT
Exercicio 1.88. Mostrem que o polinémio de Taylor de cosz, em =z = 0, é:
22 gt 46 22" n 22k
— 1 P R — . e _1 n = —1 k .
Pan.o(®) TR T TR A G kZ:O( UNETAl

O resultado seguinte torna precisa a ideia de que o polinémio de Taylor de grau n é uma boa
aproximagao da funcao até ordem n:

Teorema 1.89. Seja f: D — R uma fungdo com derivada de ordem n em a € D e seja pp, q(x)
o seu polinomio de Taylor de grau n em a. Entdo:
lim f(z) = pn,a(z)
r—a (1‘ — a)”

=0.

Demonstracdo. Notem que se separarmos o termo de grau n no polinémio de Taylor, obtemos:

1) = pnal@) _ f@) = pora(e) = 0@ - )" (@)~ purale)  S(0)

(x —a)” (x —a)” (z —a)” n!

Basta pois mostrar que:

) pura() _ f)
im = .
z—a (x —a)” n!
Para isso, vamos aplicar a regra de Cauchy: Seja h(z) := f(x) — pn—1,o(z) 0 numerador e g(x) :=
(z — a)™ o denominador. Deve ser claro que:
o W) (z) é continua em a para 0 < k <n —1;
e h(a) =H(a)=---=h""V(a) =0, pois f(z) e p,_1..(r) tém as mesmas derivadas em a
até ordem n — 1;
e g (x)=nn—1n-2)--(n—k+1)(z—a)""
Podemos pois aplicar a regra de Cauchy n — 1 vezes, obtendo:

o @) = prale) TV )

z—a (x —a)” z—a nl(x — a)

Observem que como py,—1,q(z) é um polinémio de grau n — 1, a sua derivada de ordem n — 1 é
constante. De facto, p(nfl)(x) = f("=Y(a), logo:

n—1,a

o L&) = Prra(@) 1O ) - £ D a)
roa (Jf - a)n n' r—a T —a
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= " (a),

onde a tltima igualdade é simplesmente o facto de que £ (a) = (f*=1Y(a). O

Resto e Teorema de Taylor. Seja f: D — R uma fungéo e p, o(x) o seu polinémio de Taylor
de grau n. Definimos o resto de ordem n como sendo a fungao:
Rpo(z) == f(z) — pnalz).

Desta forma, podemos enunciar o Teorema 1.89 na forma equivalente:

Dada f: D — R uma funcao com derivada de ordem n em a € D, tem-se

f"(a) f™(a)

2
or (@@

f(@) = f(a) + f'(a)(z — a) +

(a2 = @) == Rn,a(x)a

onde

O resultado seguinte fornece uma expressao para o resto, que facilita a determinagao de esti-
mativas para o seu valor.

Teorema 1.90 (Teorema de Taylor com resto de Lagrange). Seja f : [b,c] = R uma fungao tal
que a sua derivada de ordem n + 1 existe. Seja a € [b,c]. Entao:

" (n)
1@) = @+ f @ -+ 00w —ap o LD ey g ),
onde o resto ¢ dado pela féormula:
(n+1)
Ry .o(z) = f(71+1()9|)(x —a)" ", para algum 0 entre x e a.
Demonstragdo. Seja g(x) = (x — a)"*'. Repare-se que R(a) = --- = R™(a) =0 e gla) = --- =

g(”)(a) = 0. Pelo Teorema de Cauchy, existe um ponto 6; entre a e x tal que
R(x) _ R(z) - R(a) _ R'(6)
g(@) — glz) —gla) — ¢'(61)°
Aplicando novamente o teorema, existe 62 entre a e 6; (em particular entre a e x) tal que
R(z) R'(6) R(01)— R(a) R"(62)
gla) — g'(0)  9(61) —gla) — ¢"(62)°
Procedendo indutivamente, concluimos que existe 6,11 entre a e x tal que

R(z) _ R (G,41)

g(@) gD (0nia)

Repare-se que
R (0, 1) = fOD (0 41), 9" (Opg) = (n+ 1)L

Logo
_ f(n+1)(9n+1) n+1
R(z) = CE] (x—a)".
O
Exemplo 1.91. A expansao de Taylor com resto do seno, em x = 0, é dada por:
QZ‘B 335 1‘7 m2n+1 Sen(2n+2)(9)
= - — - - -1 n 2n+2
senr=r gty T O e T @2

Atendendo a que
|sen®"+2)(9)| < 1,0,
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podemos estimar facilmente o resto:
sen(2"+2)(6) 2n+2 |z|>n+2
——x _—
(2n +2)! ~ (2n+2)!

Se, por exemplo, queremos calcular o valor de sen2 com um erro inferior a 0.0001 = 10~%, entdo
devemos escolher o natural n de forma que:

|2|2n+2 4
— < 107"
(2n +2)!
Experimentando n = 1,2, ..., vemos que n = 5 funciona. Assim,
23 25 27 29 211
sen2 ~2— —+ — — — + — — — = 0,90929

3150 7ol 11
com um erro inferior a 0, 0001.

Extremos locais de ordem superior. Podemos utilizar o polinémio de Taylor para obter um
teste para extremos locais que aperfeicoa o teste que tinhamos estudado anteriormente no Teorema
1.75:

Proposigao 1.92. Seja f: D — R uma fung¢ao com derivada de ordem n em a € D e suponha-se
que:
flla)=f"(a)=-=f""(a)=0, e f(a) #0
Entao:
(i) Sen € par e f™(a) <0, entdo f tem um mdzimo local em x = a;
(ii) Sen € par e f(™(a) >0, entdo f tem um minimo local em = = a;
(iti) Se n € impar entao f ndo tem nem um mdzimo local nem um minimo local em x = a.

Por outras palavras, o comportamento de f(z) em x = a é idéntico ao comportamento do
polinémio £ (a)(z — a)” em z = a:

FIGURA 8. A fungdo f(z) = sen®x e o polinémio x3.

Demonstracao. Como

fla)=f"(a) =+ = f""V(a) =0 = pnal) = fla) + — =z —a)",
o Teorema 1.89 diz-nos que:

0 i L@ = pa@) | [f@) = fl@) ()

r—a (:E — a)n r—a ((E — a)" n!

Como f("(a) # 0, concluimos que para z suficientemente perto de a:

f@) - f(a) J(a)

tem o mesmo sinal que
(x —a)” n!

O resultado da proposicao é uma consequéncia imediata deste facto. O
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Exemplo 1.93. Consideremos a funcao f : R — R dada por:
f(z)=(z—1)>Inz.

Em x =1 as derivadas desta fungao sao:

fl(z) = @ +3(x —1)%Inz f(1)=0
@ =-C 6= e (1) =0
" z—1)3 z—1)2 z—1 "

F() = 2 x3) ol x2) +185— +6lnz 1) =0
@ (p) — (x —1)3 (1771)2_ r—1 24 () 1y _
f () = -6 4 +24 23 36 ORI fA 1) =24

Concluimos que f possui um minimo local em z = 1.

Nota 1.94. Este teste nao resolve completamente o problema de determinar os extremos locais,
mesmo de fungoes que possuam derivadas de todas as ordens. Por exemplo, a fungao:

o) = {e_z%, sex #0

0, se z =0,

possui derivadas de todas as ordens. Em x = 0, temos que f(™ (0) = 0 para todo o n, logo o teste
nao nos permite concluir nada. Na realidade, em z = 0 a fungao possui um minimo pois f(z) > 0
se  # 0. Notem, ainda, que para esta fungéo o polindmio de Taylor (de qualquer grau) em z =0
é identicamente zero!

O numero e é irracional. Uma outra aplicagao curiosa da formula do resto é a seguinte:
Teorema 1.95. O numero e € irracional.

Demonstragio. Como (e”)’ = e* a expansdo de Taylor com resto da exponencial em z = 0 é:

2 3 4 n 6
X x x X e
T _1q il el il < - n+1.
+x+ +3|+4|+ +’I’L!+(n—|—1)!$

Se § < x entdo €’ < e”, logo podemos estimar o resto, para z > 0, da seguinte forma:
69 xn+1 - ezxn+1
(n+1)! ~(n+ 1)l

Como sabemos que e = e! < 3, concluimos que:

1 1 1
e—1+1+ + + + -+ —+R.
3! n!
onde o resto satisfaz 0 < R < 3/(n + 1)!.
Suponhamos entdo, por absurdo, que e era um numero racional a/b e escolha~-se um natural
n > b e maior do que 3. Entao, obtemos:
nla | | n! n! nl n! 'R
——n—|—n+f o T + =+ nli.
b * 3! + 4! + n!
Como todos os termos, com excepgao possivelmente de n! R, sdo niimeros naturais, concluimos que
n!R também tem de ser um nimero natural. Este niimero natural devera satisfazer a desigualdade:
n!3 3 3

0 <nlR - Y
SPESGTID nr1 1S

Isto é uma contradicao, pois é claro que nao ha nenhum ntmero natural entre 0 e 1. O
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Recursos para auxilio ao estudo. Aconselha-se a utilizacdo desta aplicacao em Geogebra para
acompanhar o estudo da seccao sobre o Polinémio de Taylor. Na aplicacao pode escolher-se: a
fungéo f(z) a aproximar; o ponto a; n - a ordem do polinémio de Taylor. Recomenda-se a escolha
de varias fungoes e a escolha de n’s cada vez maiores; observe o que acontece com o grafico do
polinémio de Taylor (a vermelho), quando comparado com o gréfico da funcao f(z) (a azul).


https://www.geogebra.org/m/BXnwEZxM
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