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2ª Aula

Movimento de um ponto material no espaço–tempo a 2D;
Movimento circular;

Coordenadas polares, cilíndricas e esféricas;
As 3 Leis de Newton;

A Lei da Gravitação Universal;
Referenciais inerciais e referenciais acelerados. 

Deus não joga aos dados!
Albert Einstein (1879 – 1955; Prémio Nobel 1921)



2D
𝑟 𝑡 = 𝑥 𝑡 𝑒! + 𝑦 𝑡 𝑒" ⇒ 𝑥 𝑡 , 𝑦(𝑡) 𝑣⃗ 𝑡 = 𝑥̇ 𝑡 𝑒! + 𝑦̇ 𝑡 𝑒" ⇒ 𝑥̇ 𝑡 , 𝑦̇(𝑡)

𝑎⃗ 𝑡 = 𝑥̈ 𝑡 𝑒! + 𝑦̈ 𝑡 𝑒" ⇒ 𝑥̈ 𝑡 , 𝑦̈(𝑡)

𝑟 𝑡

𝒆𝒙

𝒆𝒚

𝜑

𝑟
Se constrangimento adicional:  𝑟 constante

⇒ MOVIMENTO CIRCULAR

Se velocidade angular ( 𝜔 ) constante:

MOVIMENTO CIRCULAR UNIFORME

𝑟 𝑡

𝒆𝒙

𝒆𝒚

𝜑

𝜔 ≡ 𝜑̇



2D

𝑟 𝑡 = 𝑥 𝑡 𝑒! + 𝑦 𝑡 𝑒" ⇒ 𝑥 𝑡 , 𝑦(𝑡)

𝑣⃗ 𝑡 = 𝑥̇ 𝑡 𝑒! ±
−2𝑥̇𝑥

𝑅% − 𝑥%(𝑡)
𝑒"

𝑎⃗ 𝑡 = 𝑥̈ 𝑡 𝑒! + [… ‼!]𝑒"

MOVIMENTO CIRCULAR [UNIFORME]

𝑟 𝑡

𝒆𝒙

𝒆𝒚

𝜑

mas com 𝑥 𝑡 , 𝑦 𝑡 = ± 𝑅% − 𝑥%(𝑡)
QUE HORROR!!!

𝑟 𝑡

𝒆𝒙

𝒆𝒚

𝜑

𝑒= 𝑡
𝑒> 𝑡 𝑒& 𝑡 = cos𝜑 𝑒! + sen𝜑 𝑒"

𝑒' 𝑡 = −sen𝜑 𝑒! + cos𝜑 𝑒"

versor radial

versor polar

COORDENADAS POLARES (𝑟, 𝜑)

𝑟

𝑟



𝑟 𝑡

𝒆𝒙

𝒆𝒚

𝜑

𝑒= 𝑡
𝑒> 𝑡

̇𝑒& =?=
𝑑
𝑑𝑡 cos𝜑 𝑒! + sen𝜑 𝑒" =

𝑑
𝑑𝜑 cos𝜑 𝑒! + sen𝜑 𝑒" F

𝑑𝜑
𝑑𝑡 ⇔

2D Coordenadas polares

𝑟 𝑡 = 𝑟 𝑡 𝑒& 𝑡 = 𝑟𝑒& ⇔

𝑣⃗ 𝑡 =
𝑑𝑟
𝑑𝑡 ≡

̇⃗𝑟 = 𝑟̇𝑒& + 𝑟 ̇⃗𝑒&

̇⃗𝑒& = −𝜑̇ sen𝜑 𝑒! + 𝜑̇ cos𝜑 𝑒" = 𝜑̇𝑒'
̇⃗𝑒' = −𝜑̇ cos𝜑 𝑒! − 𝜑̇ sen𝜑 𝑒" = −𝜑̇𝑒&

𝑣⃗ 𝑡 = ̇⃗𝑟 = 𝑟̇𝑒& + 𝑟𝜑̇𝑒' Se 𝑟 = 𝑅 (constante), 𝑟̇ = 0 e    𝑣⃗ 𝑡 = 𝑟𝜑̇𝑒' = 𝜔𝑅𝑒'

𝑎⃗ 𝑡 = ̇⃗𝑣 = (
()

𝑟̇𝑒& + 𝑟𝜑̇𝑒' = 𝑟̈𝑒& + 𝑟̇ ̇⃗𝑒& + 𝑟̇𝜑̇𝑒' + 𝑟𝜑̈ 𝑒' + 𝑟𝜑̇ ̇⃗𝑒' =

= 𝑟̈𝑒& + 𝑟̇𝜑̇𝑒' + 𝑟̇𝜑̇𝑒' + 𝑟𝜑̈ 𝑒' + 𝑟𝜑̇ −𝜑̇𝑒& = 𝑟̈ − 𝑟𝜑̇% 𝑒& + 2𝑟̇𝜑̇ + 𝑟𝜑̈ 𝑒'

𝑎⃗ 𝑡 = 𝑟̈ − 𝑟𝜑̇% 𝑒& + 2𝑟̇𝜑̇ + 𝑟𝜑̈ 𝑒' Se 𝑟 = 𝑅 (constante),   𝑎⃗ = −𝑟𝜑̇%𝑒& + 𝑟𝜑̈𝑒'
radial tangencial
centrípeta angular Coriolis

angularcentrípeta



3D

𝑟 = 𝑥𝑒I + 𝑦𝑒J + 𝑧𝑒K

𝑣⃗ =
𝑑𝑟
𝑑𝑡

= 𝑥̇𝑒I + 𝑦̇𝑒J + 𝑧̇𝑒K

𝑎⃗ =
𝑑𝑣⃗
𝑑𝑡

= 𝑥̈𝑒I + 𝑦̈𝑒J + 𝑧̈𝑒K

Coordenadas Cartesianas

𝑟 𝑡

𝒆𝒛
𝑧

𝑥

𝑦𝑧

𝑒K ≡ 𝑒I×𝑒J
𝒆𝒙

𝒆𝒚

𝑎⃗ =
𝑑𝑣⃗
𝑑𝑡

= 𝑥̈𝑒I +
𝑑M𝑦
𝑑𝑥M

𝑥̇M +
𝑑𝑦
𝑑𝑥
𝑥̈ 𝑒J +

𝑑M𝑧
𝑑𝑥M

𝑥̇M +
𝑑𝑧
𝑑𝑥
𝑥̈ 𝑒K

Se alguma condição entre y (ou z ou ambos) e x (por ex.), então

𝑣⃗ =
𝑑𝑟
𝑑𝑡

= 𝑥̇𝑒I +
𝑑𝑦
𝑑𝑥
𝑥̇𝑒J +

𝑑𝑧
𝑑𝑥
𝑥̇𝑒K (ambos, 𝑦 𝑡 = 𝑦 𝑥 𝑡 , 𝑧 𝑡 = 𝑧(𝑥 𝑡 ) )



3D

𝑟 = 𝑥% + 𝑦%

𝜑 = arctan
𝑦
𝑥
+ 𝜋 (se 𝑥 < 0)

𝑧 = 𝑧

𝑟 = 𝑟𝑒= + 𝑧𝑒K

S
𝑥 = 𝑟 cos𝜑
𝑦 = 𝑟 sen𝜑
𝑧 = 𝑧

T
𝑒& = cos𝜑 𝑒! + sen𝜑 𝑒"
𝑒' = −sen𝜑 𝑒! + cos𝜑 𝑒"

𝑒+ = 𝑒+

𝑣⃗ =
𝑑𝑟
𝑑𝑡

= 𝑟̇𝑒= + 𝑟𝜑̇𝑒> + 𝑧̇𝑒K

𝑎⃗ =
𝑑𝑣⃗
𝑑𝑡

= 𝑟̈ − 𝑟𝜑̇M 𝑒= + 𝑟𝜑̈ + 2𝑟̇𝜑̇ 𝑒> + 𝑧̈𝑒K

Coordenadas Cilíndricas

𝑟 𝑡

𝒆𝒓

𝒆𝝋

𝒆𝒛

𝜑 𝑟

𝑧

𝑥

𝑦𝑧



Coordenadas Esféricas

𝑟 = 𝑥% + 𝑦% + 𝑧%

𝜃 = arccos
𝑧
𝑟

𝜑 = arctan
𝑦
𝑥 + 𝜋 (se 𝑥 < 0)

𝑟 = 𝑟𝑒=

S
𝑥 = 𝑟 sen 𝜃 cos𝜑
𝑦 = 𝑟 sen 𝜃 sen𝜑

𝑧 = 𝑟 cos 𝜃

𝑒& ≡
𝑟
𝑟 = sen𝜃 cos𝜑 𝑒! + sen𝜃 sen𝜑 𝑒" + cos 𝜃 𝑒+

𝑒. = cos 𝜃 cos𝜑 𝑒! + cos 𝜃 sen𝜑 𝑒" − sen𝜃 𝑒+
𝑒' = −sen𝜑 𝑒! + cos𝜑 𝑒"

𝑣⃗ =
𝑑𝑟
𝑑𝑡

= 𝑟̇𝑒= + 𝑟𝜃̇𝑒V + 𝑟𝜑̇ sen 𝜃 𝑒>

𝑎⃗ =
𝑑𝑣⃗
𝑑𝑡

= 𝑟̈ − 𝑟𝜃̇M − 𝑟𝜑̇MsenM𝜃 𝑒= + 𝑟𝜃̈ + 2𝑟̇𝜃̇ − 𝑟𝜑̇M sen 𝜃 cos 𝜃 𝑒V
+ 𝑟𝜑̈ sen 𝜃 + 2𝑟̇𝜑̇ sen 𝜃 + 𝑟𝜃̇𝜑̇ sen 𝜃 + 𝑟𝜃̇𝜑̇ cos 𝜃 𝑒>

©Romero Schmidtke

P(r, θ, φ) 

x y

P

z

W𝑎? ≡ 𝑒?3D

𝑒! = sen 𝜃 cos𝜑 𝑒" + cos 𝜃 cos𝜑 𝑒# − sen𝜑 𝑒$
𝑒% = sen 𝜃 sen𝜑 𝑒" + cos 𝜃 sen𝜑 𝑒# + cos𝜑 𝑒$

𝑒& = cos 𝜃 𝑒" − sen 𝜃 𝑒#

̇⃗𝑒= = 𝜃̇𝑒V + 𝜑̇ sen 𝜃 𝑒> ̇⃗𝑒V = −𝜃̇𝑒= + 𝜑̇ cos 𝜃 𝑒>
̇⃗𝑒> = −𝜑̇ sen 𝜃 𝑒= − 𝜑̇ cos 𝜃 𝑒V
com

https://es.wikipedia.org/wiki/User:Romero_Schmidtke


As 3 Leis de Newton
1. Lei da Inércia

Um corpo em repouso ou em movimento retilíneo e uniforme 
permanece no mesmo estado (repouso ou movimento) se e só se 
sobre ele não atuar uma ação (ou se resultante nula).

𝑭𝟐𝟏 = −𝑭𝟏𝟐

3. Lei da Ação–Reação
Se o sistema 2 exerce uma força F12 sobre o sistema 1, então o 
sistema 1 exerce uma força F21 sobre o sistema 2 de igual direção 
e intensidade, mas de sentido oposto:

2. Lei da Dinâmica
A aceleração de um corpo sobre o qual atua uma ação 𝐹⃗ (força 
total ou resultante) é proporcional à ação e dada pela 
equação do movimento:

𝑎⃗ = $⃗
%

⇔ 𝑭 = 𝒎𝒂



A Lei da Gravitação Universal

O Princípio de Equivalência

𝐹⃗! = −𝐺"
𝑚𝑀
𝑟#

𝑒$

𝐹⃗0

Força CENTRAL
(radial)

Proporcional:

Produto das massas

Inverso da distância2

𝐹⃗0

𝐹⃗ = 𝑚Y𝑎⃗𝐹⃗Z = −𝐺[
𝑚Z𝑀Z
𝑟M

𝑒=

𝑎⃗ =
𝐹⃗
𝑚Y

=
𝑚Z
𝑚Y

−𝐺[
𝑀Z
𝑟M

𝑒= 𝑚! = 𝑚" ≡ 𝑚

(a outra Lei de Newton)

𝐺[ = 6,67×10\]] NmM/kgM



Hipótese de Galileu
Dois objetos de massas diferentes em queda livre têm a mesma lei 
do movimento e caem ao mesmo tempo (do Princípio de Equivalência)

https://youtu.be/E43-CfukEgs



A Lei da Gravitação Universal

À superfície da Terra 

𝐹⃗! = −𝐺"
𝑚𝑀
𝑟#

𝑒$

𝐹⃗0

Força CENTRAL
(radial)

Proporcional:

Produto das massas

Inverso da distância2

𝐹⃗0

𝐹⃗! = −𝐺"
𝑚𝑀#
𝑅# + ℎ $ 𝑒% = −𝑚𝐺"

𝑀#

𝑅#$
1

1 + ℎ
𝑅#

$ 𝑒% ≅ −𝑚𝐺"
𝑀#

𝑅#$
𝑒% = −𝑚𝑔𝑒%

𝑟 = 𝑅1 + ℎ com altitude ℎ ≪≪ 𝑅1 (𝑅1= 6,376×102 = Raio da Terra)

𝑔 = 𝐺3𝑀1𝑅14% = 6,67×10455 ⋅ 6×10%6/ 6,376×102 % = 9,8 m/s%

𝑔(ℎ) = 𝑔 1 + 7
8!

4%
≅ 𝑔 1 − %7

8!
para   ℎ ≪ 𝑅1 𝑔 ℎ9:: ≅ 8,57 m/𝑠% (8,716)



Referenciais

Equação do movimento:  𝐹⃗ = 𝑚𝑎⃗ mas...

REFERENCIAIS DE INÉRCIA

𝑽 = constante 𝒆mov

)
>

𝐹⃗> = 𝑚𝑎⃗

𝑉 ≡ 𝑉 𝑡 = 𝑉 𝑡 𝑒mov 𝑡 ⇒ 𝑎⃗ = 𝑎⃗′+ (
()

𝑉 𝑡

TRANSFORMAÇÃO DE GALILEU

𝑎⃗; = 𝑎⃗ 𝑣⃗ = 𝑣⃗′ + 𝑉
𝑟 = 𝑟′ + 𝑉𝑡

𝑟 𝑡

𝒆𝟏
𝒆𝟐

𝒆𝟑

𝑟′ 𝑡

𝒆′𝟏

𝒆′𝟐

𝒆′𝟑 𝑽

𝑅 𝑡

REFERENCIAIS ACELERADOS

𝑟 = 𝑟′ + 𝑅

e   𝑎⃗ref ≡
(
()

𝑉 𝑡

)
>

𝐹⃗> + 𝐹⃗inercia = 𝑚𝑎⃗

com    𝐹⃗inercia = −𝑚𝑎⃗ref



𝐹⃗ = –𝑚
𝑣%

𝑟 𝑒& = 𝐹⃗aplicada

Exemplo: movimento circular uniforme

Força Centrípeta é a Força aplicada:

REFERENCIAL INERCIAL

𝐹⃗

𝑣⃗

REFERENCIAL ACELERADO

Há uma Força Centrífuga além de uma 
força aplicada:

𝑣⃗ 𝐹⃗

𝐹⃗aplicada

𝑎⃗? = –
𝑣%

𝑟
𝑒&Aceleração Centrípeta: 

𝐹⃗aplicada

Se a força centrífuga for igual à força 
aplicada, o objeto está em equilíbrio 
nesse referencial acelerado (ó objeto 

em órbita terrestre se  𝒗 = ⁄𝑮𝑵𝑴𝑻 𝒓 )


