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4.1 Corpos. Deformagoes. Deformagdoes homogéneas

Todos os corpos ocupam regides do espaco. Um determinado corpo ocupara diferentes regides em diferentes
instantes. Para identificar os pontos do corpo escolhe-se uma dessas regides, que designaremos por C, como
regidao de referéncia e identificam-se os pontos do corpo com as posi¢cdes que ocupam em C. A escolha da regido
de referéncia deve-se normalmente a razdes de conveniéncia e simplicidade, como por exemplo ser a regido
que o corpo ocupa quando nao tem forgas aplicadas.
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Na regido de referéncia os pontos a do corpo C tém coordenadas (a1, a2, as) relativamente a um referencial
cartesiano escolhido.

Quando sujeitos a forcas os corpos deformam-se. Um eldstico alonga quando é esticado, uma barra encurta
guando é comprimida e flete ou torce quando lhe é aplicado um momento. Ao deformar-se um corpo muda de
posicao, de orientacdo, de forma e de dimensodes e é essa deformacado que cria a reacdo a a¢do exterior.

A deformacdo dum corpo é descrita por uma funcao f, designada por funcao deformacdo, que associa a regiao

de referéncia a posi¢cdo deformada do corpo, fazendo corresponder a cada ponto a a sua localizagdo final x,

X= f(a), xi = fi (a1, dz, 33). (4-1)
O vetor
u(@=f(a)—a, u=x-a (4.2)

define o deslocamento do ponto a (Figura 4-1). Quando u é constante, a deformacao f € uma translacdo, descrita
pelas equagoes

Xx=t+a, Xi=ti+aj

em que t é um vetor independente da posicao.

€3

Figura 4-1 — Deformagdo de um corpo da regiéo de referencia para a posi¢do deformada

Nos pontos a em que f é diferenciavel, o tensor F(a) = Vf(a) com componentes

of,/da, Of,/da, of,/das
[F] = [Vf] = |0f,/ da, 0f,/da, 0f,/das|,F;=0f /da (4.3)
of;/ da, 0Of;/da, Ofs/ das

é designado por gradiente da deformacdo. Como se vera adiante, o determinante do gradiente de deformacao,

det F(a), da, na vizinhanca de cada ponto, o volume depois da deformacdo por unidade de volume. Como um
volume finito ndo pode ser comprimido até se anular, det F(a) # 0. Ndo pode igualmente ser negativo, pois isso
implicaria que, num processo de deformagdo continuo desde a regido de referéncia, det F(a) teria de se anular
em algum instante. A funcdo deformacao f terd entdo de satisfazer, nos pontos do corpo em que é diferenciavel,
a condicdo det F> 0.
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Uma deformac¢do em que F é constante chama-se homogénea e é descrita por

x=t+Fa, xi=t+Fa; (4.4)

em que as componentes de t e F sdo constantes. Deforma¢des homogéneas tém vdrias propriedades, incluindo:

i) Planos na regido de referéncia permanecem planos depois da deformacao; dois planos paralelos
permanecem paralelos depois da deformacao.

ii) Retas na regido de referéncia permanecem retas depois da deformacdo; duas retas paralelas
permanecem paralelas depois da deformacao.

iii) Superficies esféricas passam a superficies elipsoidais; circunferéncias tornam-se elipses.

Verifiquemos a propriedade i). A equacdo de um plano na regido de referéncia do corpo é dada por
a-n=d,

em que n é a normal ao plano e d a sua distancia a origem do referencial. Depois da deformacgdo, os pontos
desse plano terdo, utilizando (4.4), uma posicdo x dada por

Fl(x—t)-n=d
expressdo que, pela definicdo de transposta de um tensor, define um plano cuja normal é F' n
F!(x—t)-n=(x—t)-F'n.

4.1.1 Exemplo

Um exemplo de deformagdao homogénea é uma rotagao em torno da origem O do referencial, dada por

x=Ra, (4.5)

em que R é um tensor rotacdo, um tensor ortogonal com determinante positivo, i.e. R" = R! e det R = +1,
constante em todos os pontos do corpo. Na rotacdo representada na Figura 4-2, o corpo roda de um angulo 6
em torno de a3, no sentido contrario ao dos ponteiros do reldgio. Neste caso a fungao deformacgao é dada por

cos@ —senB 0 la3
f(a)=Ra, [Rl=|sen® cos® 0], (4.6)
0 0 1
e F=Vf=R. Se arotagdo for em torno do ponto b, ° P
Pa
x=b+R(a-b). (4.7)
a2

a

Figura 4-2 — Rotagdo em torno de as.
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4.1.2 Exemplo

Um segundo exemplo de deformac¢ao homogénea é a deformacdo denominada extensdo uniforme: um corpo,
por exemplo uma barra fixa na origem, é alongado uniformemente até ficar com um comprimento A; vezes o
seu comprimento inicial. O campo de deformacgdes é dado por x; = A; a1, X2 = @z, X3 = a3 e define uma extensao
uniforme na diregdo xi.

Se o corpo sofre extensdes uniformes nas trés direcoes dos eixos coordenados, a deformacao é descrita por

A 0 0
X1=A1a1, X2 =A2a2, X3 =Az a3, [F]= [ 0 2, 0 ], (4.8)
0 0 A

em que A3, A2 e A3 sdo constantes positivas. O caso A1 =\, = As representa uma dilatacdo, uma extensdo uniforme
nas trés dire¢des. No caso A1 =1 e A, = A3}, as sec¢bes normais a X1 conservam a area e a deformacdo denomina-
se de corte puro (exemplo 4.15.3). Se a extensdo uniforme do corpo tiver um ponto fixo b (em que f(b) = b),

x=b+F(a—b) (4.9)

4.2 Alongamento de segmentos em deformag¢des homogéneas

Considere-se, na regido de referéncia do corpo C, um segmento de reta de comprimento €2, com a direcdo do
vetor unitario n? e que liga o ponto a de coordenadas (a1, a;, as) ao ponto a + € n? de coordenadas (a; + 2 n4?,
a; +8°n? as + €2 n3?).

Sujeito a uma deformagdo homogénea f, o segmento de reta permanece um segmento de reta mas muda de
posi¢do, orientagdo e comprimento. O ponto a ird ocupar a posi¢ao x e o ponto a + €2 n? a posicao x + €*n*: o
comprimento do segmento passa a ser €* e a sua dire¢do n* (ver Figura 4-3). Pela definicdo de deformagdo
homogénea (4.4),

x=f(a)=t+Fa,

x+@*n*=fla+€*n?) =t+F(a+2*n?,

=t+Fa+€*Fn’

€3

Figura 4-3 - Alongamento de segmentos de reta em deformagdes homogéneas
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Subtraindo membro a membro as equac¢des anteriores obtemos

gn*= e F

e dividindo pelo comprimento inicial €7,
(*/2%) n* = F n?, (£¥/€%) n* = Fij n® (4.10)

O quociente A = £*/2? designa-se por alongamento e é a razdo entre o comprimento final e o comprimento inicial
de um segmento inicialmente orientado na direcao n O alongamento é sempre um numero positivo; se menor
que 1 o segmento encurta e se maior que 1, estica.

Para resolver as equacgdes anteriores juntamente com a condi¢do que n* é um vetor unitdrio, elimina-se n* da
equacdo anterior calculando a magnitude de A n*:

AR -An*=Fn® -Fn?

A2 = n?-F" F n? pela definicdo de transposta (4.11)

= (na)T F'F n“‘, A= Fi ij n; nja
Determinado A a partir do produto FT F, a orientacdo final n* do segmento de reta é dada por

n*=A1F n? n*= At Fij n? (4.12)

Note-se que, como a deformacdo é homogénea, todos os segmentos do corpo com a mesma orientacao inicial
sofrem o mesmo alongamento e ficam com a mesma orientacao final.

4.2.1 Exemplo

Consideremos um corpo com a forma de um cubo que sofre a deformacdo homogénea x = f(a) definida pelas
componentes

X1=2a1, Xz=ax+yas, Xs=as, (4.13)

em quey = tg 6 é a deformagdo de corte (Fig. 4.4). As matrizes com os componentes do gradiente da deformacgao
F e do produto F' F s3o dadas por

1 0 0 1 0 0
[F]:lo 1 y], [FFF=(0 1 Y (4.14)
0 0 1 0 Y2 +1
ag X3,

a X1

Figura 4-4 - Deformagdo de corte simples
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De (4.11) e (4.12) calculamos que o alongamento da aresta na direc3o de e3 é V(y? + 1) e que a sua dire¢do depois
da deformacdo é (0, y / V(y*>+ 1), 1 / V(y? + 1)). De notar que as faces paralelas ao plano a; as conservam a area.
Designa-se esta deformacao por corte simples.

4.2.2 Exemplo

Consideremos agora o cubo sujeito a uma deformacao homogénea de corte puro dada por

X1 = a1, X2=Aa; x3=A1as, (4.15)
CE} X3
f
—_—
52 'Xz
a1 X1

Figura 4-5 - Deformagdo de corte puro

e representada na Figura 4-5 para A, = 2. Nesta deformacdo as faces paralelas ao plano a; a3 conservam
igualmente a drea.

Comecemos por determinar o alongamento da diagonal do cubo na dire¢do (V3/3, v3/3, V3/3) e a sua dire¢cdo
depois da deformac3o. O gradiente da deformacao F e o produto F' F s3o dados por

10 0 1 0 0
[F=]0 A& O [FA=[0 23 0 (4.16)
0 0 A3t 0 0 A3°

e de (4.11) obtemos A2 = (1 + A2 + A% /3, A=V ((1 + A2 + A22) / 3). A orientac3o final da diagonal é dada por
(4.12), (V3/3, V3 A2/3, V3N Y/3) /V((1 + N2+ A2) /3). Paraha =2, A=V (7/4) e n* = (V(4/21), V(16/21), 1/¥21).

Determinemos agora quais as dire¢des em que, nesta deformagdo, segmentos do cubo mantém o comprimento
depois da deformacdo. Trata-se de determinar os valores de n?;, n?; e n?; que verificam (4.11) com A =1,

1=(n®)"F Fn?
sujeitos a condi¢do de n? ser um vetor unitdrio, n®?+ n%? + n%? = 1. Obtemos o sistema
nalz+ )\22 naZZ + )\2—2 na32 =1
na12_|_ I,]aZZ + I,]a32 - 1,

em que a primeira equacdo descreve um elipsoide de semieixos 1, A, e A, e a segunda equacdo uma esfera de
raio unitario. A sua intersec¢do é a solucdo do sistema: duas circunferéncias cujos planos tém normais (0, +/-
1/V(1 + A2, +/- A /V(1 + \;%)) e cujas projecdes em n?in?; e n®n% sdo a elipse N2+ (A% + 1) n?;% =1 e as retas ;>
n?;? = n%;2, respetivamente. Na Figura 4-6 representa-se o caso em que A, = 2.
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as

a1 az

Figura 4-6— Intersegdo do elipsoide com esfera, definindo as dire¢ées com alongamento unitdrio

Determinemos agora as direcdes dos segmentos do cubo que, quando sujeito a deformacdo homogénea de
corte puro anterior, mantém a orientacdo inicial, isto é, determinemos n?;, n?; e n% para o caso em que na
expressao (4.12) n*=n?,

An®=Fn?
Trata-se do problema de valores e vetores préprios
(F=Al)n*=0,

em que, neste exemplo, F é diagonal: os valores préprios s30 os préprios termos da diagonal, 1, A, A’ e os vetores
proprios associados sdo as dire¢cdes que ndo rodam: (1,0,0), (0,1,0) e (0,0,1).

4.3 Decomposicao de uma deformagao homogénea: tensor alongamento U e tensor
rotagdo R. Angulo entre segmentos.

Pelo teorema da decomposicdo polar, qualquer tensor de segunda ordem F, com det F > 0 (como acontece com
o gradiente da deformacgédo), pode ser decomposto num produto de dois tensores R e U, em que R é um tensor
ortogonal (i.e. R"= R! e det R = +1) e U um tensor simétrico e positivo definido (i.e. U=U"ev-Uv >0 para
todos os vetores v # 0), tal que

F=R U, Fij = Rik Ukj. (417)

Em termos de deformagdes podemos interpretar a decomposicdo anterior da seguinte forma: na deformacao
homogénea f, dada por

x=f(a)=Fa,

o corpo C passa por duas deformagdes homogéneas sucessivas f; e f;, sendo f a deformagdo composta f; ° fi.
Primeiro o ponto a desloca-se para a posi¢do intermédia y e depois para a posic¢ao final x, sendo
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y=Ua,U=Vf; e x=Ry, R=Vf,.

A primeira deformacao corresponde ao tensor simétrico U e a segunda é uma rotacao rigida devida ao tensor
ortogonal R, como no exemplo da sec¢do 4.2. Estas duas deformacgdes sucessivas sdo equivalentes a f pois

x=Ry=RUa=Fa.
Se voltarmos a expressdo (4.11) para calcular o alongamento e nela introduzirmos a decomposicdo de F,

A2 n?-F Fn?

n-(RU)TRURN?

n®-U'RTRURN?
=n-U"Un® devido a ortogonalidade de R,
=(n*)"UTUn?, (4.18)

donde se conclui que o alongamento de segmentos se deve a acdo de U e ndo a R. O tensor U é assim designado
tensor alongamento.

Sejam agora dois segmentos com origem no ponto a, de comprimento €2 e €% e direcdo n® e n%,
respetivamente. O angulo 62 entre os dois segmentos (ver Fig. 4-7) obtém-se da expressdo do seu produto
interno,

cos 62 = Blanla . BZaHZa / (lelanlal |BZanZa | )' 0<06<Tm
- ela eZa (nla . nZa) / (Bla eZa |nla| |n2a|)’
= (n-n®) /(|| |n?]).

Em notacéo indicial cos 82 = ni'® ni?® / (Vn;j* nj'® v ni®).

Figura 4-7— Variagdo do dngulo entre segmentos em deformagées homogéneas
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Depois da deformacdo o angulo entre os vetores na posi¢cao deformada passa a ser
cos 8*=F (12n%?) - F (82°n®) / |F (8**n®?) | |F (82 n®) |, 0<B<m
=gl g2 Fn.Fn®2 /(2 82|Fn | |Fn®|),
=RUn¥-RUn?/(¥(RUN¥-RUN¥)V(RUN? -RUN%?))
=n®.-U"UnNn®/(V(n? U UnNn®)v(n?- U Un%))
=(n®)TUTU N2/ (V(n®)TU U Nn® (n?2)TUT U n?). (4.19)
A variagdo do angulo entre vetores devida a deformagdo é medida por U e n3do por R, que apenas origina uma
rotac3o rigida do corpo sem que haja variacido de forma e dimensdes. O tensor F' F = U™ U = U? que aparece nos

calculos do alongamento e do angulo final entre vetores designa-se por tensor de Cauchy-Green C e podemos
escrever

=(n?)TCn% A%2=Cjndn} (4.20)
cos 6= (n¥)T C n% / (V(n®)" € n® v(n?)" C n%),cos 6* = C; ni'® n?® / (VCu Nk ni* VCmn N2 Np?2) (4.21)

4.3.1 Exemplo

Um corpo que na regido de referencia é um cubo unitdrio com as arestas paralelas aos eixos do referencial
sofre a seguinte deformacdo homogénea, em que ai, a; e assdo constantes:

X1=01a1+024a X2=-03a1+ 0 ay X3 = 03 as.

Esta deformacdo pode ser definida na forma x=R U a,em que

1N2 1N2 0 V2o, 0 0
RI=]-1/v2 1/v/2 0 e W=l 0o +v2a, Of
0 0 1 0 0 o5

Observe-se que R"=R! e det R=+1, que U = U" e os seus valores prdprios sdo positivos e que

1V2 1/N2 0 20(1 0
[F]-[—al ] —1/\/2 1/\/2 0 \/_ocz 0|
a3

Na Figura 4-8 estd representado o cubo na posicdo inicial e na posi¢cdo deformada para o caso em que o3 = 0 =
a3 = %. A contragdo ndo uniforme do cubo deve-se a U e a rotagdo de corpo rigido em torno do eixo x3 de /4 =
arccos (1/v2) deve-se a R.

ds Y3 X3

A A A

h lll 1z
Y1

Figura 4-8— Decomposi¢cdo de uma deformagdo homogénea
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4.4 Deformagdes ndo homogéneas. Alongamento de segmentos. Angulo entre segmentos.

Consideremos agora uma deformacdo ndo homogénea f do corpo C, diferencidvel num ponto a de C. Expandindo
em série a funcdo deformagdo em torno de a e para todos os pontos b de C,

f(b) = f(a) + Vf(a) (b — a) + termos de ordem superior a primeira em (b —a) (4.22)

Relembrando que F(a) = Vf(a) é o gradiente de deformacgao em a, a expressdo anterior mostra que na vizinhanga
de um ponto a, e a menos de um erro de ordem superior a primeira em (b —a), uma deformacdo comporta-se
como uma deformagdo homogénea.

Seja agora b — a o vetor 682 n? de comprimento pequeno 6€? e dire¢ao n®. Escrevendo (4.22) na forma
f(b) — f(a) = 6€° Vf(a) n® + termos de ordem superior a primeira em 582,
e o vetor f(b) — f(a) na forma 6€* n*, obtemos

6€* n* = 6£2 F(a) n® + termos de ordem superior a primeira em 6€2.
No limite, quando 682 -> 0, (de* / d€?) n* = F(a) n°. (4.23)
O quociente diferencial d€* / d€? é a razdo entre os comprimentos final e inicial de um segmento infinitesimal
situado inicialmente em a e inicialmente orientado na dire¢do n®. Esse quociente designa-se por alongamento e

representa-se por A, como no caso de deformag¢des homogéneas, embora neste caso A tenha um significado
local, na vizinhanga do ponto.

Calcula-se A = d€* / d€? eliminando o vetor unitario n* da equacdo anterior:
An*-An*=F(a)n®: F(a)n?

= n°- n“=(n ne. .
AN=n*-FFn®=(n)"F Fn? (4.24)

Determinado A a partir do produto F'F, a orientacdo final n* do segmento de reta infinitesimal é dada por

n*=\1F(a) n’ (4.25)

Na situacdo geral que estamos agora a tratar a decomposicao polar de F definida na sec¢do 4.5 é agora pontual
e dada por

F(a) = R(a) U(a), (4.26)

em que R(a) é o tensor rotagdo que mede a rotagao rigida de pontos na vizinhanga do ponto a e U(a) é o tensor
alongamento, que mede o alongamento de segmentos infinitesimais que passam pelo ponto a por uma férmula
equivalente a (4.18), mas local,

A2 =(n?)"U(a)" U(a) n°. (4.27)

0 angulo entre dois vetores 8% com origem no ponto a, de comprimentos 5§81 e 582 e dire¢des n'® e n?,

respetivamente, é dado por
cos 82 =(n*-n%) / (|n??] |n?]), 0<O<T.

Mostra-se que o angulo entre f(a + 682 n'?) — f(a) e f(a + 5% n*®) — f(a) tende para o angulo 6* entre U(a) n*? e
U(a) n* quando 882 -> 0 e 6822 -> 0, dado por
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cos 8* = (n*¥)TUTU n®/ (V(n**)TU" U n*? (n?)TUT U n?). (4.28)

O célculo de U é geralmente dificil (porque necessita da raiz quadrada de F' F) mas o célculo de F' F é imediato
e por isso se utiliza, para caraterizar o estado de deformacao num corpo, o tensor C.

4.5 Tensor das deformacgoes C, de Cauchy-Green.

Define-se o tensor C por

C=U2=FTF, (4.29)

cujas componentes Cjj sao dadas por

Cij = Fi Fiy = ofi /03 dfk/aaj. (4.30)

O tensor C é um tensor simétrico de segunda ordem e é designado por tensor das deformacdes de Cauchy-
Green. Para calcular alongamentos na vizinhanga de um ponto temos a formula

A= (na)T C(a) n?, A= o n? I’laj. (4.31)

Para calcular angulos finais entre segmentos na vizinhanca temos a formula
cos %= (n¥)" C(a) n® / (V(n'?)" C(a) n' v(n*)" C(a) n®), cos B* = C;j ni¥ nj® / (VCi ni®® @ VCin Nm?® Nn?) (4.32)

Para interpretar as componentes da diagonal de C, escolhe-se, por exemplo, n? = e; e a expressao (4.31) diz-nos
que (C11)*? é o alongamento do segmento elementar inicialmente orientado na dire¢do e;. Interpretacio
andloga se faz para Cy; e Css.

Os termos fora da diagonal de C podem ser interpretados escolhendo n'® = e; e n® = e, na férmula (4.32),
obtendo-se cos 8* = Cy, /(Cu1 C22)Y2. Estdo relacionados com a distor¢do (variagio de angulo) entre dois
segmentos elementares na dire¢do dos eixos que passam pelo ponto a.

O tensor C é utilizado como tensor das deformagdes pois, como se vé pela expressdo (4.31) permite determinar
o alongamento de qualquer segmento elementar que passe pelo ponto genérico a, conhecida a sua diregao
inicial n?, bem como angulos finais entre segmentos ortogonais. Além disso (ver Sec¢do 4.12) permite distinguir
facilmente entre deformacgdes rigidas, em que a distancia entre quaisquer dois pontos se mantém constante
(embora a posi¢do e orientagdo do corpo possa mudar) e deformagdes ndo rigidas em que a distancia entre
pontos do corpo varia.

4.5.1 Exemplo

Voltemos a deformacdo de corte simples 4.13. O tensor C dessa deformagao é dado por

1 0 0
ccortesimples= 0 1 Y .
0 v v*+1

Lembrando que y =tg 0 (ver Figura 4-4), os termos da diagonal ddo o quadrado dos alongamentos de segmentos
inicialmente orientados segundo os eixos. Nas direcdes a; e a2 0s comprimentos nao se alteram e na direcdo as
o quadrado do alongamento é y? + 1.
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O angulo final entre segmentos inicialmente orientados das direcées a, e a; é
cos 8% = Cp3 /(Ca2 Ca3) 2 =y /(y? + 1)¥2
dado pelo quociente entre o comprimento do cateto adjacente ao angulo e o comprimento da hipotenusa.
No segundo exemplo considere-se a deformacdo ndo homogénea definida em coordenadas cilindricas
X1=rcos 9, a1=Rcos0@
X2=rsenb, a,=Rsen®
X3=12, az=Z
por

r=R, 6=0+a2z z=1Z (4.33)

em que o ponto de coordenadas R, ©, Z na regido de referéncia vai ocupar a posicdo r, 6, z. Esta deformacao

designa-se por torcdo pura e descreve a situacdo de um cilindro com geratrizes paralelas ao eixo Z que é

uniformemente torcido ao longo do seu eixo, permanecendo as suas sec¢des retas planas e normais ao eixo, ver

Figura 4-9. A constante a designa o angulo de torcdo por unidade de comprimento. O cilindro tem comprimento

L e raio exterior a.

as
NP
\/ \f_g>/
N 7 J |
N | /
N M
\ e
f
,,-"// 4’
.//.‘
\ — -
Ng Ji Y
N i A
} 1V e
ai

Figura 4-9 - Deformagdo de torgdo pura

Em coordenadas cartesianas a deformacao é dada por

X1=aicosP-azsenf, B=aas
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X2 =aisen P +axcos P (4.34)

X3 = a3

O gradiente da deformacao F e o tensor das deformacgdes C sdo dados por

cosfB —senf} —aj;asenf— a,acosf 1 0 —a
[F] = [sen B cosp a;acosB— a,asenp | [Cl=| O 1 a a (4.35)
0 0 1 —a,a a;a (aj+aj)a?+1

Note-se que se trata de uma deformacdo ndo homogénea. Em cada ponto é uma deformacado de corte simples,
como se pode concluir comparando com o tensor C da deformacgao de corte simples do exemplo anterior.

Para interpretar as componentes desses tensores, considere o ponto do cilindro localizado em a; =a,a;=0e
as = L. O quadrado do alongamento da geratriz que passa por esse ponto é (a2 a®? L2+ L?) /2 =Cass3(a, 0, L) e 0
angulo O entre a posicdo final da geratriz e a dire¢do a; é dado por

cosB=aal/(@a?L2+1)Y2=aa/(a?a®+1)Y2 = Cy /(Cs C33)¥2.

4.6 Comprimento de curvas no corpo deformado.

Seja ¢ uma curva definida na regido de referéncia do corpo C (). Uma curva é um conjunto ordenado de pontos
(a1, a2, a3) dados por trés fungdes de um parametro t dum intervalo |,

ar=ci(t), az=cyt), as=cs3(t), tel (4.36)
€3
€,
€
f
£(C)
C

Figura 4-10 — Curvas nas regides de referéncia e deformada.

O comprimento da curva é dado pela férmula

Comprimento (c) = [i((dcy / dt)? + (dc, / dt)? + (dcs / dt)?) 2 dt (4.37)

Em notacdo vetorial e indicial,

Comprimento (c) = [, |dc / dt| dt = [, (dci/ dt dc; / dt)¥? dt

Na regido f(C), ocupada pelo corpo deformado, a curva é descrita pela fungdo composta f(c(t)) e o comprimento
da curva deformada é dado por
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Comprimento (f(c)) = [, |df(c) / dt| dt = [i (df(c) / dt - df(c) / dt)/2 dt (4.38)

Analisemos a fungdo integranda. Pela regra da derivada da fungdo composta,

dy(cy(thcalthealt) _ of, de, | 3 de, | of, dey

dt “0a, dt  da, dt  Qa, dt
df, (¢, (t),¢, (1), ¢5(t)) :idﬁ+ﬂdﬁ+ﬁdﬁ
dt Oa, dt Oa, dt Oa; dt
df, (¢, (t),¢, (1), c5(t)) =idﬁ+aidﬁ+aidﬁ
dt Oa, dt Oa, dt Oa; dt

e em notacdo vetorial e indicial
df(c) / dt = Vf dc / dt = of /da; dci / dt.

O produto interno df(c) / dt - df(c) / dt escreve-se, por extenso,

df(c) df(c) [ of dc, L Ofi de, | Of dog | Of, de, | Of de,  Ofy dcy )
dt dt Oa, dt 0Oa, dt Oa, dt )| Oa; dt Oa, dt Oa; dt

o 4 | O 4G | O d6, | O do | O de, | O de ),
Oa, dt 0da, dt Oa, dt )\ Ja; dt Jda, dt OJa, dt

Oa, dt 0Oa, dt Qa, dt )| da, dt Oa, dt OJa, dt

Em notagdo vetorial e indicial

df(c) / dt - df(c) / dt = (dc / dt)" V" Vf dc / dt = 8f« /dai dc; / dt Of /da; d; / dt
Sendo o tensor das deformacgdes C = F' F = V' V¥, a expressdo do comprimento da curva na posi¢cdo deformada

escreve-se

Comprimento (f(c)) = Ji (df(c) / dt - df(c) / dt)*? dt = [, ((dc / dt)" V" Vf dc / dt)*/? dt = [,((dc / dt)T C dc / dt)¥? dt
= [1(Cj dci / dt dg; / dt)Y/? dt. (4.39)

O tensor C é portanto utilizado para o cdlculo do comprimento de linhas no corpo deformado.

4.6.1 Exemplo
Consideremos o caso em que a curva c definida na regido de referéncia do corpo C é uma hélice cilindrica de

raio R e passo 2nK, dada pelas equagdes

ai=Rcos(t), a;=Rsen(t), as=Kt, te][0,0]. (4.40)
A formula (4.37) permite calcular o seu comprimento:

Comprimento (c) = [o®(V(R? sen?(t) + R? cos?(t) + K?) dt = 8 V(R? + K?).
O corpo C sofre uma deformag¢do homogénea dada por

X1=)\all X2=}\a2/ X3=}\a3/
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que é, com A > 1, uma extens3o uniforme nas trés direcdes com C; = A §;. Depois da deformacdo a hélice
permanece uma hélice, com perimetro calculado por (4.39):

Comprimento (f(c)) = [o®(V(A? R? sen?(t) + A2 R? cos?(t) + A K?) dt = A B V(R? + K?).

s 93 2+ X3

Figura 4-11 — Hélice nas regides de referéncia e deformada.

4.6.2 Exemplo

No exemplo seguinte pretende-se determinar o comprimento final de uma geratriz do cilindro de raio a e
comprimento L sujeito a deformacgdo de torsdo pura (4.33). Designando por g a geratriz dada pelas equagdes

ai=a, a:=0, asz=as aze[0,L].
Comprimento (g) = [o"(V(0 + 0+ 1) das = L.

O comprimento final da geratriz é dado por

1 0 0 0
Comprimento (f(g)) = [ov((0 0 1) [0 1 aa (0)) das=LV(a?a?+1).
0 aa a?a?+1l\1

4.7 Deformagoes rigidas e tensor das deformagdes C

O tensor C permite caraterizar a deformagdo de um corpo pois reconhece se estamos perante uma deformacao
rigida. Uma deformacado rigida preserva distancias, isto é, f é rigida se para quaisquer dois pontos a e b do corpo,

|f(b) - f(a)| = |b-a]. (4.41)

Mostra-se que a deformagdo de um corpo é rigida se verificar qualquer das condi¢Ges equivalentes seguintes:

i) f é rigida.
i) f pode ser representada na forma (4.42)
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fla)=t+Ra em quet é um vetor que representa a translagdo do corpo e R um tensor rotacdo
(R"=R?! e detR=+1), que representa a rotacdo do corpo em torno da origem, ambos constantes.

iii) C(a) =1 em todos os pontos do corpo. (4.43)
iv) Para qualquer curva c definida no corpo, comprimento (c) = comprimento (f (c)). (4.44)

Portanto, se C =l em todos os pontos do corpo, a deformacdo correspondente é rigida.

4.7.1 Exemplo
Como exemplo consideremos a deformacgao definida em (4.5), representada na Figura 4-2,
cosf —senB 0‘

f(a)=Ra, [Ri] = [sen 0 cosB® O
0 0 1

em que R é um tensor rotacdo (R"= R? e det R = +1). Neste caso F=Re C=F' F=R"R = . Trata-se, por iii), de
uma deformacao rigida.

Consideremos também a deformacdo definida em coordenadas cilindricas em (4.33), mas agora fazendo a
rotacdo de cada seccdo igual a rotacdo da seccdo a meio do veio e portanto independente de Z, ver Figura 4-2:

r=R, 6=0+al/2, z=7Z as X3
Em coordenadas cartesianas a deformacgdo é dada 1
por AN AANA
\\ ) P \\): ’/J ‘\:Lk/ TN < //n
Xx1=aicosP-a,senP, PB=al/2 N y ‘\\\_/);,
| r ‘_ 0"—/2
X, = a; sen B +a; cos B N |V
N ) Nl 1
X3 = a3 T LT
|7 f ‘ i
O gradiente da deformacao F e o tensor das N ¥ - N | /"
deformagdes C sdo agora \ v N jy
cosB —senf 0 1 0 0 N /) N /
[Fl=|senp cosp 0|, [cI={0 1 of,
0 0 1 0 0 1 T ) R | 1 | R
AN . S/ a2 L N S X2
tratando-se portanto de uma deformacdo rigida. / /
1 X1

Figura 4-12 - Deformagdo rigida — rotagéo em torno de a;

Os exemplos mostram também porque razdo o gradiente da deformacdo F ndo é uma medida adequada de
deformacgdo, embora caraterize completamente a deformacgao na vizinhanga de um ponto do corpo: quando na
deformacao rigida 8 varia, F varia igualmente enquanto que C se mantém igual ao tensor identidade I.
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4.8 Conceito elementar de deformacao e ordem de grandeza em estruturas comuns em
Engenharia

O conceito elementar de deformacdo é conhecido e quantifica, independentemente do seu comprimento ou
forma geométrica, o alongamento (ou compressao) de um corpo.

Considere uma barra com comprimento inicial L que aumentou o comprimento de 2. A sua deformacédo média
é dada por

€ = varia¢cdo de comprimento da barra / comprimento inicial =€ / L.

A deformacdo de estruturas utilizadas em engenharia é em geral mais complexa que a situa¢do anterior e é
necessario definir, como estamos a fazer neste capitulo, um método geral de analisar deformacdes. Antes de
relacionar as novas medidas de deformagdo com o conceito elementar e notando que € é uma grandeza
adimensional, vamos estabelecer, através de um exemplo, a sua ordem de grandeza em estruturas tipicas de
engenharia.

Analisemos uma estrutura relativamente flexivel, cuja deformacdo se vé a olho nu, a asa de um avido. Tomemos
como exemplo o Airbus A380 (Figura 4-14), cuja asa tem um comprimento de aproximadamente 40 m (a
envergadura do A380 é 80 m), espessura média de t=0.5 m e altura ao solo de 6 m, ver Figura 4-13.

Devido ao seu peso proprio a asa deforma-se: as fibras da parte superior da asa alongam e as inferiores
encurtam. Admitindo que a asa se deforma com uma curvatura constante até tocar no solo, as equacdes a
resolver para determinar o raio R da circumferencia descrita pela fibra média da asa s3o:

R(1-cosB)=6m, RO=40m, comoresultado 8 = 0.3 rad (=17°) e R= 130m.

Figura 4-14 Modelo A380, disponivel em

R https://grabcad.com/library/a380-qantas-1
o R Airbus A380
Seating: 555 /71
(max 840) Yy
Internal cabin ? /;‘,;"
width: 658m __/ /" 788m
Figura 4-13 — Deformagdo da asa de um A 380 ? ;7 |/, /,/';/,.’
Y ;.| M '
": —_—
~ (. . . == 1\ TN \f\
A deformagdo maxima ocorre nas fibras superiores da Eb\ '\\'\.\ A\
asa, cujo comprimento inicial é L=R 0 e que aumentam TN\ \\\{
0 seu comprimento de & = (t/2 + R) 6 - R 6. A sua m& %
deformaco é € = (t/2)/R=0.25 m / 130 m ~ 0.002. \»-\j-\_.‘ -
I A
L 73m 7 P
261m — gy
b~ _ g
| Crmr =

Figura 4-15 - Dimensées exteriores do Airbus A380
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As deformacgbes em estruturas de engenharia sdo em geral bastante pequenas e exprimem-se em percentagens
(0.002=0.2%) para diminuir confusdes com casas decimais. Note-se que um grande deslocamento (de 6 m na
extremidade da asa) corresponde a uma pequena deformacéao (0.2%).

O valor de deformacdo encontrado é tipico de estruturas de engenharia onde se utilizam materiais tais como
metais, ceramicas ou madeira. Embora as forcas aplicadas possam ser elevadas, as deformacdes raramente
ultrapassam 1%. Alids, se numa estrutura comum as deformacdes fossem superiores, os materiais de que sdo
fabricadas poderiam quebrar ou ficar com deformacgdes permanentes.

Com base nos valores (pequenos) tipicos da deformacdo em estruturas de engenharia, introduzem-se
simplificagdes no tensor C (cujas componentes sdo, tal como €, adimensionais), definindo-se tensores de
deformacgdo aproximados conhecidos por tensores das deformacdes infinitesimais.

4.9 Tensor das deformacoes E e tensores das deformagoes infinitesimais € e e

Partindo da definicdo de deslocamento, escrevemos

f(a)=a+u(a), F(a)=VF(a)=1+Vu(a),

ficando o tensor C a ser dado por
C=FF=1+Vu+Vu +Vu' Vu. (4.45)
Introduzimos o tensor das deformacdes E definido por
E=%(C-1)=%(Vu+Vu' +Vu' Vu), (4.46)
gue se anula se a deformacdo do corpo for rigida. Em notacdo indicial,
Eij =% (Cji - 6;5) =% (Qu; /0a; + Ou; /da; + Auk /da; duy/da;).

Outro tensor que agora introduzimos é o tensor € definido por

€=%(Vu+Vu), (4.47)

denominado tensor das deformagdes infinitesimais. Em notacdo indicial e por extenso temos

g;j =% (0u; /0a; + du; /0a),

12wy dugy 1 duy | duy

aul/ aal 2 da, 0da; 2 daz da,
e du,  duy 1 ,0u, . Ouj
[E] “ |2 Yoa, + aaz) auZ/ aaz 2 “0aj 632)
1 ,0uz , O0uy 1 ,0uz , Ou,
2(631 633) 2 “0da, 0Oaz au3/aa3

Nota-se que, em comparag¢do com o tensor E, faltam os termos com quadrados e produtos dos componentes
do gradiente do deslocamento e que as componentes dependem linearmente das derivadas dos deslocamentos.

O tensor das deformacGes infinitesimais ndo é uma medida exacta de deformacdo mas, se todos os
componentes do gradiente do deslocamento forem pequenos, isto é, se | du;/ daj| << 1, é uma boa aproximagao:
se g é da ordem de 0.001 ou inferior, a aproximacao despreza este valor em comparagao com a unidade.

Uma consequéncia do gradiente do deslocamento ser pequeno é que é indiferente calcular as derivadas dos
deslocamentos relativamente as coordenadas iniciais a dos pontos do corpo ou as coordenadas finais x, pois,
para a mesma ordem de aproximagao, ou; / 0a; = du; / Ox;.
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Considere-se entdo outro tensor, e = gj, igualmente denominado tensor das deformagdes infinitesimais,
definido por:

€j = Pz (dui / OXJ' + an / dxi)
Por extenso,
1 ,0uq; , Ou, 1 ,0u; , Oug

2 0x, 0xq 2 Ox3  0xq

1 ,0u, | dug
8u2/8xz E 6_)(3 0_)(2 ,

du, / 0x4
1 ,0u,  OJuy

2 ox; 0x,

1 6u3 6u1 1 BU3 6u2
2 6X1 + 6X3) 2 (6X2 + 6X3) au3/ 6X3

[e] =

e em notacdo direta,

e=%(Vyu+V,u'). (4.48)

Em conclusao verifica-se que, para a mesma ordem de aproximacao,

eij = Eij = E'J (449)

A vantagem dos tensores das deformacGes infinitesimais é que, sendo lineares nos componentes do
deslocamento u(a), permitem que as teorias que os utilizam sejam teorias lineares, que aplicam técnicas de
analise linear na resolucdo de problemas, menos complexas que as técnicas ndo lineares.

4.10 Tensor das deformagoes infinitesimais: interpretagdao geomeétrica

Considere o segmento que liga o ponto a de coordenadas (a1, a;, as) ao ponto de coordenadas (a; + &¢, a,, a3)
(Figura 4-16). Este segmento é paralelo ao eixo a; e tem de comprimento &¢. Depois da deformagdo os pontos a

e a + Ol «, movem-se para as suas posi¢coes deformadas, sendo os vetores deslocamento de ambos os pontos

A Ous,
a, a1+ Ja Q

|
|
|
|
i
Q |
|
|
|
|
1

a4

du
a; aty ap+d ¢ a1+u1+d£(1+a_a1)
1

Figura 4-16— Deformagbes normais ou extensoes.

u(a) = (ui(ay, az, as), uz(ay, @z, a3), us(ay, @z, asz)) e

u(@+ 8 e/) = (ur(art 8, az, az), uz(ar+ &, az, as), us(art &, ay, as)).

Na hipdtese dos componentes do gradiente do deslocamento serem pequenos, isto é, se |du; /daj|<< 1, o
comprimento do segmento na posicdo deformada é aproximadamente igual ao comprimento da sua projecdo
na dire¢do a;. Note-se que as derivadas du,/0a; e dus/da; em (a1, a2, a3), pequenas por hipdtese, ddo a rotagio
do segmento que estamos a considerar.

Draft 3- 4-11-2020 Pag. 103



TECNICO . Al Al .
W LISBOA Departamento de Engenharia Mecanica Mecénica dos Sélidos 2020/2021

A diferenca dos deslocamentos das extremidades do segmento da a variacdo de comprimento do segmento e,
a menos de um erro de ordem superior a primeira,

Ul(a1, dy, 33) - U1(a1+ 6@, dy, 33) = 0uy /da1 80 = €11 6L

Portanto €11 dd aproximadamente a variagdao de comprimento por unidade de comprimento de um segmento
inicialmente orientado na direcdo a;. Para €, e €33 a interpretacdo é semelhante nas direc¢Ges iniciais
correspondentes. Estes componentes do tensor das deformacdes infinitesimais com indices iguais também se
chamam deformagGes normais ou extensdes e generalizam o conceito de deformacdo lembrado na sec¢do 4.14
ao caso de deformacdo pontual.

Para interpretar os termos fora da diagonal da matriz do tensor das pequenas deformacdes, consideremos dois
segmentos, um orientado na direcdo a; e comprimento &/, e outro na dire¢do a, e comprimento 8¢, (Figura
4-17).

Depois da deformacgdo o segmento paralelo a a; perde o paralelismo se du,/da; = 8; # 0 e, da mesma forma, a
mudanca 6 da dire¢do do segmento paralelo a a, é dada aproximadamente por du;/0da.

A componente €1, = €1 = 1/2(duy / 0a; + du, / 0a;) dd metade da variacdo do angulo de dois segmentos
inicialmente orientados nas dire¢des de a; e a,. Com €13 e €3 a interpretacdo é semelhante. A estas componentes
chamam-se deformacées de corte ou distorcoes.

Para as diferentes componentes (normais e de corte) formarem um tensor é necessario afetar as componentes
de corte do fator .

Figura 4-17 — Deformacgdes de corte ou distorgoes.

Para determinar a extensdo direta numa dire¢do dada pelo vetor unitario n = (n3, ny, n3), calcula-se

en=(N)"€n, gn=¢gjnin; (4.50)

Para determinar a distor¢do (metade da variacdo do angulo) entre duas dire¢Ges perpendiculares entre si, dadas
pelos vetores unitarios n' e n?, calcula-se

E12 - (nl)T € n2' E12 = Eij nil an. (451)

Estas duas formulas tém origem nas leis de transformacdo dos tensores de segunda ordem por rota¢do do
referencial. Para o tensor das deformagdes infinitesimais ejj as expressdes sdao semelhantes.

Em conclusdo, os tensores de deformagdo infinitesimal generalizam o conceito elementar de deformacdo
lembrado na seccdo 4.8, permitindo analisar o estado de deformagdao num ponto em corpos com geometria
complexa sujeitos a deformacgdes infinitesimais ndo homogéneas.
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4.10.1 Exemplo

A deformacdo designada torg¢do pura (4.33) tem o campo de deslocamentos dado por
ui(ay, @z, a3)=ar(cosp—1)—azsenPB, PB=0aa;s
ux(a1, @2, as) =arsen B +az (cosB—1)
us(ay, az a3) =0

em que a representa o angulo de torg¢ao por unidade de comprimento do cilindro. O tensor de deformagdo E é
dado por

0 0 —a, o
[E] =% 0 0 a; o
—aza a;a (af+a3)a?

Para pequenos angulos de torg¢do por unidade de comprimento a,

U1(a1, dy, 33) =—0 das
uz(a1, @z, a3) = a az as,

o tensor das deformacdes infinitesimal € vem dado por

1 du du 1 du du
aul/aal al+a_2 61+a_3
1.9 a oo 1 aa3 aa1 0 0 -2«
u u u u
[g] =|= —2 1 auz/ aaz aaz 633) =% 0 0 a;
1.9 a 1,0 a —aa a;a 0
l ( “3 ul 2 (%Ms 4 Uz dus/ das
2 632 633

e é aproximadamente igual a E. Na Figura 4-18 estd representada uma deformacdo de torgdo pura para a

pequeno.
., a3 . X3
//\’\7 ; //\\‘
\\//J
1
N |V
T 1) f
\ |/ - >
. i
N //J
N ~ //)
AN /,/’J
N aj
{1

Figura 4-18 — Deformagdo infinitesimal de torg¢do pura
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4.11 Deslocamentos infinitesimais rigidos

Consideremos uma deformagdo em que o gradiente do deslocamento é pequeno, |du; / 0aj|<< 1. Quando a
deformacdo é rigida, C=1,Exe=g=0 e, por (4.47),

Vu+Vu'=0 e Vu=-Vu'". (4.52)

O gradiente do deslocamento de um deslocamento infinitesimal rigido é, portanto, antissimétrico.

Mostra-se que um deslocamento infinitesimal rigido verifica qualquer das condicdes equivalentes seguintes:

i) utem aformau(a) =t+ W aem que W é um tensor antissimétrico e t uma translagao. (4.53)
i) Vu(a) é constante e antissimétrico em cada ponto a do corpo. (4.54)
iii) €(a) = 0 em cada ponto a do corpo. (4.55)

As condicbes anteriores mostram que Vu = W e utilizando a relacdo entre tensores antissimétricos e vetores
duais, pode-se escrever o campo de deslocamentos na forma

u(@)=t+wxa. (4.56)

em que w é o vetor associado ao tensor antissimétrico W.

4.11.1 Exemplo

Como exemplo, considere a deformacdo rigida (rotacdo em torno de as) ndo necessariamente infinitesimal,
representada na Figura 4-2.

X1=a1cos0O-a;senb,

X2 =aisen B+ a,cosb,

X3 = a3/
ou, em notacdo tensorial,
cos® —senO O
x=Ra, [RlI=]|sen® cos® 0f,
0 0 1

Para esta deformacdo F=R,C=F F=R"R =1, e E = 0. Mas os tensores e e € ndo sdo nulos nem permanecem
constantes durante esta deformacao pois

cosf—1 0 0
[e] = 0 cosB—1 0|,

0 0 1

confirmando que estes tensores ndo podem ser uma medida exata de deformac¢do. No entanto as componentes
de e e £ sdo quantidades de segunda ordem no angulo 6 que podem ser desprezadas para pequenas rotagoes.
O tensor W para pequenas rotac¢oes é dado por

0 -0 0
[W]=[6 0 0].
0 0 O
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4.12 Volume do corpo na regiao deformada

O volume do corpo C depois da deformacdo f, com gradiente de deformacao F, é dado por

Vol(f(C)) = Jc) dVx = Jc det V(a) dVa. = [c det F(a) dVa. (4.57)

Na férmula anterior, que ndo é sendo a férmula para mudanca de variaveis em integrais multiplos, dVx e dVa sdo
os elementos de volume nas regides deformada e de referencia. Localmente teremos

de / dVa = det F(a)

Se a deformacao f for isocdrica,
Vol(f(C)) = Vol(C) e det F = 1. (4.58)

As deformagdes homogéneas de corte simples e corte puro sdo deformacgdes isocéricas. A deformacao nao
homogénea de torcdo pura é igualmente uma deformacao isocérica.

Quando os componentes do gradiente do deslocamento sdo pequenos, isto é quando|du;/ daj|<< 1,
detF=1+0u;/dai=1+-¢s;. (4.59)

A quantidade €; é o traco do tensor das deformacodes infinitesimais € e mede, para deformacgdes infinitesimais,
a variagdo de volume por unidade de volume de um elemento de volume na vizinhanga de um ponto.

4.13 Tensor das deformacgdes infinitesimais em coordenadas cilindricas

Em varias situagdes é vantajoso trabalhar em coordenadas curvilineas. Nesta sec¢do vamos estabelecer as
expressdes dos componentes do tensor das deformacgdes infinitesimais em coordenadas cilindricas, recorrendo
diretamente a sua definicdo geométrica. Recordamos que os componentes de deformag¢do normal, ou
extensdes, representam variagdes de comprimento de segmentos por unidade de comprimento, enquanto as
componentes de corte, ou distorcGes, representam metade da variacdo de um angulo reto.

Consideremos uma deformacdo que leva um ponto de coordenadas cilindricas R, ©, Z na regido de referencia a
posicdo final em coordenadas cilindricas r, 8, z. O campo de deslocamentos é u = (ur, Us, U,).

O deslocamento na dire¢do radial, ur, vai dar origem a duas parcelas de deformagdo. Da Figura 4-19 temos que

err = (ur + (dur /0r)dr —ur) / dr = du /0r. (4.60)

—_— -

5
/ ur+%—Lr”dr

Ur

e b

\ ’

\

\ /

P
ol V. _

Figura 4-19 — Deformagdo radial, uy.
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Da mesma figura observa-se que um deslocamento radial de um elemento circunferencial causa um
alongamento nesse elemento e, portanto, uma deformacdo na direcdo 6. O elemento ab, com comprimento
inicial r d© desloca-se para a’b’ ficando com comprimento (r + u,) d6. A deformacédo tangencial devido a esse
deslocamento radial é

e =(r+u)dd—rdB)/rdd=u./r. (4.61)

Na Figura 4-20 vé-se que o deslocamento tangencial ug da origem a uma deformacao direta tangencial igual a

€e0(2) = (Us + (QUg / 08) dB - ug) / r dO = due / r 06. (4.62)

Figura 4-20 — Deformagdo tangencial, us
A deformacdo ego € a soma dessas duas parcelas,
€00 = €00 (1) + €op(2) = Ur / r+ Aug / r 06. (4.63)

A deformagdo na diregdo axial é dada por, como no caso de coordenadas cartesianas,

e, =0u,/ 0z (4.64)

A deformacdo de corte e € igual a metade do angulo (c’a’b’ — c a b) como se vé na Figura 4-21. Dela retiramos

que

e="%(0u /roB+0ug/Ar-ug/r). (4.65)

Figura 4-21 — Deformagdo de corte, &9
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A primeira parcela vem da variagdo no deslocamento radial na direcdo 6; a segunda da variagdo do

deslocamento tangencial na direcao radial; a ultima parcela vem da rotacao do elemento como corpo rigido em
torno da origem.

Os termos restantes e,r e e, sdo estabelecidos a partir da Figura 4-22 e da Figura 4-23.

ex=%(0ur/0zdz/dz+0du,/ordr/dr)= % (du,/ 0z + du,/ dr) (4.66)
e0=%(0u,/06d0/rdO+9dus/dzdz/dz)= % (0u,/r o0 + dues / 0z) (4.67)
auz
3t dr
R :__——7
L /
II /
/
S |u.ll _ _/—+ adur
- u‘r— * 0z dZ
dz
Z
Figura 4-22 — Deformagdo de corte, &zr
duz
36 de
/ /
o Il /
L 1L Vou
Ug 0z
dz
Z

Figura 4-23 — Deformagdo de corte, &z

Por extenso, o tensor das deformacgdes infinitesimais em coordenadas polares vem

1 ,0u du u 1 ,0u du
du,/ or (& Mo oy 1 QU Jugy
€r € ©rz 2 ‘roo ar r 2 0z ar
1 ,0u du u 1 ,0u du
=|e e eg, |l ==L 4 206 28 1 Oug , Ouz
[e] [Or 06 Gz] >GCae T o0 r) u./r + dug/rod >G5, +r09)' (4.68)
€xr €20 €32 1 0y, aur) 1 ,9u; , dug ou /aZ
2 0r @ 0z 2'roe 9z z

4.13.1 Exemplo

Voltemos ao exemplo de deformacdo de torcdo pura (4.33), definida em coordenadas cilindricas por

r=R, 6=0+a7 z

I
N

No caso de pequenos angulos de tor¢do por unidade de comprimento, a << 1,

u=r—-R=0, uwu=R(0O-0)=RazZ u,=z-72=0,
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e o tensor das deformacgdes infinitesimais € vem
0
0 0 <=Ra
[ei] = 2 .
1
0 “Ra 0
2
As Unicas componentes ndo nulas sao €g; = €6 = %2 R a, valor que é metade do angulo entre a posicao

deformada de uma linha na diregdo axial distante R do eixo do cilindro e a dire¢do axial (variagdo do angulo
entre segmentos com direcGes axial e tangencial antes da deformacdo).

4.14 Alongamentos e deformagoes principais e diregdes principais

Voltemos a expressao (4.25) que nos dd, no ponto a, a orientacdo final n* dum segmento elementar que sofre
um alongamento A e cuja direcdo inicial era n?:

n*=X!F(a) n®

O gradiente de deformacdo F pode ser decomposto no produto R U em que R é uma rotacdo e U um tensor
simétrico e positivo definido. Qual a orientacdao de um segmento elementar devido a U? Da expressdo anterior

uU(a) n® =A n*.
Se a orientacdo final do segmento for igual a inicial, n? =n*e

U(@)n®=An? ou (U=AD)n*=0. (4.69)

Portanto, no caso em que a orientagao final do segmento é igual a inicial, A € um valor principal de U e n® uma
direcdo principal de U. Como U é simétrico e positivo definido os seus valores principais sdo reais e positivos e
designados por alongamentos principais A1, A2 € A3 com A1 2 A; 2 As. Igualmente existem trés dire¢Ges principais
ortogonais entre si, n'?, n? e n*, Gnicamente determinadas se os valores principais forem distintos, que sdo
as diregdes principais de U.

Se os eixos coordenados coincidirem com as dire¢des principais de U, a matriz dos componentes escreve-se

A 00

[Ug] = [ 0 A, O ] (4.70)
0 0 A3

e concluimos que a deformacgdo F = R U consiste em trés alongamentos (extensdes) de grandeza Ay, A; € A3

segundo as dire¢des n?, n?® e n*, respetivamente, seguidas de uma rotacdo R.

Se a deformacao F for homogénea, U e R sdo tensores constantes e os alongamentos e dire¢des principais sdo
uniformes no corpo. No caso geral de uma deformacdo ndo homogénea os alongamentos principais e as
dire¢Ges principais sdo fungao de posicdo, bem como o tensor R.

Como o tensor das deformacdes de Cauchy Green C=U?e E =% (C—1), as direcdes principais de C e E
coincidem com as de U e os valores proprios sdo A% e % (A?—1), i = 1,2,3, respetivamente.
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Pode ser dada outra interpretacdo aos alongamentos principais e dire¢des principais. Da férmula para o
calculo dos alongamentos (4.31),

)\2 = (na)T Cn?= Cij nai naj,
podemos determinar as direcdes n em que o alongamento nesse ponto é maximo ou minimo, juntamente com

a condicdo n; n; = 1. Mostra-se que esses valores extremos sdo dados pelas solu¢des do problema de valores
préprios

(Cij -\ 5ij) n; = 0. (4.71)

As direcdes n? para as quais A2 é extremo s3o duas das direcdes principais de C e os valores correspondentes de
A% s30 os valores préprios maximo e minimo de C, designados por A;% e As?.

Quando o gradiente do deslocamento é pequeno e se utilizam os tensores das deformagdes infinitesimais ej =
€ij, 0 problema de valores préprios é dado por

(ej—e Sij) n; = 0. (472)

0 que permite determinar as deformacdes principais ei, e; e e; e direcbes principais. Essas deformacdes tém os
valores maximos e minimos do estado de deformacao (infinitesimal) no ponto e, nas dire¢ées em que ocorrem,
nado ha distorgdes.

Saliente-se que as deformagdes normais (ou extensées) dos tensores das deformacgdes infinitesimais tém o
significado e interpretacdao geométrica ja referida: representam a variacdo de comprimento por unidade de
comprimento de um segmento inicialmente orientado na diregdo principal correspondente. Por se tratar de
uma direcdo principal, a orientacdo final desse segmento coincide com a sua direcdo inicial, pois a distorcdo é
nula.

No caso plano, em que uma das deformagdes principais é nula, pode-se fazer a representa¢do do estado de
deformacdo no circulo de Mohr.

4.15 Exemplos de Deformagao

4.15.1 Exemplo 4.1 — Deformacgdo de corte simples.

Uma deformagdo homogénea da forma (ver figura) via
2
X1=ai+yay X2=ay Xx3=as, y=1g o,
0
é chamada deformacdo de corte simples. Para esta deformagao calcule: 1 -
7
/ /
a) AsmatrizesF, CeE; /’ ,’
b) As normais as faces inclinadas de um cubo deformado. / / a1
c) Osvalores e diregdes principais de E. Que relagdo pode estabelecer com 1 U =

a deformacao do problema seguinte?
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Resolucdo
azalzazza3lyo 100t y ol [t v o
a) F=F="-|% % g 1 0 C=FF=|y 1 0/0 1 0|=|y 1+y ©
Oa, | Oa, Oa, Oa,
! 0 0 1 0O 0 1|0 0 1 0 0 1
Ox; Ox; OX,
Oa, 0Oa, O0Oa,
1 vy o0]f1 00 0 y O
1 1 1
Tensor das deformacdes E:E(C_I):E y 1+y*> 0|-|0 1 O =>|7 ¥ 0
0 0 1 0 0 1 0O 0 O
b) As normais as faces inclinadas tém como componentes: la,
]
n=(cosB,-sinH,0) [~
11— -7
/ /
l, .""I
/ / n/;e
1 81

c¢) Usando o circulo de Mohr para as deformacgées no plano “xy”, sabendo que a direcdo “z” é dire¢do principal:

a, |
2
| = AEyy /
I ' xymax Y %
- ©
- G LN
X(0,-1/2y) Y(1/2y2 +1/27) ExEy
'
Obtemos
el a (1 2]2{1 Jz_ 1, 2_\/Y4+2Y2_Y\/Y2+2
! 4y 2! 8Y 4 8 2\ 2
Y y2+2 Y yz+2
E,=C+R==¢"+< E,=0 E,=C-R==¢y"-L
! TN T2 2 3 VT2
a, | Y
21 g, o4
~
- - 2
tan(Zep): = =— Op:—arctan —
2 15, 1, v Y
SV T, —y
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Note-se que se usarmos grandes extensdes ndo estamos num caso de corte puro (E11=0, E»#0, e portanto a
extensdo normal média ndo é nula).

Contudo, se considerarmos deformacgdes infinitesimais (y “pequeno”), entdo o termo E;»=1/2 y2 é desprezavel
(por ser de ordem superior) e temos uma deformacgao de corte puro.

4.15.2 Exemplo 4.2 — Deformagdo de corte.
Uma deformac¢do homogénea da forma

X1 =(1+ 6) ai, X2 = (1 - 5) ay, X3 = a3z, &> 0,

é uma deformacdo de corte simples. Para esta deformacao r 1
calcule: : 1 1 : a,
| —
. u

As matrizes F, C e E; ! O I

a) AsmatrizesF, CeE; A I Y

b) O tensor das deformagdes infinitesimais €;
c) Calcule arazdo de volumes antes e depois da deformacao.

d) Represente este estado de deformagdo no circulo de -1
Mohr.
Resolucdo

; Zal Zaz 233 146 0 0

a) F=Zi_| 2 X% P _| 5 1.5 o
Oa, |0da, Oa, Oa,

! 0 0 1
| 0a, Oa, Oa, |

2
1+5 0 o1+ o o] [(2+3) 0 0
C=F'F=| 0 1-8 0|l 0 1-5 0|=| 0 (1-8) ©
o o0 1]lo o0 1 0 0o 1

Tensor das deformacdes

2

(1+48) 0 0lr1 0 0 5426 0 0
E:l(c—l):l 0 (1—6)2 0|-|0 1 0 - 0 5°-28 0=
2 2 2
0 01

0 0o 1 0 0 o0
8(8+2) 0 0
E=—-| 0 3(8-2) o
0 0o 0

b) deslocamentos: v=u,=x,—a,=(-3)a,

W=u,=X;—a,=0
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Tensor das deformacgGes infinitesimais

26 0 O 5 O

0
. bu,
e M) g s ol=lo =5 o
2( 0a; Oa ) 2
o o ol o o

c) Arazdo entre o volume final (V) e o volume inicial (Vo) é dada por

Vv

—=detF=(1+3)x(1-8)=1-5".

VO

Conclui-se assim que esta deformacao nao é a volume constante. Se a deformacao for infinitesimal, 6 << 1
e pode-se utilizar a formula tr € = (V — Vo) / Vo para determinar a variagdo de volume por unidade de volume,

gue, nestas condicGes é nula.

d) Ocirculo de Mohr desta deformacao é

\:

Xy

4.15.3 Exemplo 4.3 — Deformacgao de corte puro.

Uma deformacdo homogénea da forma VA a

X1=631, X2 = 1/6 dy, X3 = a3, 6>1,

é chamada deformacao de corte puro. Para esta deformacao
calcule:

r—=——T7-771

a) As matrizesF, CeE;

b) Desenhe o cubo unitario-1<a;<1,-1<a;<1,-1<as3<1],
na posi¢cdo deformada. -1

c) Por que razdo se chama a esta deformacdo de corte puro?

d) Calcule a razdo de volumes antes e depois da deformacao

Resolucao
Oa, Oa, Oa, 6 0 O
a) Fop =20 06 061 1
aaj Oa, Oa, Oa, o
ox, Ox oxg | (0001
Oa, Oa, Oa,
& 0 of|[68 o o] |8 o0 O
T 1 1
C=F'F=|0 = 0//0 = 0l=/0 = ©
I} o 3
0 0 1//0 0 1 0O 0 1
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2 2
) 0 O 10 0 6" -1 0 0
- 1 1 1 1
Tensor das deformacgdes E=E(C—I)=E 0 8_2 0o(-|0 1 O =E 0 -1 0
0 0 1 001 0 0 0
b)
i
a,
1
/|
| |
— i
Ao ——r—= o
/ 1)
17 /
az 1
u=u, =x,—a, =(8-1)a,
1
c) deslocamentos: V=u,=X,—a, :(g—ljaz
W=u,=x,—a,=0
Tensor das deformacGes infinitesimais
2(6-1) 0 0] [86-1 0 0
~ou,
et u, M1 o[ 1o1) ol=] o [i-1] o
2(0a; Oa ) 2 5 o
0 0 0 0 0 0
Tomem-se como exemplos
[5-1 0 o| [01 0 0
0.1 0 0 0.1 0 0
1 1
§=11. €=| 0 (g—1j o|=| 0 (Ti_lj 0|=| 0 -0.(09) O|~| 0 -01 0
' 0 0 0 0O 0 O
0 o o] |o 0 0
[6-1 0 o] [o.01 0 0
0.01 0 0 0.01 0 0
1 1
6=101: e=| 0 (——1} o|=| O (——1} 0O|=| 0 -0.0099) O|~| O -0.01 O
o 1.01
0 0 0 0 0 0
| o o o] | o0 0 0

daqui se conclui que, em pequenas deformagdes, se trata de corte puro, basta fazer o circulo de Mohr (ver

o problema anterior) para o verificar.

\Y 1
d) A razdo de volumes é dada por —=detF :6ng1:1 . Esta deformacao é a volume constante.

0
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4.15.4 Exemplo 4.4 - Campo de deslocamentos

a) Obtenha os deslocamentos e as deformagdes para os casos a), b) e ¢)
b) Obtenhas as deformagbes quando ¢,,¢,,0,¢ sdo quantidades infinitesimais.

i i i
\" 82 \ 32 82
e ¢
o |
|
%2 ! i
1 t 1 7 /
' / /
: o
/ y =)
oo Lt - / =
&1 _—-l_..._u 1 u 1 u
a) b) c)
Resolucdo
a)
caso a)
x,=(1-¢,)a,

posic¢oes finais:

deslocamentos:

Deformacgdes
Oa, Oa,

1
Exx =7 % +
2\ Oa,

1( 2 1 2
w=—|—€ —g +(-¢ +0)=—8 +—¢
2 1 1 ( 1) 1 2 1

1( du, Ouy,
Ei=2| —+—+
2{ Oa; Oa,

au,
0Oa,

Oa, Oa, Oa, Oa,

m

_1fou, 0u, O0u0u 0Ou 0y | o _1f v Ov
2\ 0a, ©Oa, Oa, 0a, Oa, Oa, " 2| oa,
1 2\ 1,
E(s +e,+0+(¢ ))—82+282
_l ai %4_%%4_%% <E au
Y 2\ 0a, @a, Oa, da, Oa, Oa, W oa,
%(0+0+ g, )x0+¢g,+0x(g,))=0

0a,

ou

] <:>Exx :E(Q-F—
2

0a,

ov

0Oa,

ov

"oa,

+
Oa, Oa,

J<:> E;= %(ui’j +u, + uk,iuk,j)

ou du Ou v ov 8v
0Oa, aa

Ou Ou Ov ov
+—t
Oa, 0a, O0a, Oa,

6u ou

Ou  ov ov 6v
8a Oa, Oa, aa
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Caso b)

Sugestdo para obter as posicoes deformadas: analisar os pontos iniciais (0,0), (1,0), (0,1) e verificar as suas

X, =(cos0)a, +(sin0O)a

posicdes finais. ! ( ) ! ( ) :
x, =(sin®)a, +(cosH)a,

u

u, =(cos6—1)a, +(sinB)a,
deslocamentos:
v=u, =(sin6)a, +(cos6—1)a,

Deformacgdes:
1 aui auj auk auk 1

Bi=c| —t—t—— — & Eij=—(uij+uji+ukiukj)
2 aaj Oa.  Oa aaj o\ . iV,
1 1

Ew =2 ﬂ+ﬂ+ﬂﬂ+ﬂa—v =(cose—1)+—[(cose—1)2+sin29}:0
2\ 0a, Oa, 0Oa, Oa, Oa, Oa, 2

Eyy :1 ﬁq—a—v_ﬁﬂﬂ_kﬂﬂ :(C059—1)+1|:Sin2 e+(COSG—1)2:|:O
2 aaz aaz aaz 832 aaz 632 2

Exy:1 ﬂJfﬁ LLNCLINCLRE =l(sin6+sin9+(cose—l)sin6+sin9(cose—1)):cosesine
2\ 0a, 0Oa, 0Oa, Oa, Oa, Oa,

Caso c)

x, =(cos@)a, +(sing)a,

Posicdes deformadas:
x, =(—sing)a, +(cos¢)a,

u=(cosp—1)a, +(sing)a,
v=(—sing)a, +(cosp—1)a,

deslocamentos:

Deformacgdes:
1( Ou. auj 8uk auk 1
== — = Ei.:—<ui.+u,i+ukiuk4)
] 2 aaj 8ai aai aaj ] 2 i B ) 9
Exx :1 ﬂ—i—ﬂ ﬂﬂ ﬁﬂ :(COS(P_1)+1|:(COS(|)—1)2+sin2 (P:|:0
2\ 0a, Oa, 0Oa, Oa, Oa, Oa, 2
2\ O0a, 0Oa, Oa,0a, Oa, Oa, 2
1( Ou oOv Ou Ou Ov ov 1
E =—| —+—+——+—— |=—(singp—sinp+(cosp—1)sing—sinp(cosp—1))=0
o i oo aso-)ina-sofceso-)
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b) Quando as quantidades sdo pequenas: sinO~0 cosO~1 g’ ~0
Caso a) Caso b) Caso c)
Exx = _81 Exx = Exx =
EYY = 82 EVY = EYV =
E, =0 E, = E,, =0

4.15.5 Exemplo 4.5 - Deslocamentos e deformagdes

Uma deformacgdo é dada por x=(a,+ya,)e,+(a,+va,)e,+a,e,

a) Obter o campo de deslocamentos

b) ObterF,C Eec. Fazer y=2e y =107e compararEe €.

c) A deformacdo é homogénea? E rigida? E fisicamente possivel? Justifique as respostas.

d) Obter os valores e vetores proprios de F.

e) Representar C e E no referencial principal de F.

f) Considere um quadrado unitdrio. Calcular a variagcdo de comprimento da diagonal do quadrado.
g) Avariagdo de angulo entre dois lados do quadrado.

Resolucdo
a) Deslocamentos: u=x-a
Ya,
u, =a, +vya,—a, =va, u,=a,+ya,—a,=va, u,=a,—a,=0 u=-<ya,
0
b) Gradiente da deformagao
0 08 0| g 1y ol[1 y o] [149 2y
ox, |Ox, Ox, Ox, T 2
F=Ff=—=|— — —1|=|vy 1 0 C=FF=|y 1 Ofy 1 =l 2y 1+y° O
Oa, |0a, 0Oa, Oa,
! 0 01 0 0 1|0 O 0 0 1
| Oa, Oa, Oa, |
1+y> 2y o0| [1 0 O 2y
1 1 1
Tensor das deformacdes E:E(C_I):E 2y 1+y*> 0|-|0 1 © =3 2y 7’
0 0 1 0 0 1 0

0 2y

N e 1(du, Ou | 1
Tensor das deformacgdes infinitesimais e=—| —+—|=—|2y O
2{ Oa; Oa 2 0
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(4 4 0 0 4 0
1
y=2 E==|4 4 0 e=> 4 00
0 0O 0 0O
Para - . s - s
10 2x10° O 0 2x10° O
-3 1 -3 -6 1 -3
y=10 E:E 2x10 10 0 EZE 2x10 0 0
0 0 0 0 0 0
c) A deformagdo é homogénea pois F é constante
A deformacdo é rigida se E=0 => esta deformagdo ndo é rigida
A deformacao é fisicamente possivel se det F >0:
1 v O
detF=det|y 1 0|=1-9 1-y*>0 =N -1<y<1
0 0 1
d) Valores proéprios de F
1-» v
[F-2[=0 2N y 1-2 0 [=0 &  (1-1)-y*(1-1)=0
0 0 1-A\
1-A=0v (1-1) -y’ =0
A=1 v (1—k)=iy<:>k=1+yvk=1—y
A =1+y
Admitindo ¥ >0 : A, =1
Ay=1-y
Vetores préprios:
para A, =1+7y
1-(1+vy) Y 0 | n,
[F-2,1]{n} ={0} = y 1-(1+y) 0 n, ;={0} =
0 0 1-(1+y) ||,
-y v 0 |[n 0 - n =1/2 5
n,=n 2
y —y 0 [{n,+=40 < 4—yn, +yn, =0 {1 02 n,=1/\2 <n :7(1 1 0)
n, =
0 0 —y||n 0 -yn, =0 ? n,=0
para ,=1  ovetor préprio n°=(0 0 1)

o terceiro vetor préprio pode ser obtido por:
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2 2 2 2 2
n® =n xn®=£ -~ 0= £ —£ 0 =£{1 -1 0}
2 2 2 2 2
0 0 1
1+y 0 O
e) O tensor F representado no referencial das suas dire¢des principaisé F=| 0 1 0
0 0 1-y
14y 0 0 |[1+y 0 O (1+y)" ©
C=FF=| 0 1 O 0o 1 o=l 0 1 o0
0 0 1-vy 0 0 1-vy 0 0 (1_Y)2
(1+y) o o0 0 Y'+2y 0 0
1
=Z(C-1)= 0 1 0o |- 0 =5 0 0 O
0o 0 (1-y) 1 0 0 v-2
ﬂa2
D c
1 o
f) A diagonal é representada pela dire¢do nAczT(l 1 0) e a
2 4 1 1
A R

A variacdo de comprimento numa dada direcdo é dada pela expressdo (4.11), ou pela expressao:

2 2y 0 1 242
(dfx)z—(dﬁa)z T 5 Y Y 1 1 Y+ 'i( ]
~————~~ =n -2E-n—T{1 1 o}— 2y ¥* 0 T 1 =5{1 1 0fq2y+y° p=v"+2y
(d°) o o o|Y?|o 0

em que d/* =comprimento final, d/°=comprimento inicial

X 2
EdfoizznT-ZE-n+1=y2+2y+1 =S d€*=«/5x/vz+27+1
dl

Alternativamente, calculamos a posi¢do deformada dos pontos A e C para obter a distancia:

Como (dE°)=\/5 obtém-se

a, +vya, 0 a, +vya, 1+y
Xy =138, +7a, =40 Xc=14a, +va, =31+7y
a, 0,00) 0 a, 110 0
1+y
Xy —Xc=91+y |)~<A—>~(C|=\/ 1+y 1+y \/2 1+y = \[y +2y+1
0
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g) O angulo entre ABe AD é:

v 2y 0]f0 2y
2
d)N((AB).d)N((AD):dg(AB).dg(AD)+d§(AB).ZE.d§(AD):0+[1 0 0]E 2y 'YZ oll1 :[1 0 0] y2 =2y
0O 0 o0jlo 0
se dx for infinitesimal, temos dx=Fda
1 y 0|1 1 1 y 00 Y
Assim dx*¥=|y 1 ofl0|=|y e dx*”=|y 1 o|l1]=|1
0 0 1fl0 0 0 0 140 0
Y
dx*@edx™ =[1 v 0]l 1|=2y
0

Calculando o produto interno pela outra forma, temos:

dx ) o) :‘dX(AB)HdX(AD)‘COSO:«/1+'Y2«/’YZ +1cosG:(1+y2)cose = cos0= 1?2
Y

4.15.6 Exemplo 4.6 - Deformagdo numa placa fina (do 12 Teste 2015)

Uma placa circular fina é sujeita a uma deformagdo x(a,,a,)=R,U, a, em que

ij ik
cos® —senO A O
R, = u, = , A>0
' |sen® cosO ! 0 A

a) Determine o campo de deslocamentos

b) Determine o tensor das deformagoes

c) Se A =1 verifique se a deformacdo é de corpo rigido

d) Em que condi¢des, com A =1, é que esta deformac3o é considerada
uma deformacdo infinitesimal?
E quando A #1? Justifique.

e) Determine a extensao infinitesimal no ponto (1,1) na diregéo (1,0).

Resolucao:

a) u=x-a

( )=R, U cos® —senB||A O0]]a, AcosO® —AsenB ||a,
x.(a,,a,)=R. U a = =

ol TR sen® cos® || 00 A la, Asen® AcosH ||a,

LcosO-1 —Asend |[a, (Acos®—1)a, +(—Asenb)a,
ui(al,az)zg—gz =
Asen®  AcosO-1 (hsenB)a, +(AcosO—1)a,

4,
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b) Gradiente da Deformacgao

ox, |0da, Oa, Acos® —Asen®
- ”_c’iaj_ Ox, O, | Asen® rcos6
Oa, Oa,

CFFo Acos® AsenO|[Acos® —isenO| |A* 0

>~ | -Asen® AcosO| Asen® ArcosO | |0 A2

Tensor da Deformacao
1 (/2> o] [1 o]} 1/2*-1 o©
2" 2(lo A*| |0 1|] 2] 0o A’-1

c) Se A =1 obtemos E=0 pelo que a deformacdo é rigida.

d) Quando A =1 adeformacdo é infinitesimal se 6 for pequeno
quando A #1 a deformagdo é infinitesimal se O for pequeno e
Ax1

e) A extensao infinitesimal é dada por

8:ds—dso _n egen

ds, -
1( ou, Oy, AcosO-1 0
em que g=—| —+— |=
2( Oa; Oa 0 Acos6-1

Sendo a extensdo infinitesimal pode-se também admitir que cos6~1

e portanto
1( ou, Oy, A-1 0

& == —+t—|= n=(1,0)
2( 0a; Oa 0 A-1

_ds—ds,
ds,

=n"egen=[1 oﬂkgl k?;H;}zﬁ OH?;1}=X—1

Notas:

- esta extensdo é independente do ponto considerado;

- no tensor E, o termo A°—1 pode ser decomposto em

A* —1=(r—-1)(A+1). Como para deformagdes infinitesimais se tera

deter A=1, entdo otermo (k+1) ~2 de onde se pode verificar ¢ =E
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4.15.7 Exemplo 4.7-Tensores das deformagoes (adaptado da recuperacao do 12 teste 2015)
Uma placa fina quadrada de lado unitério é sujeita a uma deformacao x; (a1, a2), i = 1, 2 definida por:

x1=Aar+ya x2=6 az emqueA>1,y>0,0<6<1
a) Apenas para esta alinea do problema dé valores as constantes A, y e 6 que verifiquem as condi¢des do

enunciado. Desenhe a placa depois da deformacao;
b) Determine o campo de deslocamentos;
c) Determine o tensor das deformacdes e o tensor das deformaces infinitesimais;
d) Em gue condigdes esta deformacdo é considerada uma deformacao infinitesimal? Justifique.

e) Determine a extensdo de corte infinitesimal no ponto (1, 1, 0) segundo as direcGes dos vetores (1, 1, 0) e

(1; '110)-
Resolucdo
a) Admitir, por exemplo, A =2,y =1, §=1/2 A
via
2
1
D C
~ 1 am .
A deformagdo vem x, =2a, +a, X, ==—a, +~ |b C
2 //
/ 1 al
A B U B
b) Campo de deslocamentos  u, =x, —a, =(A—1)a, +va, u, =x,—a, =(8-1)a,
1{ 6u. Ou, ou, 6
c) Tensor das deformagdes E; =— N T T R
2 Oa; 0Oa Oa, Oa
1( 0 0 ou, 0 ou, 0 1
Y KAL) NS W ST
2\ 0a, Oa, Oa, Oa, Oa, Oa, 2
1( 0 0 ou, 0 ou, 0 1
€ =3[ Qo SO 00| (5oa)y 2y (o1
2\ 0a, Oa, O0a, 0a, Oa, Oa, 2
1(0 0 ou, 0 ou, 0 1 1
E,=-| oy S S T Ty < E,==[v+0+(A-1)y+0]==(y1)
2\ 0a, O0Oa, O0Oa, Oa, Oa, Oa, 2 2
Tensor das Pequenas deformacdes
1( 6u  Ou, 0 0 1(0 0 1
8”.:— i—{——J 811: u1 :(}\‘_1) SZZZi:(S_l) 8122— i_i_i ==y
2{ 0a; Oa 0Oa, Oa, 2{0ca, 0a, ) 2
d) Para se poder considerar pequenas deformagdes os tensores E e e terdo de ser préximos, ou seja:
ou., ou. 6Uj 1 2
— <1 ——%0 E,re, ©=(A-1) 20 A=1 E,~Ee, <Ar1
0a, Oa, Oa 2

E,, &, @—[yz+(6—1)2}z0<:>y2+(8—1)2 ~0A~0Ad~1
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e) A partir da expressdo ¢_,. :y“’T"e: n"¥ e, n*", considerando apenas o

plano XY (em ZZ é tudo nulo)

1 1 A-1 —y
(AB):_( ) (mo) _ 1 3 _
n, 11 n, (1 -1) e,
V2 V2 -y 0-1
1 1
A-1 = h—1—=
Y corte _ . (AB) (AD) _ 1 zy 1 1 _1 ZY
EER Ly ~ GRS I 5120 Y
2 57 51|21 EY+1_8

Ycorte 1
Leote _ 2 (3 -5 =15
o= (-8) ey

note-se que o tensor e é independente do ponto considerado.

4.15.8 Exemplo 4.8—- Variacdo de comprimento de segmentos (pequenas deformagodes).

Seja ABCD um quadrado unitario no plano x,y. ABCD faz parte de um corpo que esta sujeito a um estado de
pequenas deformacdes uniforme em todo o corpo. O tensor das pequenas deformacdes é dado por:

x1073

o - N
N O W

1
[e]=]2
3

Qual a variacdo de comprimento dos segmentos AC e AE?

4.15.9 Exemplo 4.9- Estado de deformag¢dao nao homogéneo.
Uma placa quadrada -1 < x< 1, -1 <y < 1 é sujeita a uma deformacéao tal que o campo de deslocamentos é
descrito por:

ur=o(x>+y?),u=Bxy,us=0.

a) Determine as componentes do tensor das deformagdes em (x,y).
b) Determine as tensdes principais no ponto (0,0). Admita que as constantes a, B sdo muito pequenas.

4.15.10 Exemplo 4.10- Rotacao de corpo rigido.

Considere a deformacgdo x=R a, em que a,
cos® -senf O

[Ru]: sen® cos® O % i
0 0 1

a) Verifique que se trata de uma deformacdo rigida L a,
b) Obtenha os tensores € e e. Conclua que estes tensores
nao podem ser uma medida exata da deformacao. a
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4.15.11 Exemplo 4.11- Deformag¢ao num tubo.

Um tubo de aco com comprimento L=5m, raio de 30cm e espessura de parede 5mm, é esticado axialmente
0.001m, expandido 0.001cm no diametro e torcido 1°. Obter o tensor das deformacgdes no tubo.

Resolucdo:
du,  0.001
u=—>=-z= z
L 5
) 0.001
Em coordenadas cilindricas, o campo de deslocamentos é ur=—rr= 20 r
r-0
0 1°
uezxrz=—rz=—rz
As componentes de deformacgao sdo:
du,  0.001 u 10u, 0.001 du, 0.001
8":—: 866__+__: 821:_:
or 30 r r oo 30 0z 5
1(10u  Ou, u 1 1°  1°
€o=—| ——+—--"2|==|0+—z-—z |=0
2\r 06 oOr r 2 5 5
1(0 0 1
o= S Ze |=2(0+0)=0
2\ 0z oOr 2
. 1 16u2+6ue —1(O+ r)—lor
©““5\v 0 ez ) 20 T 10
Notas:

- mesmo que s exista ur, temos ¢,, #0!

- 0 angulo de tor¢do devera ser convertido para radianos
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