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Justifique todas as respostas

1. Considere a seguinte colec¢ao de subconjuntos de R

fz{[n,n+2[}

nez

Seja 7 a topologia em R gerada por .¥.

(a) Determine uma base para 7.
Sol. Intersecgoes de elementos da subbase: B = {[n,n + 1[, [n,n + 2[}nez. Também estd
correcto {[n,n + 1[},ez pois [n,n +2[ = [n,n+1[ U [n+1,n+ 2.
(b) Determine o interior de A = |—1, 1[ na topologia 7.
Sol. Int A = [0, 1[, que é o tnico elemento da base contido em A.
(c) Descreva a topologia de subespago induzida por 7 em A, = [n,n + 1[ < R.
Sol. {Un A, :Ue T} ={J,A,}: Topologia indiscreta.

(d) Mostre que {A,}nez sdo as componentes conexas de R com a topologia .7 .

Sol Sao conexos pois tém a topologia indiscreta, sdo abertos, e sao fechados pois R\A4,, =
Uk»n Ak Alternativamente: sdo conexos, abertos e formam uma partigao de R.

(e) Seja f: R — R definida por f(z) = 1sex = 0e f(zr) = 0se z < 0. Decida se f é
ou nao continua em x = 0, em que R tem a topologia .7 tanto no dominio como no
conjunto de chegada.

Sol. Uma base de vizinhancas de f(0) é {[1,2[}. Se V = [1,2[ tomamos U = [0, 1] € %.
Entao f(U) = {1} < V.

2. Considere os subespacos de R?:
A={zyeR 2’ +y* >4}  B={(z,y)eR*: (z-1)*+4* =1}

(a) Mostre que existe uma retraccio por deformacao de A para {(z,y) € R? : 22 + 4 = 4}
Sol. H(u,t) = ti+ (1 —t)r(d) em que r(4) = 2d/|d].
(b) Calcule os grupos fundamentais de A e de A U B.
Sol. A é homotopicamente equivalente a S' logo tem grupo fundamental Z. A u B é
homotopicamente equivalente ao oito logo m; = Z * Z (tal como é dito na questao 6b)
(c) Calcule o grupo fundamental de B x P?
Sol. Z x Z/s.

3. Seja p: R — S definida por p(z) = (cos(27z),sen(27z)) seja a: I — Re f: 1 — S!
definidos por

a(t) =cos(nt) —1eR e pB(t) = (cos(27rt3), Sen(27rt3)) e st

(a) Determine o levantamento de  com inicio em (1) = —2.
Sol. B(t) = p(t3) logo os levantamentos de 3 sdo da forma B(t) = 3 + k. com k € Z.

B(0) = —2 logo B(t) = t3 — 2.

(b) Justifique que o caminho « é homotopico a um caminho v: I — R da forma ~(t) = nt
e determine n.

Sol. R é convexo e a(0) = v(0). Basta por isso que (1) = (1) ou seja n = —2.



(c) Qual o elemento do grupo fundamental 71 (S*, (1,0)) = Z representado pelo caminho
(poa)*f?

Sol. @ é um levantamento de p o o e como a(l) = B(0), o » # é um levantamento de
(poa)*f. Como (a*3)(0) = a(0) = 0, o elemento do grupo fundamental representado

por (po )+ B é dado por (o 3)(1) = B(1) = —1.
4. Considere a acgdo f: Z x R > R de Z em R definida por f(n,z) =n + x.

(a) Mostre que esta acgao é propriamente descontinua.
Sol. Para qualquer x tomamos U, = ]x — %, T+ %[ Entao para n # 0:
nUy) nUp=In+z—3tn+z+3[n]z-32+3[=0

(b) Mostre, usando os resultados sobre ac¢oes propriamente descontinuas e revestimentos,
que m1(R/Z, [0]) = Z.

Sol. Aut(R) = Z e Aut(R) = m(R/Z,[0])/I, = m1(R/Z, [0]) pois R é simplesmente conexo.

(c) Mostre que R/Z é homeomorfo a S'. Sugestdo: qualquer revestimento é uma funcio
aberta, e como tal, é um quociente.

Sol. Seja p: R — S! o revestimento usual. p é aberto porque é um homeomorfismo local,
logo é um quociente pois se p~1(U) é aberto, p(p~1(U)) = U é também aberto. Como
p é um quociente, S' =~ R/~ em que z ~ y < p(r) = p(y) = v —y € Z. Esta é
precisamente a relacao de equivaléncia induzida pela acgao de Z logo R/~ = R/Z.

5. Seja X a superficie obtida como quociente dum poligono com esquema de etiquetas
abeda=te o 1d L.

(a) Calcule o grupo fundamental e a homologia de X.

Sol. Ha trés vértices no quociente. O quociente A da fronteira do poligono tem grupo funda-
mental ZZ gerado por {abc,da™'}. O gerador de m(S") tem imagem em m(A) dada
por abeda~tc tb~td~! = (abc)(da=')(abe) " (da=!)~! pelo que o grupo fundamental
de X é gerador por abc e da~! com uma relagao (abc)(da=1)(abc)~(da=1)~! = 1. Este
grupo é Z x Z que ja é abeliano logo a homologia é também H; = m = Z x Z.

(b) Identifique a superficie X #P? (a soma conexa de X com IP?), de acordo com o Teorema
de classificagao de superficies.

Sol. Sabendo a homologia sabemos a superficie: X é o toro logo T?#P? = PH#P#P.



6. Considere o revestimento p: £ — B da figua oito ilustrado na figura:

ai

em que a imagem dos pontos x; é z e as linhas a; e b; sao enviadas para a e b, respectivamente,
preservando as orientagoes.

(a)
Sol.
(b)

Sol.

Sol.

(d)
Sol.

Qual o levantamento do caminho a * b * @ com inicio em x17

as * by xaq.

Recorde que 71 (B, x) = Z * Z com geradores a e b. Descreva a accao de m(B,x) em
-1

P ().

p~Y(z) = {z1,72}. Os levantamentos do caminho a com inicio em x1 e em x5 sdo

respectivamente as e aj logo
a a
x1 — az(l) = x9 e x9g —> a1(l) = a3

Os levantamentos do caminho b com inicio em 1 e em x5 sao respectivamente by e by
logo

I L bg(l) = T2 e T2 L bl(l) =T
Mostre que 71 (F, x1) é isomorfo a Z * Z * Z e indique 3 geradores. Breves justificagoes
esbocandos os conjuntos sao suficientes.
Escrevemos E como unido de 3 abertos homotopicamente equivalentes a S' com todas
as interseccoes simplesmente conexas. Exemplo de geradores: {agbg 1, asby, agal}.
Determine o estabilizador I, de z;.
I, = p(mi(E,21)). Como py é injectivo, I, = Z » Z » Z com geradores py(asby ') =

ab~", px(azbi) = ab e py(azar) = a®.



