Fisica estatistica
A distribuicao de equilibrio de um gas rarefeito: conjunto

microcandnico e o método da distribuicio mais provavel

MEFT, IST
"“A realidade nem sempre é provavel”

Jorge Luis Borges
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Equilibrio e interacgoes moleculares

o A distribuicao de Maxwell-Boltzmann é independente da
forma das interacgGes moleculares (!)

o A distribuicdo maxwelliana tem um caracter “universal”

= Se estivermos apenas interessados nas propriedades de
equilibrio, deve ser possivel obter a distribuicio sem referir
explicitamente as interacgdes moleculares!

e Resultado final: se escolhermos um estado do gas de entre
todos os estados possiveis compativeis com as restricoes
macroscépicas, a probabilidade de escolhermos uma
distribuicao maxwelliana é muito maior que a de escolhermos
uma outra distribuic3o.
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O sistema em estudo

Como anteriormente, o sistema em estudo é:

e Um gds com N particulas num recipiente de volume V' de
paredes perfeitamente reflectoras.

o O recipiente é suficientemente pesado para poder ser
considerado estaciondrio (ndo h3 transferéncia de energia
cinética entre o gds e o recipiente).

o Se houver forcas exteriores, sdo conservativas e independentes
do tempo.

e A energia do sistema é entdo constante e independente do
tempo.

u]
o)

I

i
it
)
»
Q



Conjunto microcandnico

Usamos a ideia de conjunto estatistico de Gibbs.

e Assumimos que no equilibrio é igualmente provavel encontrar
o sistema em qualquer estado compativel com as
especificacdes macroscépicas (equiprobabilidade a priori)

= A fungdo densidade (p) é constante em toda a regido acesivel
do espaco de fase I'.

e O sistema tem energia entre E e E + AE, com AE < E.

e O ensemble é uma distribuicdo uniforme de pontos
representativos na regido do espaco de fase delimitada pelas
superficies E e E + AE e pelos limites do recipiente: conjunto
microcandnico.

o Os pontos representativos nunca deixam esta regido e a
distribuicdo move-se como um fluido incompressivel,
mantendo a densidade constante (teorema de Liouville)

=] F

it

S
yel
Q



Funcao de distribuicao

Consideremos uma funcdo de distribuicdo arbitraria do gés.
e Temos moléculas de um (nico tipo.

e Cada molécula esta confinada a uma regiao finita do espaco
14, j& que os valores de p e g estdo restringidos pelas
condi¢cOes macroscopicas.

e Um ponto no espago u da a especificagcdo exacta do estado de
uma molécula.

e Para a aplicagdo da estatistica, interessa-nos passar a
descrigcdo continua, conhecendo as vérias pequenas regioes
possiveis para as suas coordenadas e momentos.
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Células e nimeros de ocupacao

e Cobrimos a regido finita do espaco p acessivel com células,
que sdo elementos de volume

w=dpd3q

numerados de 1 a K (com K — 00) e com o mesmo tamanho.
O estado duma molécula é especificado indicando em que
célula do espa¢o p se encontra o ponto que a representa.

= A func¢3o de distribuicdo é definida especificando os niimeros

de ocupacio, ou seja, quantas moléculas n; se encontram em
cada célula i.

e Uma distribuicdo arbitrdria é definida pelo conjunto dos
nimeros de ocupagdo, {n;}.
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Funcao de distribuicao

K

e Os nimeros de ocupacgdo satisfazem as restrigdes

K
n;p = N Ze;n,- =F

e ¢; é a energia de uma molécula na célula /,

2
P
" 2m
o A hipétese de um gés rarefeito corresponde unicamente a
condicdo > €inj = E.

e O valor da fungdo de distribuicdo na célula i, f;, é



Conjunto microcandnico: distribuicao de equilibrio

o A expressdo anterior da a funcdo de distribuicdo de um
sistema compativel com as condi¢cdes macroscépicas, i.e., de
um dos elementos do ensemble.

= A distribuicdo de equilibrio é o valor médio de f; no conjunto
microcandnico!
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o Notas:
~ Ea expressado ja utilizada na hierarquia,
fi_(21) = Nfd22...dsz(1’... ’N)

~ E atribuido o mesmo peso a todos os sistemas satisfazendo (1)

[p = cte se a energia estiver entre E e E+ AE, p =0 caso
contrario];

e A média no ensemble é dificil de calcular...
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Espaco 1 e espaco de fase

O estado do sistema é representado por um ponto no espaco
de fase (I')... ou por N pontos no espaco .

Podemos dividir o espago I em elementos de volume

WiWs - - WN

O estado do sistema é definido (aproximadamente) dizendo
em que regido do espaco de fase [ se encontra o ponto
representativo do sistema: definir o estado do sistema
determina univocamente f!

Mas ha varias regides distintas do espaco de fase
correspondendo a funcdo de distribuicdo: conhecer f n3o nos
dé o estado do sistemal

Exemplo: trocar as posicoes de duas moléculas corresponde a
mover o ponto representativo do sistema no espaco de fase,

mas n3o altera a func3do de distribuicdo...
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A distribuicao mais provavel

e Uma funcdo de distribuicao f n3o corresponde a um ponto no
espaco de fase, mas a um volume, que designamos por volume
ocupado por f.

= Assumimos que a funcdo de distribuicao de equilibrio é a
fungdo de distribuicdo mais provavel, ou seja, a que ocupa
maior volume no espaco de fase I'!

O plano é mesmo esse:
1) escolhemos uma distribui¢do arbitraria (definindo {n;});

i) calculamos o volume que ocupa (contando o nimero de
sistemas no ensemble que tém esses nlimeros de ocupacao;

i) variamos a fung¢&o de distribuicdo (os ndmeros de ocupagdo)
até maximizar o volume.



Volume no espaco de fase

o Q{n;}: volume no espaco I' ocupado pela fungio de
distribui¢do correspondente a {n;}

* Q{n;} é proporcional ao nimero de formas de distribuir N
moléculas distinguiveis pelas K células, com n; moléculas na

célula i,

N!
2{ni} o< nitno! -+ gl

e Tirando o logaritmo,

K
log Q{n;} = log N! — Z log n;! + const.
i=1

e Assumimos que N e os vdrios n; sdo muito grandes =
férmula de Stirling, log N! ~ Nlog N — N.
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Maximizando

o Fica entdo (3 ; ni = N),

K
log Q{n;} ~ Nlog N — Z n;jlog n; + const.
i=1
de Lagrange:

o Para maximizar Q{n;} usamos o método dos multiplicadores

— Queremos maximizar f(xy,
gl(Xl’ :

“++,Xp), sujeita as restricdes
Xn) =0 e gxi,
— Temos que impdr

’Xn):O

Vf=aVg + Vg
of

of _ %8 08
8X,' - 8X,'

0x;

onde « e 3 sdo os multiplicadores de Lagrange (constantes a
determinar).
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Maximizando  (cont.)

o Neste caso,

K
f(nl, .. ,nK) = |ogQ{n,-} = Nlog N — Z n; log n; 4+ const
i=1

K
gi(m, - k)= _nj—N
i=1

K
g(n, - ,nk) = Zﬁini —E
i=1
* Vem

—(lognj +1) = a+ Be;  (nj = ;)
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Maximizando €2: a distribuicao de Maxwell-Boltzmann!

Iogﬁ,' = —a—/Be,'— 1
ni = exp (—a — fe; — 1)

o A funcdo de distribuicdo mais provavel é

fi=Cexp (—pBei)

— Escrevendo f; = f(5;), vemos que f(p) é a distribuicio de
Maxwell-Boltzmann (para pp = 0) !

e As constantes C e [ determinam-se como anteriormente
(normaliza¢do a densidade e energia média ou temperatura)

e O extremo encontrado é um maximo =
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A distribuicao muito provavel?

Sabemos que a distribuicdo de Maxwell-Boltzmann, quando temos
muitas particulas, € a distribuicdo mais provavel. Quio mais
provavel???

Muitissimo mais provavel!
o A probabilidade de ocorréncia de uma funcao de distribuicdo
{n,-} é
Q{ni}
> oy 2}

onde o somatdrio se faz sobre todos os possiveis niimeros de
ocupagdo {n;} satisfazendo (1).

P{ni} =

o A probabilidade de encontrar o sistema na distribuicdo de
Maxwell-Boltzmann é P{n;}... =



Flutuacoes

for préximo de um).

Tentemos estimar a probabilidade de ter uma distribuicao de
Maxwell-Boltzmann (a estimativa é um calculo exacto se este valor

o A média no ensemble de n; é

() = >ty NiSnj}
e Z{nj} Q{n;}

o Para efeitos de calculo definimos

Q{n;} x N

: n_ n nK
n1!n2!---nk!g1 & &
onde deixamos g; — 1 no fim do célculo.
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Relacdo de (n?) com (n;)

¢ Resulta que

0
) =815, |l | St
&i o=
J

¢ O desvio em relacdo a média pode ser caracterizado pelo
desvio quadrético médio (n;2) — (n;)?
o Simplificando a notaco,

(n2) = 200 _ g (a2 29)




Relacdo de (n?) com (n;)

L4 Temos, sucessivamente

0 1 0
2\ _ .

sasag 29) 5 ( g, 2"
= g -ilo ZQ _,_(L ._ZQ>2
_g'(?g; g'ag,' g Zleag;

0

= gia_g<ni> + (n;)?

]



Ultimos passos!

e Se tivéssemos partido da expressdo com os g; (que vamos
fazer — 1 na derivacdo da distribuicdo mais provavel,
teriamos obtido 71; = gjexp(—a — fe;j — 1)

o Se as flutuagcdes forem grandes, i1; pode ser muito diferente de
(n;). Mas se forem pequenas ((n.2) — (n;)? < (n;)?),
devemos ter i; ~ (n;)

o Substituindo, e fazendo g; — 1, temos,

(ni?) = (n))? = n;

J() - (o~ G

— Como 7j/N < 1, o termo do lado direito tendo para zero
quando se aumenta o niimero de particulas!
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A distribuicao muitissimo provavel =

= A probabilidade P{n;} tem um pico muito estreito para
{ni} = {ni}!
— n;/N difere de Ai;/N um nimero da ordem de 1/v/N
o As distribuicdes dentro do pico sdo distribuicdes
“essencialmente” de maxwellianas (s3o fisicamente
indistinguiveis da distribuicdo maxwelliana exacta).

o Se escolhermos ao acaso um estado do gas compativel com as
condigdes macroscopicas, € quase certo que vamos escolher
uma distribuicdo de Maxwell-Boltzmann!
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Consideracoes finais

e Se prepararmos o gas num estado arbitrario, é quase certo que
evolui para uma maxwelliana... se houver interac¢Ges entre as
particulas!

e N3o temos informac3o sobre o tempo que o sistema leva a
evoluir para o equilibrio.

¢ N3o temos informagdo se se atinge o equilibrio.

¢ N3o eliminamos a possibilidade de afastamentos do equilibrio,
depois deste ter sido atingido = as leis da termodindmica
(pelo menos deste ponto de vista) ndo sdo rigorosamente
verdadeiras, “apenas’ muitissimo provaveis.

o Como tratar um gas com varias espécies de particulas???
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Consideragdes finais (cont.)

Temos duas derivacdes independentes da distribuicao de
Maxwell-Boltzmann!

o Método da distribuicdo mais provavel:
+ ilustra claramente a natureza estatistica da distribuicao de
Maxwell-Boltzmann;
— s6 descreve o equilibrio.

e Equacdo de transporte de Boltzmann:
+ descreve a evolucdo para o equilibrio, pelo que pode ser
usada fora do equilibrio;
— é menos geral do que o método da distribuicido mais
provavel.
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Distribuicao de Maxwell-Boltzmann

Sistema homogéneo, com duas células de igual energia, nos casos
N =10e N = 100. Esta representada a densidade de probabilidade
em funcdo da fraccdo de particulas na célula do lado esquerdo.
Confirmar a dimens3o da largura a meia altura (~ 1/v/N)!

25 T T T T =

05
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Distribuicao de Maxwell-Boltzmann

Exemplo: 5 niveis equidistantes. N = 50.

o
S Acaora S Asatora
05| o —— Bolizmamn —— Botgmann
08|
4l

o5 1 15 2 25 35 35

05 1 185 2 25 3 a8

Eo = 0, E1 =0.1 eV, E2 =0.2 eV, E3 =0.3 eV, E4 =0.4eV.
E(Tot) = N E; (ie, (E) por particula é E;)
o &



Distribuicdo de Maxwell-Boltzmann (cont.)

Exemplo: 5 niveis equidistantes. N = 100.

o Aeatora
—— Bolzman
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Distribuicdo de Maxwell-Boltzmann (cont.)

Exemplo: 5 niveis equidistantes. N = 100.




Distribuicdo de Maxwell-Boltzmann (cont.)

Exemplo: 5 niveis equidistantes
° EO = 0, E1 =0.1 eV, E2 =0.2 eV, E3 =0.3 eV, E4 =0.4eV.
o E(Tot) = N« E; (ie, (E) por particula é E)

o A temperatura correspondente da distribuicdo é T = 205 K

N=4| N=20| N=50 | N=100 | Boltzmann
no/N | 0.429 0.452 0.457 0.458 0.459
m/N | 0.268 0.267 0.263 0.262 0.261
np/N | 0.171 0.153 0.150 0.149 0.148
n3/N | 0.086 0.084 0.084 0.084 0.084
ng/N | 0.029 0.044 0.046 0.047 0.048
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