Fisica estatistica

A distribuicao de equilibrio de um gas rarefeito: teorema H e

distribuicao de Boltzmann

MEFT, IST

Every phase of evolution commences by being in a state of unstable force and
proceeds through organization to equilibrium.”
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Em busca da distribuicao de equilibrio

Func3o de distribuicao de equilibrio: é a solucao da equagao de
quando t — oo.

Boltzmann independente do tempo = forma limite da distribuicdo

» Supomos (para ja) que n3o ha forgas exteriores.

o Consideramos que f é independente de 7, f = f(p, t).
e Chamamos fy a distribuicdo de equilibrio.

fo satisfaz a equacdo de Boltzmann estaciondria e homogénea sem
forcas exteriores, i.e.,
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Uma (ébvia) condigdo suficiente

Uma condicdo suficiente para o anular do integral de colisdo é

fo(Py)o(BY) — fo(P1)fo(P2) = O

sendo (p1, p2) — (P, B,') qualquer colisdo possivel (o # 0).
15 P2

e Serd esta uma condi¢cdo também uma condi¢cdo necessaria?

Se for, a distribui¢do de equilibrio fy(p) é independente dos
detalhes da secgdo eficaz de colisdo (6, ¢) (1)
E a resposta é... sim! =



O teorema H de Boltzmann

Teorema H:

Seja H(t) = [d3pf(p,t)log f(p,t). Se f satisfaz a
equacdo de Boltzmann, ent3o

dH
— <
dt 0

(1)

Demonstracao

dH 3 |Of 10f
—t—/dp[alogf+f>< (?E)]
[ @20

T [1+log f(p, )]



O teorema H de Boltzmann (cont.)

Notas:

ic3 4ri of _ g 9H —
= A condi¢do necessaria para 5; =0¢é 7 =0

o Pelo caminho iremos mostrar que 4 = 0 é 0 mesmo que

dt
fo(py")fo(Pa") — fo(p1)fo(p2) =0
Regressando ao teorema H:

o Em cada instante, f(p, t) satisfaz

% _ /d3p2 dQ go(0',) (£'6' — if)
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O teorema H de Boltzmann (cont.)

Substituindo 2 6t na expressio de < dt,

dH

/d3p1 d*p2 d |7 — il o(0, ') (' — i) (1 + log fy)

O integral é invariante se trocarmos p; com p», pois o é invariante
para trocas deste tipo:

dH

/d3p1 d*p2 d 7 — Vil o(0, ') (' — B (1+ log )

Fazendo a semi-soma das duas equagdes, o termo do lado direito
pode escrever-se

1
5 [ o1 d® |5l o0 ) (676 - 6A) [2-+ log(AF)]
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O teorema H de Boltzmann (cont.)

O integral é invariante na troca (p1, p2) <> (P, p,), pois para
cada colisao hd uma colisdo inversa com a mesma seccdo eficaz:
1

2 / d3P1’ d3P2, dQ2 |‘71/ - ‘72,| a(0,¢) (f2f1 - lefll) [2 + |°g(f1/fz,)]

duas equagdes,

Como numa colis3o eldstica d®py d3py = d°p,’ d3p,,
|V, — /| = |h — | e 0(Q2) = o('), fazendo a semi-soma das
dH(t) 1

dt 4

/d3p1 d3p2 dQI ’\71 — \72| 0'(9 , P )X

x (H'fy" — hh) [log(fifs) —log(f,'H")] <0 (1)



O teorema H de Boltzmann (cont.)

Na decurso da demonstracdo verificdmos que:

o = 0sse fo(5)fo(B) — fo(P1)fo(p2) = 0.
e para qualquer distribuicdo inicial (g, t),

Num detestavel habito de procrastinar, deixamos a andlise do
teorema H e da irreversibilidade para mais tarde =

—

Queremos agora saber qual a forma de fy(p)

Nota: ver o exercicio 1 do exame de 11/6,/2012
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Distribuicao de Maxwell-Boltzmann

Sabemos que fy(p) satisfaz

fo(P1)fo(P2) = fo(py)o(5y)

Tirando o logaritmo de ambos os lados,
log[fo(p1)] + log[fo(P2)] = log[fo(py)] + log[fo(5)]

o A equagdo é verdadeira para qualquer colisio (1,2) — (1/,2')!
— E uma equacdo de conservacio!

= log[fo(p)] é uma combinag3o linear das grandezas
independentes x(p) que se conservam numa colis3o.

» As quantidades x(p) sdo a energia, cada uma das trés
componentes do momento, e uma constante.
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Distribui¢do de equilibrio (cont.)

Assim

log[fo(P)] =

—A(F—po)* + B
f(p) = Cexp [—A(p — po)?]
A, C e pp sdo 5 constantes arbitrarias (e B

= log C).
As constantes obtém-se a partir das propriedades do sistema
¢ Normalizag3do a densidade

/d3PCeXP AP — po)’] = C/d3p exp (—Ap%)

()"

~ A>0,eC=n(HY2

[m]

=



Determinacao das constantes: momento médio

¢ O momento médio de uma molécula do gas é

[ dPppf(p)
P =T dp (p)

® = ¢ [ @pper [-AG- )]

C L .
= ;/d3p (P + Po) exp (—Ap?) = po

= Temos que considerar pp = 0 se o gds ndo tiver movimento de
translacdo como um todo.



Determinacao das constantes: energia média

¢ O energia média de uma molécula do gas é

2 —
= (E) = J &°p 55 /()
[ d*pfo(p)
Pondo pp =0
p?
€= g/d3 2mexp( Ap2)
~ 2nC
~ nm

4 3C 23/21
dp p exp( Ap) 4nm (A> A
— A= e C=n(:

4mme

4me !

)3/2

[m]

=



O que é a energia média €7

Tentemos relacionar a energia média ¢ com grandezas
macroscoépicas, encontrando a equagao de estado correspondente a
funcdo de distribuicdo de equilibrio.

o A pressdo é a forca média por unidade de area exercida pelo
gas numa superficie perfeitamente reflectora.

o Se considerarmos uma superficie perpendicular ao eixo dos xx,
sé as moléculas com momento p, > 0 colidem com a
superficie.

e Em cada colisdo uma molécula transfere uma quantidade de
movimento 2py.

O ndmero de moléculas com momento no elemento d3p (com
dpx centrado no em py, = mvy) reflectidas por unidade de
tempo e por unidade de drea é v, dn = v, fo(p)d3p (se vy > 0).
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€, pressao e a equacao de estado

e Para um gds com momento médio nulo, a pressdo é entdo

P—/ d3p2vaxﬁ>(ﬁ)=/d3pvaxﬂ>(ﬁ)
vy >0

2

2

2
d*p L exp (—Ap®) = Zne
m
Esta é a equagdo de estado!

c c
= E/d:“ppxzexp (—Ap?) = 3—m/d3pp2exp (—Ap?)

e Mas experimentalmente conhecemos a equacdo de estado dos
gases perfeitos!

P = nkT

3
€=3




Distribuicao de Maxwell-Boltzmann

» Assumindo (baseados na experiéncia) que T ¢ independente
de pp, substituindo todos os resultados,

fo(p) =

2mkT

que ¢ a distribuicdo de Maxwell-Boltzmann ou maxwelliana.

n (5 — o)’
rmkT)32 &P |~

Nota: ver os exercicios 1.e) dos exames de 11/6/2014 e de
1/6/2015



Distribuicao de Maxwell-Boltzmann

e Se pp =0, f depende apenas do médulo de p. A velocidade
mais provdvel corresponde ao maximo de 4mp?f(p)

2kT
=\
e A velocidade média é
(I7]) = fdp47rp2vfb(p) _ 8kT
~ [dpanpfe(p) N mm
o A velocidade quadratica média é

\/7 \/f dp4rp’v2fo(p) _

3kT
[ dp4npfo(p)

m



Distribuicao de Maxwell-Boltzmann

100°K
g ‘ 7
= o
3 \ 200°K
% g ’ ..'/ o
o 3 . 400°K
B —§ R oy ‘\/
%é & S " AN
_E ‘."/ N S
: o R
3 . -

velocity ——=

Molecular Speed

u]
o)

1

n
it
)
»
i)



Slide de bénus: evolugdo para o equilibrio

Serd que um gds evolui mesmo para a distribuicdo de
Maxwell-Boltzmann?77?

o Argon: Vmp(100K) =~ 200 m/s , vip(500K) =~ 450 m/s ,
Vimp(1000K) = 650 m/s.

e Simulacdo 3-D: os circulos maiores correspondem a dtomos
mais préximos.

e O histograma n3o é “instantdneo”, é uma média no tempo
(ver exemplo com duas particulas).

o Seguir também a velocidade de uma particula.

“Clicar” no url: http://www.sas.upenn.edu/rappegroup/
education/MB/MBjava.html
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Distribuicao de equilibrio num campo exterior

Se tivermos um gés rarefeito sujeito a uma forca exterior
conservativa, F = —V¢(r):

* Mantendo a ideia de anular o integral de colisdo log[f (7, p)]
conservam,

tem que ser uma combinac3o linear das quantidades que se

p?
OBlF (7] = o)+ (1) 5 5(7) | £+ 6(0)

o Esta expressao traduz um equilibrio local: anula o integral de
(“streaming”). ..

colisdo, mas n3o necessariamente os termos do lado esquerdo

e ...que se anulam se « = 0 e a e 8 forem independentes de r.



Distribuicdo de equilibrio num campo exterior (cont.)

No caso @ =0 (i.e., pop =0)

e a distribuicdo de equilibrio é

oo . r
f(7,p) = fo(p) exp [_M] ;
* o factor exponencial em ¢(r) pode ser incluido na densidade

f(r,p) = n(r)

2
P
(2rmkT)*/? Xp( 2m )

kT
n(r) = /d3p f(r,p) = noexp

[ ¢(7]




Entropia

A entropia é simplesmente

S(t) = —kgVH(t) .
Para a distribuicdo de equilibrio,

H

/ o p fo(Floglfo(5)]

p2

BT _
/ P 2rmkT)3/2 exp( (

271'ka)3/2) 8
2
n p
X{bg[mwkapﬂ]

2ka}
= o8 (i) 3]



Entropia (cont.)

Assim,

S = Nk {5 + 5 log(2rmkg T) — log (

N
%4
e Da termodindmica macroscépica ja sabiamos que, para o gas

ideal, S(T, V) = NCy log(T) + Nklog(V) + cte. —
o Podemos ainda verificar que

ou oS
(),

3
=T(2) ==Znk
y 8T)V 2
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