Fisica estatistica

Hierarquia BBGKY e a equacdo de Boltzmann

MEFT, IST

“Boltzmann é ainda a mais bela equagdo do mundo, mas Vlasov também nio é
ma de todo”

Cédric Villani
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A hierarquia BBGKY
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As duas primeiras equagdes sio:
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Tempos caracteristicos

Os varios termos tém dimensdes f; por unidade de tempo. Temos
vdrios tempos caracteristicos:

—

° K-Vp~ Tl; Tc € 0 tempo caracteristico de duracdo a colisdo;

o F. V ~ = Te é 0 tempo que uma molécula leva a atravessar
a dlstanC|a tipica na qual o potencial exterior varia
significativamente;

° E V,~ L ; Ts € 0 tempo que uma molécula leva a atravessar
a dlstanC|a t|p|ca na qual a funcdo de correlacdo f; varia
significativamente;

Tc € 0 tempo mais curto, 7. € o tempo mais longo.
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A evolucdo de f;

A equacgdo para f; é muito particular: o lado esquerdo n3o inclui
difusdo molecular (pois corresponde a uma dnica particula!)

o Esse termo do lado esquerdo define uma escala de tempo de
evolugdo muito longa.

« E o integral de coliso (termo do lado direito), que varia mais
rapidamente, que determina a escala de tempo para fi.

= A condicdo de equilibrio vai corresponder ao anular do integral
de colis3o.

u]
o)

I

i
it
)
»
Q



A evolucao de £,

A equagdo para f» (e todas as de ordens superiores) j& contém um
termo de colisdo (da ordem de 7.71) no lado esquerdo.

¢ Seja ry o alcance do potencial intermolecular (rp ~ 1078 cm)
e n a densidade do gas (n ~ 10'%) cm~3.

o O integral de colisdo envolve uma integracdo em r3, que na
pratica s6 é importante num volume de raio rp.

o Ou seja, o integral de colisdo é tipicamente da ordem de
nry3 ~ 1075 menor que o termo em 7.7}

o Para f; (e fungdes de correlagdo de ordem superior) a escala
de tempo é definida pelo termo de colisdo do lado esquerdo e
nao pelo integral de colisdo!

= Um truncatura possivel (para s > 1) é negligenciar o integral
de colis3o!
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Novamente a equagdo para f

A equagdo para f; escreve-se

0 p1 = > = ~[(0f
(e Tnt AT im0 = (5)

Ofy 2 =
<_1) = — / d22 K172 . VPl f2(Z]_, 22, t)
ot col.

As varias aproximacdes propostas para <%> / conduzem a:
col.

e equacdo de Boltzmann sem segundo membro;
e equacdo de Vlasov;

¢ equac¢ao de Boltzmann;

e equac¢ao de Landau;

e equacgao de Lenard-Balescu; etc.
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A equacao de Boltzmann sem segundo membro

Hipdtese mais brutal: pura e simplesmente negligenciar as
interaccdes entre particulas <=

(%) —0
ot col.
Vem
2 —
(at

e 2 o
+;°V,~1+F1'Vp1

) f1(21, t) =0
que é a equagdo de Boltzmann sem segundo membro.



A equacao de Vlasov

Quando a densidade ¢ tal que ndo podemos negligenciar as
interacgoes, a segunda hipétese mais simples é negligenciar as
correlagdes entre particulas:

f2(Z]_,Z2, t) = fl(zlv t)ﬂ(z2a t)
(25

3 ) = —/d22 Kiz - Vpfi(zi, t)fi(2, t)
t col.

— - [Vafia )] [ dnRiz e

Podemos definir o campo de carga de espaco I-:{ por

F| = /dzz Kio fi(22, 1)



A equagdo de Vlasov (cont.)

» O campo de carga de espa¢o é devido aos efeitos globais (ou
colectivos) das restantes particulas sobre a particula 1
(tipicamente F; é uma forga electrostética).

O PG 4 (Rt F) Vo ) ilzrt) =0
stV (Bt A) -V ) iz ) =

e A equacgido de Vlasov é formalmente idéntica a equac3o de

Boltzmann sem segundo membro, mas inclui nas forgas
aplicadas a forca F| devida as cargas de espa¢o.

= E adequada para estudar os movimentos colectivos de um gas
de particulas carregadas relativamente denso.
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A equacao de Boltzmann

e Vlasov: reduzimos as interac¢des a um campo colectivo de
carga de espaco.

e Boltzmann: é o extremo oposto — os fenémenos de interacgdo
sdo colisGes bindrias brutais, localizadas e entre colisGes n3o
ha interacgdes entre as particulas
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A equagdo de Boltzmann (cont.)

* Negligenciamos o integral de colisdo na equacdo de £
(hipétese A).

* Assumimos ainda que as for¢as Ki o se anulam para |3 do
alcance ry, i.e., s6 interessa a regido | — 2| < ry
(hipdtese B).

Temos apenas um sistema de duas equacdes acopladas.
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A equagdo de Boltzmann (cont.)

Notar que:

e f» varia no tempo com tempo caracteristico 7. € no espaco
com distancia caracteristica r.

o f varia mais lentamente (um factor ~ nr) que f.

o f» atinge o equilibrio antes de f1, i.e., podemos assumir
0fy /0t ~ 0 no célculo de f;. A partir deste “equilibrio” f,
pode variar, mas a sua evolucdo deve-se essencialmente as
variacGes de fi e ndo a modificagbes nas correlacdes entre
pares (hipdtese C).

of

e O integral em <5> / é calculado integrando 7 numa esfera
CO.

de raio ry centrada em R
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A equagdo de Boltzmann (cont.)

* nos termos em V, supomos que, no interior da esfera de

interaccdo, as forcas exteriores F s3o muito menores que a
forca de interacgdo Ki o (hipdtese D);

o Para usar na equacdo de fi, f» é entdo dada por

Bie B g (e o
[;-V,ﬁ?vmwﬁ,z.(vpl—vpz)]f2=o

of 2 .
(_1> = —/ dZ2 K1’2 . Vpl f2(Z]_, 22, t)
ot col. o

= —/ d22 Kl,z . (6;;1 — 6;;2) f2(zl7z27 t)
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A equagdo de Boltzmann (cont.)

Usamos as varidveis

r=rn

S, N e
-7 ; R=2 > !
ou seja, f2 = f2(21,22, t) = f2(’:i.7 6,517527 t) = fQ(F; "57 _‘175‘27 t)
- 1- - - 1= -
Vrl = EVR - Vr ) Vrz = EVR + Vr
vrf2 > va2)

Substituindo e negligenciando os termos em Vg (esperamos que

oh
ot col. a

1 — — —
= —/d3pz/ &Er(pr—pr)- Vi
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A equagdo de Boltzmann (cont.)

61‘1) 1 / 3 / 3 /o
— =— [ d°p d’r(p — p1) - V. f;
(8t col. m r<ry ( 1) ?

. _‘r
Integrando em coordenadas cilindricas [F'= (b cos ¢, bsin ¢, x)]

segundo a direc¢do do momento relativo (p> — p1)/2 [note-se que
no integral em d3r (p> — py) esta fixol]
(5

) Z—/d3P2|P2 p1|/bdbdso/ a2

onde x < 0 antes da colisdo € x > 0 apds a colisdo



A equagdo de Boltzmann (cont.)

A integracdao em x é simplesmente

X+
/ an—fQZfg(ﬁl,F]'_,ﬁz,F;_,t)—fé(ﬁl,lji,ﬁz,F_,t) )
xX_ X
onde 7y = (bcos ¢, bsin ¢, x1.).

Como as colisdes (1,2) — (1/,2") e (1,2') — (1,2) sdo
equivalentes (micro-reversibilidade),

H(p1, 1A, P2, Py t) = BT, A, Pa, -, t)
da colisdo.

= o integral de colis3o fica escrito apenas em termos de f, antes



A equagdo de Boltzmann (cont.)

As correlagbes em f, sdo devidas as colisGes entre as particulas 1 e
2 no interior da esfera de colis3o.

Quando 1 e 2 estdo muito afastadas (para |3 do alcance da forga
intermolecular), esperamos que ndo haja correlagdo entre 1 e 2:

(21, 22, t) =, — f1(21, t)F2(22, )

Lamentavelmente- - - para calcular (0f;/0t)cos. precisamos de f; na
regido em que as particulas colidem e ndo para |A — 2| > r.

Duas particulas estdo correlacionadas apenas dentro da esfera de
interaccdo ry. Fora dessa esfera, f, é simplesmente o produto das
duas fun¢des de distribuicdo de uma particula (hipdtese E —
hipétese do caos molecular).



A equagdo de Boltzmann (cont.)

Notando que bdbdy = o(0,)dQ e usando o caos molecular,

f2(ﬁ17 Fiaﬁza F—a t) = fl(ﬁl, Fl: t)ﬁ.(ﬁ27 Fi? t)
f2(5]{7 Fiaﬁzla F—J t) = fl(ﬁ]{? F].a t)ﬂ(ﬁéa Fi? t)

e na notagdo usada anteriormente na equagao de Boltzmann
A(p)h(p2) = hfa —

%
ot

) = [emaain-alow.o) (5 - ah)
col.

que é a equacdo de Boltzmann!



Notas finais

e Na passagem final voltdmos a usar a hipétese das forcas
serem de curo alcance, ao calcular todas as funcdes f; em 1.

Ou seja, fizemos um “coarse-graining” no espaco e n3o
descrevemos escalas espaciais inferiores a ry (colisdes locais)

A hipétese do caos molecular foi sempre aplicada a (),
i.e., para a auséncia de correlacdes antes das colisGes.

Esta assimetria estd na origem da seta do tempo descrita pela
equacdo de Boltzmann, a demonstrar com o teorema H.
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