Fisica estatistica

Hierarquia BBGKY
MEFT, IST

se aperceberam de qudo complicada é a vida.”

“Se as pessoas n3o acreditam que a matemdtica é simples, é apenas porque n3o

von Neumann
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A hierarquia BBGKY

BBGKY: Bogoliubov, Born, Green, Kirkwood, Yvon
Hierarquia:

¢ Na deducdo da equacdo de Boltzmann aparecia a funcdo de
correlacdo de duas particulas fi5...

o Se tentarmos escrever a equacio para fip aparece a funcdo de
correlagdo de trés particulas!

o E assim sucessivamente até a func3o de correlacdo de N
particulas!

e Temos um sistema de equacdes — hierarquia — que é preciso
truncar...
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O inicio

» Consideremos um conjunto estatistico (ensemble).

e Cada elemento do conjunto é um gds com N moléculas
contidas num volume V, com hamiltoneano H.

o Notagdo: z; = (p;,7), [dz = [ d%; d°;
o Assume-se p(z1, -+ ,zn,t) simétrica em zy,--- ,zy

e Do teorema de Liouville, o integral de p no espaco de fase é
constante = podemos normaliza-lo a 1:

/dZ]_"'dZNp(Zl,"‘ azNat):]-

¢ As médias de qualquer grandeza no conjunto estatistico sao
calculadas por

<o>=/dz1---dsz<z1,--- 20, 1) Oz, s 2n)
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Re-escrita do teorema de Liouville

e Teorema de Liouville:

H = D ViR =-F-) K;
o7 ) i
Fi=-v,U(r) : Kj=-V,V(ri-73l)



Re-escrita do teorema de Liouville (cont.)

» Finalmente, o teorema de Liouville escreve-se (1 = z1)

{a-l—h,v(l,--- ,N)] p(l,--- N, t)=0

N N
n(l N =D"S+5 Y Py
i=1 ij=1; i#j
Si:&'6ri+_’l\'6p,'
m
Py = u'ﬁpi+Kji'ﬁpj:Kij'(§P:_61’1)
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Funcao de distribuicao de 1 particula

A funcio de distribuicdo de uma particula é dada por

A7 1) = <Z (5

53(r— r,)>
=/d21d22~~~dsz(1 2,

N
N DY 8

)0°(F — 7
i=1
=N/dzz---dsz( 2 N, t)
com z = (p, r).

p(217 . e

[Factor N: todos os termos no somatdrio tém o mesmo valor, pois
z) é simétrica em zy,
equacdo final directamente

]

zy; poderiamos ter escrito a



Funcdo de distribuicdo de 1 particula (cont.)

o A func¢do de distribuicdo de uma particula é a mesma que
utilizdmos na primeira deducdo da equacdo de Boltzmann:
f(p, 7, t)d% d3 da o nimero (médio) de particulas no
elemento d°p d3 em torno de (p, 7) no instante t.

e Ou seja, é a funcdo de distribuicdo que ja encontrdmos, com
N = /d3pdrf1 p,r,t)
n(Ft) = /d f(5,F.1)
I N PO
V(r7t) - /dpzﬂ(parat)
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Funcao de distribuicao de s particulas

A funcio de distribuicdo de s particulas é definida por

N!

fs(la 7sat):m/dzs—i-l"'dsz(la"' 7Nat)

O factor % é o niimero de arranjos de s particulas de um

conjunto de N [ndo queremos saber qual a particula que estd em
71, etc.]

A equacgdo que rege f; é

0 ! 0
Efs—m/dzs-i—l”'dzNap(la”' , N, t)

NI
=—m/dzs+y~dz~h~(1,w N p(L, N, )

[m] = = =



Manipulando hy

Isolemos os termos de hy que sé dependem de z;,

L, Zst
o N) =

ij=1; i#j
_25-1—25-1-— Z P+

N s N
> Pt > P
i=s+1 ij=1; i#j IJ=S+1; i£j i=1 j=s+1
S N
=hs(L, -+, s)+ hy-s(s+1 N)+Z Z P;

i=1 j=s+1



As primeiras simplificacoes!

Mas, considerando que p se anula na fronteira do espaco de fase,...
/d25_|_1"'dZNhN_5(S+1,"' 7N)p(17 ,N,t)=0,

pois hy_s contém o produto de termos em V, por coeficientes

independentes de p, e o produto de termos em V, por coeficientes
independentes de 1

Bdnus: concretizando para um dos termos:

PO 0PN
hN_S_m(f?rjp—l_ _8rj(mp>+

Integrando o termo explicitado em dfr;,

OO (PN P oo
/ drja_rj ( p) = (p)Te =0 ,etc.
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Prosseguindo: estamos quase!

Substituindo a expressdo para hy na equagdo para fs,
0

N!
Efs: —m/dzs+1"'dZNhs(1,' 75),0(].,"' ,N, t)
N1
—m/dzs+1“'dZNhN_s(l,' ,S),O(].,"' ,N, t)
N!
(N =s)!

s N
/dzs+1---dzNZ > Pyip(l N 1)

i=1 j=s+1
O primeiro termo d4 —hsfs (ver defini¢do de f;) e o segundo é nulo!
0 N!
A
(at * ) T TN 9)

i=1 j=s+1

s N
/dZs+1"'dZNZ Z Pjp(L,--- N, t)

[m]

=



Estamos mesmo quase =

O somatério em j da (

— s) termos iguais, donde

0
(8t+h)fs(1a"'757t)

= _Z/dzs+lpl SN (s £ 1))

NI

s
=— Z / dzsi1 Pisi1 fspa(1
i=1

5+ 17 t)
Substituindo P11 = Kjst1 - (Vp, — Vp,,1), vemos que o segundo
termo n3o contribui (como no caso de hy_g, leva a um termo
calculado na fronteira, que se anula)



Finalmente a hierarquial

d : : o
(a + hs> fs(].,~~ ,S, t) = _Z/dzs+1Ki,s+1 . Vp,fs+1(1,-~ ,S+ 1,t)

i=1

(s=1,--,N)

O termo do lado esquerdo sé envolve as s particulas em
considera¢do (para s > 1 inclui o efeito da difusdo intermolecular
entre as s particulas);

O termo do lado direito é o “integral de colisdo”, que descreve o
efeito da difusdo entre as s particulas consideradas e uma particula
adicional = leva ao acoplamento entre fs e foy1.
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Notas finais

O “integral de colisdo” da equagdo para fi ndo se pode
exprimir apenas em func3o de func¢des de distribuicdo de 1
particula . ..

... porque para conhecermos as interac¢les de uma particula
com outra precisamos de ter informac3o sobre onde estd uma
segunda particula em relagdo a primeira (correlagdes!), que
n3o esta contida em f1.

Alguma dessa informacdo estd contida em f,, e assim
sucessivamente.

A equacdo para a evolug¢do temporal de f; é uma equacio de
“tipo Liouville”, descrevendo um “fluido” no espaco de fase

de 6s dimensdes, com um termo correctivo que representa a

influéncia das forcas devidas as N — s particulas que

decidimos ndo seguir.
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Notas finais

o A resolucdo das equacdes da hierarquia BBGKY ¢ t3o dificil
como a resolucdo da equacdo de Liouville de onde se partiu...

e ... mas vdrias aproximacdes para truncar a hierarquia podem
fazer-se imediatamente!

= Temos um método aproximado de escrita de equagdes
cinéticas “trataveis’ =

Nota: ver exercicio 3 do teste de 26/3/2014 para o esbo¢o
duma deducdo seguindo uma sequéncia menos assustadora.
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