Fisica estatistica

Espaco de fase e o teorema de Liouville

MEFT, IST

“Nature seems to take advantage of the simple mathematical representations of
the symmetry laws.”

Chen Ning Yang
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A abordagem de Gibbs: espaco de fase

Gibbs: ideia de conjunto estatistico.
e O estado do gés é definido pelas 3N coordenadas candnicas

g1, 92 ,q3n € pelos seus momentos conjugados
P1, P2, 5 P3N

o Espaco de fase (I'): espago a 6N dimensdes {p;, g; }

o Ponto representativo: um ponto no espaco de fase, representa
o conjunto de N particulas

e Ha inimeros pontos representativos que correspondem a
mesmas condi¢cdes macroscépicas!

¢ Quando falamos de um gds em dadas condicGes
macroscépicas, referimo-nos a infinitos estados

e N3o nos referimos a um sistema, mas a uma coleccio de

sistemas, idénticos mas existindo em estados diferentes!
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Ensembles

Conjunto estatistico (ensemble): colec¢do de sistemas idénticos em
composicao e satisfazendo condicSes macroscépicas bem definidas.

[Os varios sistemas sdo cépias mentais do sistema em estudo e ndo
interagem entre si <]

Correspondem a uma distribuicdo de pontos representativos no
espaco de fase.

Assumindo que essa distribuicdo pode ser tratada como continua,
0 conjunto estatistico pode ser representado por uma fungdo

densidade p(p7 q, t) [(pa q) = (plv oy P3NS QL q3N)] tal que
p(p,q.t)d*"pd®Ng

é o nlimero de pontos representativos no elemento d3Vp d®Ng do
espago I centrado em (p, q).
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Equacdes de Hamilton

Se conhecermos p(p, g, t) num dado instante, queremos saber
como o calcular num instante futuro!

o H=H(p1, - ,P3N,q1, " ,q3n) é 0 hamiltoneano de um
dos sistemas do ensemble.

¢ As equagdes do movimento para esse sistema sao dadas pelas
equacées de Hamilton

, _ _OH
pi = Oq;
o
4=,

» D3o a trajectéria do ponto representativo (p, g) no espago I'.
A direccdo em cada instante é dada pelo vector velocidade
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Teorema de Liouville

Teorema de Liouville:

dp Xiop. op. _
E‘F;(a—piﬂ-l-a—qiq,)—o

Demonstrac3o:

¢ O ndmero total de sistemas no conjunto estatistico ndo varia
= a variacdo do nimero de pontos representativos num
elemento de volume do espac¢o de fase corresponde a diferenca

entre o niimero de pontos que entra e que sai desse elemento
de volume.
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Teorema de Liouville (cont.)

e V: volume do espaco de fase, delimitado pela superficie S
e v= (ph p1,

7’53N7 dla q2;

Tty q3N)
e 1. vector localmente ortogonal a S§. Entdo

d

% pdV /S - vpdS

e Usando o teorema da divergéncia

/ [‘Z’;Jrv (Vp)] dv =0,

- 0 0 0
V=(—, -, —
(3P1

0
opsy’ 01" 5Q3N)
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Teorema de Liouville (cont.)

dv,

o Como o resultado € valido para qualquer elemento de volume

8t+v (Vp)=0.
o Mas

3N 9 9
V- (Vp) = ,z:; [a—pi(PiP) + a—qi(qm)]
3N .
a | a I
=3 (S )+ Yoo (B4 50
¢ Das equagbes do movimento

opi aqi) .

PH
dqiop;i

opi

aq; O?H
e A et L
opi  Oq;

opioq; -

[m]
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Teorema de Liouville (cont.)

o Finalmente,

dp _Op N op .  Op .\

O teorema de Liouville diz-nos que a distribuicdo de pontos

representativos se move no espaco de fase como um fluido
incompressivel!

Nota: podemos escrever o teorema de Liouville de forma
compacta, usando o parentesis de Poisson,

3N

- dp OH  Dp M
o4l = ; (3671' opi  Opj aqi) 7
op B
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Valores médios

O valor observado de uma grandeza O do sistema deve ser o valor
médio sobre um conjunto estatistico apropriado,

©) = J Op(p,q,t)d*Nqd*Vp
S o(p,q,t)d3Ngd3Np

Depende de t por via de p, sendo a dependéncia dada pelo
teorema de Liouville.

= diz-nos como uma quantidade evolui para o equilibrio!

Nota: ver exercicio 2e) do teste de 26/3/2015 para d(O)/dt!
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Discussao

e Como

/ d*Npd3Ng p(p, g, t) = N = const.

(ndmero de elementos do ensemble) podemos normalizar,
p = p/N, de tal modo que

/d3NPd3Nqﬁ(p, g,t)=1.

p(p, g, t) dé-nos a probabilidade de encontrar o sistema no
elemento d*Vp d3N g em torno de (p, q)

e A evolugdo de p mostra como os membros de ensemble se
distribuem pelos varios microestado ao longo do tempo ...

@ Conseguimos definir o estado de “equilibrio” do sistema?
@ Todos os sistemas evoluem naturalmente para o equilibrio?
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Discussdo (cont.)

@ No equilibrio p n3o depende explicitamente do tempo, i.e.,
Op/Ot =0=[p,H] =0
» Uma condicio suficiente é p = p[H(p, q)]

= Numa sistema com energia constante o equilibrio deve
corresponder a p = cte sobre o espaco de fase acessivel =
equiprobabilidade dos microestados acessiveis

@ Como se faz a evolugdo?
© (P, q, t) — (_p7 q, _t) = p(P, q, t) = P(_P, q, _t)

* S6 podemos esperar que as solugdes p(t) estejam na
vizinhanca do equilibrio a maior parte do tempo!
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Discussdo (cont.)

@ (cont.)

o Cada sistema do ensemble faz transicGes entre os varios
estados acessiseis, passando por quase todos os microestados
em que o sistema pode ser encontrado

o Teorema ergddico: num sistema de energia finitia limitado a
uma regido limitada do espaco, a trajectéria de um ponto
representativo acaba por passar arbitrariamente préxima de
qualquer ponto da zona acessivel do espaco de fase

e Uma formulag3o alternativa a descrita pelo teorema de
Liouville é dada pela equagdo de Klimontovich, que descreve a
evolucdo da densidade de particulas no espaco 6D,

N
Ny(p,F) =Y 6(F— 7)d(F — p7)
i=1
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Discussdo (cont.)

Evolugdo de um conjunto estatistico num potencial
U(x) = x® +4x3 — 5x% — 4x.
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