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4.Modelacao Fisica

Objetivo: Apds completar este modulo, o aluno devera ser capaz de escrever
as equacoes que definem um modelo de um sistema com estado continuo

com base em principios fisicos e relacfes fundamentais.

Bibliografia
Complementar: Edgeland e Gravdahl (2002). Modelling and Simulation for

Automatic Control. Marine Cybernetics. Partes lll e IV
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Sistemas mecanicos de translacao
Exemplos:
e Motores lineares

e Movimento do papel em fotocopiadoras

Relacionam a posicao [m] com o tempo [s] de corpos em movimento de

translacao, tendo em conta as forcas aplicadas.

Bibliografia
S. Mahajan. A Student’s Guide to Newton’s Laws of Motion. Cambridge University Press, 2020.

G. N. Franklin, J. D. Powell, A. Emami-Naeini. Feedback Control of Dynamic Systems. Pearson.
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Sistemas mecanicos de translacao

f
m jp——

Massa isolada (inércia): >
Quando uma massa m |kg] € actuada por uma for¢ca f [N] adquire uma

aceleracéo [m/s*] no sentido da forca que satisfaz (lei de Newton):

f= %p(t) em que o momento p(t) é p(t) = m%
2
No caso da massa constante: mZT’ZC =f

f representa a soma de todas as forcas aplicadas ao corpo.

A determinacao de todas as forcas pode ser uma dificuldade.
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Molas elasticas
AVAVAVE

k
Elementos que armazenam energia potencial.
Quando a mola é comprimida (ou esticada) do comprimento x em relacédo a
posicao de repouso, reage com uma forca que se opde a compressao (ou a
extensao), dada para molas lineares por

[ =—kx

k |[N/m] é chamada “constante da mola” ou constante de Hooke.

Em muitos casos a relacéo entre a forca e a elongacao é nao linear.
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Atrito viscoso

/B

T
¢ _IB ¢ 7777

Sao os elementos que dissipam energia.

Quando existe uma diferenca de velocidade entre os dois corpos o atrito

corresponde com uma forca que contraria o0 movimento e que depende da

velocidade relativa dx/dt' No caso linear a for¢a € dada por:

B dx
/= dt
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Atrito estatico

Assume que ha uma forca F entre 0os corpos em contacto que desaparece ou

se reduz quando eles entram em movimento relativo. Um modelo possivel:

_ (/e “fel<fs /oy _(1 < x=0 (1« £, >0
F_{ﬁq@(fc)sgn(fe) “Ifel = f 5(x)_{o —x#0’ Sgn(fe)_{—1 “f,<0

Xy

f F

< Stiction Processo
—T—’ . .
+ X
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Escrita das equacdes de um sistema mecanico de translacao
1.Associar a cada massa que se move independentemente um referencial
“preso ao mundo exterior ao sistema’.
2.Para cada uma das massas que se movem independentemente escrever a
lei de Newton, tomando como variavel a sua posicao no referencial que lhe

esta associado:

mx; fi
Todas as
forcas aplicadas

amassali
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Xp
— Xa
f I—)—
K
d?x K )
m, = —K(Xg — Xp
dt? “
2
my S8 = k(x, — x)
dt
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Modelo de estado tomando a forca como entrada e x, como saida:

d?x
mz dtz __k(xa_xb)
X
a2 X
1o = f kG —xg) =0 w=f
| Xp_
10 1 0 0]_. rg- .
X1 k k X1 X1
xz—_m_zom_20x2+0 —[1000]x2
|10 0 o 1flxs| 0" VT X3
. k k _
| X4 — 0 e 0_ | X4 . | X4
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Xb Xa
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m —k(x, —xp) —
dsz 1
Odtz =f—k(xp—x4) = f=k(p—2x,) Xp =Xq+7f
d?xg dx,
dt? f=F dt
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Xa Xb
I—f» =
/] Kk — 7 k
?ﬂ/\/\— M1 H "2 =N
//////////////////////// /
B1 P2
d?x, dx, dx, dx,
Mg = T kXe — B - B(dt B dt)
d*xp " dx,, (dxb dxa)
T TR A W T
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Exemplo: Dinamica de uma valvula pneumatica de regulacao

—- Diuaphragm

Fonte: HMA Group
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Modelo do movimento do corpo da valvula
O ar na camara da valvula exerce uma forca dada pelo produto da area A do
diafragma pela presséao do ar p.
m:. massa do corpo da valvula (haste e obturador)

dzx_ - dx
T x Bdt

Normalmente a massa m €& desprezavel face as outras grandezas e o
movimento pode aproximar-se pelo modelo de 12 ordem:
dx K A

TR R L
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As valvulas estdo providas de um posicionador eletromecanico que usa um
sinal elétrico para gerar a pressao de ar que garante a posicao desejada para
0 obturador da valvula. O conjunto conversor valvula é concebido para que haja
uma relacdo nao linear entre o comando da valvula e a posicdo do obturador.
Esta n&o linearidade € uma das caracteristicas da valvula, sendo fornecida pelo
fabricante.

A valvula pode ainda ter folgas mecanicas que fazem com que o0 seu movimento
num sentido seja diferente do movimento em sentido oposto.

Os posicionadores elétricos das valvulas permitem uma maior precisao, sendo

mais caros.
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Modelo pratico de uma valvula

Comando 1

-

Ts+1

.

yr.

Abertura

-

7

Quer o comando, quer a abertura da valvula sdo expressos em unidades

normalizadas de 0 a 100%.

J. Miranda Lemos
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Sistemas mecanicos de rotacao
Os sistemas mecanicos de translacao sao muito comuns em aplicacoes de

engenharia:
e Motores, Juntas de braco robot

e Caixas de desmultiplicacéo

Relacionam:
e Angulo de rotacéo [rad]
e Velocidade angular [rad/s] e aceleracdo angular [rad/s?]

e Binario [Nm]

J. Miranda Lemos IST-DEEC
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Momento de inércia
O momento de inércia € 0 analogo da massa para a rotacao.
Quando um corpo em rotacdo com momento de inercia /] [Nms?] é actuado por
um binario T [Nm], adquire uma aceleracéo angular dada por
dz0

az - T
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Atrito viscoso

/B

T
¢ _IB ¢ 7777

Sao os elementos que dissipam energia.

Quando existe uma diferenca de velocidade de rotacdo entre os dois corpos o

atrito corresponde a um binario que contraria 0 movimento e que depende da

velocidade relativa dg/dt. No caso linear o binario € dado por:
_— do
=P

Poderiamos também considerar atrito estatico e outras formas de atrito.
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Molas elasticas
AVAVAVE
k
Elementos que armazenam energia potencial.
Quando a mola é desviada do angulo 8 em relacéo a posicao de repouso, reage
com um binario que se opde ao movimento, dada para molas lineares por
T = k6

k [Nm/rad] é chamada “constante da mola”.
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Caixa de desmultiplicacao

T2

w2

T
®]

Uma caixa de desmultiplicac&o transforma o binario e a velocidade angular de

acordo com as seguintes relacoes:
1
wq = E(,Uz T1 = CZTZ T1w1 = Tz(l)z

O parametro a = =X é o inverso da razéo de desmultiplicacdo da caixa.

)

J. Miranda Lemos
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Justificacao das relacdes na caixa de desmultiplicacéao
Poténcia na engrenagem 1. P; = Ty w4
Poténcia na engrenagem 2: P, = T, w,

As poténcias sao iguais: T;w; = T, w,

~ . 1 1 .
Relacao de velocidades: w; = ~ W) logo T; —wy = T,w, ouseja T; = aT,

J. Miranda Lemos
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Exemplos
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Exemplo: Servomotor de corrente continua de iman permanente
4
/.
NS S/
[JML-CEE2019] pp. 35, 36
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Um motor de corrente continua tem essencialmente 2 partes:

e O estator, onde estao fixos enrolamentos ou imanes permanentes (em
pequenos motores) que criam um campo magnetico radial;

e O rotor, ligado mecanicamente ao veio do motor, onde ha bobinas
longitudinais que, ao serem percorridas por uma corrente originam uma
forca tangencial que o faz girar. Por forma a que a corrente no rotor tenha
sempre o0 mesmo sentido, as escovas (contactos deslizantes) tocam nas
laminas do coletor ligadas as bobinas do rotor.

Bibliografia:
Franklin, Powell e Emami-Naeini. Feedback control of dynamic systems.
Addison Wesley. Sec. 2.4
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Modelo do servomotor CC de iman permanente

i | I | | | J
e
v W
i (’JTWW/B

Binario do motor:
T(t) = K'e(t) i(t)
Sendo o fluxo ¢ criado pelo circuito de campo constante,
T(t) = Ki(t)
Tensao aos terminais do rotor

e = Kyw
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Escreva as equacOes que modelam o:
e Circuito do rétor;
e Movimento do rotor em termos da velocidade;

e Modelo de estado, tomando como saida a velocidade angular e estado x; =

W, Xy = 1;

Simplifique as equacgdes supondo que a indutancia do circuito do rotor é

desprezavel, por forma a obter um modelo de 12 ordem,;

e Modelo de estado, tomando como saida a posicao angular e estado x; = 9,

Xy = W, X3 = I

J. Miranda Lemos IST-DEEC
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u i e (2 - J
] ? %WTWWB

Circuito do rotor do motor:
LZ=+Rite=u e=Kw Lo+Ri+Kw=u
Movimento do rotor do motor:

J@=TO-po  TO=KI() g =Ki®)=pw

J. Miranda Lemos
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Tomem-se como variaveis de estado do motor:

=[]-1%

obtém-se as equac0Oes de estado, tomando como saida a velocidade w:

_ K_
‘? 71 .18
— 1
X Kb Rx+_u
—— L
| L L_
y=1[1 0]x

Se quisermos modelar a posicao, necessitamos de uma variavel de estado

adicional (posicao angular).
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Modelo de estado tomando como saida a posicao angular

: 0 1 0 - 0
1l g B K[
Xy | = J J | [%2] + (1) u
SR [ ) A
L L L-
y=[1 0 0]x
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Modelo de complexidade reduzida
LZ+Rit+e=u JZ =T - po T =Ki(t) e=Kyw

Assume-se a indutancia do rotor desprezavel: L = 0

Ri + S u—e u—Kyw
— — = =
I+e=1u [ R P

do  f N K K
A tenséo aplicada e a velocidade estao relacionadas pelo modelo simplificado:

da)__(é &) K

E_ ]+]R a)+]—Ru
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Modelo reduzido do motor (velocidade)

do (B KK, K
E__(YJ’]_R)‘”J’]_R”

A funcao de transferéncia entre a entrada u e a velocidade angular w obtem-se

tomando a transformada de Laplace com condicdes iniciais nulas:

Go
G(s) =TS+1
em que
K JR
0~ BRYKK, T BreKK,

A relacao entre a tenséo aplicada a um motor de corrente continua de iman

permanente e a velocidade angular € um sistema de 12 ordem.
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Transformac&o da rotacao em translacao

Assume-se gue nao ha escorregamento, nem perda de energia

o, T

)
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