(Introducao as) Probabilidades e Estatistica 2019/2020
— TODOS OS CURSOS — 08/09/2020 — 09:00

Duracao: 120 minutos Exame de Epoca Especial

Pergunta 1

Considere os acontecimentos A, B e C tais que: A e B sdo independentes condicionalmente a C; P(A| C) =
a, PCAnB)=be P(BNC) =c. Obtenha P[C| (An B)].

Indique o resultado com pelo menos quatro casas decimais.

¢ Prob. pedida

Uma vez que P(A|C)=a, PANB)=b, PMBNC)=c¢, e Ae Bsido independentes
condicionalmente a C, i.e.,

P[(AnB)|Cl=P(A|C)x P(B| (),

temos

P(ANnBNC)
P(ANB)
P[(AnB)| C] x P(C)
P(AnB)
P(A|C)x [P(B]|C)xP(C)]
P(ANnB)
PA|C)xP(BNCQC)

P(ANnB)
ac

n

PIC|(ANB)]

Pergunta 2

Durante uma epidemia admite-se vir a aplicar um teste de diagnéstico da doenca a pessoas sorteadas ao
acaso numa grande popula¢do. Admitindo que c% da populacgdo estd infetada e que hd independéncia entre
os estados de diferentes pessoas selecionadas, calcule a probabilidade de virem a ser necessdrias mais de a
e nao mais de b aplicagoes do teste para que seja detetada a primeira pessoa infetada.

Indique o resultado com pelo menos quatro casas decimais.

¢ V.a. de interesse

X =numero de aplicacoes do teste de diagndstico até ser detetada a primeira pessoa infetada

* Distribuicao ef.p. de X

X ~ geométrica(p), onde p = 155
PX=x)=(1-p)*'p, xeN
¢ Prob. pedida
Pla<X<=b) = Fx(b)—Fx(a)

b a
x=1 x=1
1-(1-p)? 1-1-p°
p p _p p
1-(1-p) 1-(1-p)
= A-p'-a-p?




Pergunta 3

O tempo, em horas, que um algoritmo de forca bruta leva para obter acesso a uma conta de utilizador de
um sistema informatico é uma variavel aleatéria X com distribuicdo exponencial tal que P(X > 1) = e~ /7,
No caso de esse tempo exceder ¢ + b horas, o administrador do sistema é notificado.

Admitindo que o algoritmo estd a ser executado hd (mais de) ¢ horas, calcule a probabilidade de o
administrador do sistema nao ser notificado.

Indique o resultado com pelo menos quatro casas decimais.

¢ V.a. de interesse

X = tempo que algoritmo leva para obter acesso a conta de um utilizador de um sistema informético

¢ Distribuicao, f.d.p. ef.d. de X

X ~ exponencial(A)

Ae A x>0
fx(x) = .
0, caso contrario
1-e ™, x>0
Fx(x)=P(X5x)=f_xoofx(l‘)dt={ .
0, €aso contrario

onde A1:PX>1)=1-Fx()=et=e "= A=al7.

¢ Prob. pedida

Ao invocarmos a propriedade da falta de memoéria da distribui¢do exponencial, obtemos

P(X<c+b|X>0) 1-P(X>c+b|X>0)

= 1-P(X>b)
= Fx(b)
— l_e—ab/7

Pergunta 4

Seja (X, Y) um par aleatério com funcao de densidade de probabilidade conjunta dada por

12

fx,y(x,y) = ab®@Ba+4b)
0, caso contrario.

y(x+y), 0<x<a, 0<y<b

Determine E[X | Y = cb].

Indique o resultado com pelo menos quatro casas decimais.

¢ Par aleatério e sua f.d.p. conjunta
X,Y)
12y(x+y)

fxy(x,y) =3 ab*(Ba+4b)’
0, caso contrario

0<x<a, 0<y<b

e Ed.p. marginalde Y
Para0< y < b,



+00
) f fx,y(x,y)dx

f” 12y(x+y)
o ab?(3a+4b)
12y

a
. N d
ab2(3a+4b)xfo (x+y)dx

_ lz_yx(x_2+xy)
ab? (3a+4b) 2
12y ala+2y)
al?(Ba+4b) 2
6y(a+2y)
b2Ba+4b)’

a

0

¢ Ed.p.de X condicionala Y =cb

Para0< x<a,

fx,y(x,ch)
fr(ch)
12cb(x+ch)
ab? (3a+4b)
6¢cb(a+2ch)

b%2(3a+4b)
2(x+ch)

ala+2ch)’

fxiy=cp(x)

¢ Valor esperado condicional pedido

+00
EX|Y =ch] f X fxjy=cp(x)dx

o0

f“ 2(x+ch)
= X———dx

o ala+2ch)

—2 ! b)d
B Cl(6l+26b)fo X(x+cbdx
i 2 (x3+cbx2)a

ala+2chb) \ 3 2

2 2a3+3d%ch

ala+2ch) 6
a(2a+3bc)

3(a+2bc)

0

Pergunta 5

Um distribuidor de produtos alimentares frescos recebe diariamente pedidos de a clientes. Admita que
as quantidades encomendadas pelos clientes, em kg, sao varidveis aleatdrias continuas independentes e
uniformemente distribuidas no intervalo (0, b).

Considerando que o distribuidor s6 tem capacidade para expedir diariamente d kg de produtos, calcule a
probabilidade de todos os pedidos serem satisfeitos num dia escolhido ao acaso.

Indique o resultado com pelo menos quatro casas decimais.

* V.a,; distribuic@o, valor esperado e varidncia comuns

X; = quantidade encomendada pelo cliente i, emkg, i=1,...,a



X; iid. X ~uniforme(0,b), i=1,...,a

p=EX)=Ex) 2" L

o?=V(X)=V(X)=L

¢ V.a. de interesse
Su= Zf’zl X; = quantidade total encomendada pelos a clientes
E(Sa):...:axu
V(S,) =---=axo?
* Distribuicao aproximadade S,
Sa—E(S,)  Sa—%
vV(Sa) b/ -

£ normal(0, 1)

e Prob. pedida (valor aproximado)

—L g-_ab
PS,<d) = P 2 < 2
b1z by
e o d- 4t
b/
Pergunta 6

Considere uma populacdo X que se reporta ao tempo de vida de um micro-organismo. Admita que X € uma
variavel aleatéria continua uniformemente distribuida no intervalo [0,8], onde 6 é uma constante positiva
desconhecida.

Seja (X1, X2, X3,X4) uma amostra aleatéria de dimensdo 4 extraida da populagdo X. Considere os

estimadores T = 4% +Z féiif;”l X1 6 a média da amostra aleatéria, X, na estimacao do parametro E(X).

Obtenha a razdo entre os erros quadraticos médios de T e de X.

Preencha a caixa abaixo com o resultado obtido com, pelo menos, quatro casas decimais.

* V.a. de interesse, distribuicao, valor esperado e varidncia
X =tempo de vida de um micro-organismo
X ~uniforme(0,0)
EX)=0/2=p
Var(X) =6%/12

* Estimadores de 1 = E(X)

T _ aX1+bX2+cX3+dX4
- a+b+c+d

X=1(X1+Xo+X3+Xy)




¢ Erros quadraticos médios

EQMH(T) Var(T)+[E(T)—/.L]2
x (@+b*+c*+d?
(a+b+c+d)?
(@ + b? + c¢® + d?) 6?
(a+b+c+d)? 12

QU

Il

Var(X) + (u—p)?

EQM,(X) Var(X) +[E(X) - p)?

x Var(X)

QU

Il

+(u—-p?

¢ Razao pedida

EQMu(T) 4@ +D*+c*+d?)
EQMu(X) ~ (a+b+c+d)?

Pergunta 7

Um servico de ambuléncias alega que a maioria das chamadas recebidas envolvem emergéncias devido ao
covid-19. Uma amostra casual de n chamadas foi selecionada dos arquivos do servico, tendo-se verificado
que a dessas chamadas envolvem emergéncias devido ao covid-19.

Obtenha um intervalo de confianca aproximado a 100 (1 — @) % para a verdadeira propor¢do p de chamadas
de emergéncias devido ao covid-19.

¢ V.a. de interesse
X = { 1, sechamada de emergéncia devido ao covid-19,

0, no caso contrario.
* Situacao
X ~Bernoulli(p = P(X =1)), nsuficientemente grande
* Obtencao do IC aproximado para p
Passo 1 — Seleccao da v.a. fulcral para p

X-p
VXA-X)/n

Passo 2 — Obtencao dos quantis de probabilidade

7= £ normal.(0,1)

a=01(a/2)
b=0"l1-a/2)

Passo 3 — Inversiao da desigualdade a, < Z < b,
Pa<Z<b)=1-«

S e OB SO e o

Passo 4 — Concretizacao

a -1 %(1_%)
IC(l—a)xlOO%(p):[Ziq) 1-a/2) T]

5



Pergunta 8

Um médico conjetura que o valor esperado da temperatura basal de individuos sauddveis é de 37 graus
Celsius. Nesse sentido, ele selecionou aleatoriamente 7 individuos, tendo observado uma média e variancia
corrigida da temperatura basal iguais a X = a e s*> = b, respetivamente.

Admita que a temperatura basal de individuos saudéveis tem distribui¢do normal. Apoiardo os dados a
conjetura do médico? Decida com base no valor-p.

¢ V.a. de interesse

X = temperatura basal de individuo sauddvel (em graus Celsius)

* Situacao
X ~normal(u,0?)
p=E(X) DESCONHECIDO
02 =V(X) desconhecida

* Hipéteses
Hy:p=po=37
Hy:p# o

+ Estatistica de teste

siyn oY

* Regido de rejeicao de Hy (para valores da estatistica de teste)

O teste € bilateral (H; : u # Ao), logo a regiao de rejeicdo de Hy é do tipo W = (—oo, —¢) U (¢, +00).

¢ Decisao (com base no p-value)

valor—p = P(T|>|t|| Hp)
a—Ho
= 2x 1—Ft(”,1)(ﬁ)]

Devemos escolher a resposta, das quatro apresentadas em nota de rodapé,' que se coaduna com:

— andio rejeicdo de Hy a qualquer n.s. ag < valor — p;

- arejeicdo de Hy a qualquer n.s. ag > valor — p.

Pergunta 9

Seja X a varidvel aleat6ria que representa o nimero de bombons com massa nido conforme com a divulgada
numa caixa de 10 bombons. O fabricante dos bombons defende a hip6tese Hy de que X possui uma
distribuicao binomial com pardmetros n=10e p =0.2.

Os dados relativos a m destas caixas de 10 bombons sdo os seguintes:

Numero de bombons com peso incorretoporcaixa | 0 1 2 3 >3
Frequéncia absoluta observada 01 0y 03 04 O
Frequéncia absoluta esperada sob Hy E, E, E3 E; E;s

11. Rejeita-se Hy para 1%, 5% e 10%. 2. Rejeita-se Hy para 5% e 10% e ndo se rejeita Hy para 1%. 3. Rejeita-se Hy para 10%
e ndo se rejeita Hy para 1% e 5%. 4. Nao se rejeita Hy para 1%, 5% e 10%.



Apé6s ter calculado as frequéncias absolutas esperadas E; e E5 (aproximando-as as centésimas), averigie se
H é consistente com este conjunto de dados. Decida com base no valor-p aproximado.

¢ V.a. de interesse

X = numero de bombons com massa nao conforme, em caixa com 10 bombons

* Hipdéteses
Hp: X ~binomial(n =10,p =0.2)
H1 . _lH()

¢ Estatistica de teste

T=xF P28 L vapn
onde: k = no. de classes = 5; B = 0 o; = freq. abs. observada da classe i;
E; =freq. abs. esperada, sob Hy, da classe i.

* Regido de rejeicao de H

Ao lidarmos com um teste de ajustamento do qui-quadrado, a regido de rejeicdo de Hy é um intervalo
a direita W = (¢, +00).

¢ Frequéncias absolutas esperadas sob H
E;

4
Es = m-)_E

mxP(X=0]| Hy) =mx0.1074

* Decisao (com base no valor-p)
e~ k  (0i—Ep)?
valor—-p=1- Fxfk ) (Zizl e )
Devemos escolher a resposta, das quatro apresentadas em nota de rodapé,” que se coaduna com:

— andio rejeicdo de Hy a qualquer n.s. g < valor — p;

- arejeicdo de Hy a qualquer n.s. g > valor — p.

Pergunta 10

Certa piscina é sujeita a uma limpeza. O tempo, em hora, decorrido desde a conclusdo dessa limpeza
é descrito pela varidvel x. O logaritmo dos valores para o residuo de cloro é representado pela varidvel
aleatdria Y. Observaram-se os valores para o residuo de cloro nessa piscina, em diversos momentos apés a
limpeza. Os resultados obtidos sdo apresentados na seguinte tabela

Tempo ap6s alimpeza (x, em horas) | x; X X3 X4 X5 X6
Logaritmo do residuo de cloro (Y) 059 041 037 035 032 0.31

e verificam as seguintes igualdades
6 6 6 6 6 6 ¥ 6, 8 6
Z Z Xi) Z =2 X, 2Vi=) Vi 2V Z Vir X XiVi=) XiVi
i=1 i=1 i=1 i ] =1 i=1 i=1 i=1

Admita que as varidveis x e Y estdo relacionadas de acordo com o modelo de regressao linear simples:
Y = ﬁ() + ﬁl X+eE.

Acha que o logaritmo do residuo de cloro é significativamente influenciado com o tempo apés a limpeza?
Decida com base no valor-p.

21. Rejeita-se Hp para 1%, 5% e 10%. 2. Rejeita-se Hp para 5% e 10% e ndo se rejeita Hy para 1%. 3. Rejeita-se Hp para 10%
e ndo se rejeita Hy para 1% e 5%. 4. Nao se rejeita Hy para 1%, 5% e 10%.



¢ Modelo de RLS
Y =logaritmo do residuo de cloro (v.a. resposta)
x =tempo apos limpeza, em horas (varidvel explicativa)
Yi=Bo+Prxi+e;, i=1,...,n
¢ Hipéteses de trabalho
e; "L hormal(0,02), i=1,...,n
¢ Hipdéteses
Hy:p1=p10=0
Hy: B1# Bro

¢ Estatistica de teste

Bi1—P1o H

—Az ~ ln-2)
/ &
i xi-nxi?

* Regido de rejeicdo de Hy (para valores da estatistica de teste)

T =

Dado que o teste é bilateral, a regido de rejeicdo de Hy é a reunido de intervalos W = (—oo,—c) U
(¢, +00).

¢ Valor observado da estatistica de teste

B1— P10
t - S
__¢*
Yix2-nxx?
onde
n ¥
n i Xi) (X i
- (55 (55)
1= p 2
n 2 i=1 Xi
lzlxz I’l( n )
1
Gt =

Il
S
| —
\S}
—_——

[Convinha que t fosse calculado com base nas férmulas acima que tiram partido do valor de n e das
somas que se encontram no enunciado do problema.]

* Decisdo (com base no valor-p)
valor—p=2x[1-Fy,, (It])]
Devemos escolher a resposta, das quatro apresentadas em nota de rodapé,® que se coaduna com:

- ando rejeicao de Hy a qualquer n.s. ag < valor — p;

— arejeicdo de Hy a qualquer n.s. g > valor — p.

31. Rejeita-se Hy para 1%, 5% e 10%. 2. Rejeita-se Hy para 5% e 10% e ndo se rejeita Hy para 1%. 3. Rejeita-se Hp para 10%
e ndo se rejeita Hy para 1% e 5%. 4. Nao se rejeita Hy para 1%, 5% e 10%.



