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1. Considere que um trabalho cientifico é avaliado por 3 revisores que recomendam a sua rejeicao (ou
aceitacdo) de modo mutuamente independente. Admita que a probabilidade de o revisor recomendar a
rejeicdo do trabalho é igual a 0.7, 0.75 e 0.8 para o 12, 22 e 32 revisores, respetivamente.

(a) Determine a probabilidade de pelo menos um dos 3 revisores recomendar a rejeicao do trabalho.  (3.0)

* Quadro de acontecimentos e probabilidades

Acontecimento Probabilidade
0.7, i=1
R; = {revisor i recomendar a rejeicao do trabalho} P(R;)=40.75, i=2
08, i=3

* Probabilidade pedida
Dado que os eventos R;, R, € Ry sdo mutuamente independentes, tem-se

P(RiNRy) = P(Ry)xP(Ry)
P(RiNnR3) = P(R)) xP(R3)

P(RoNnR3) = P(Ry) xP(R3)
P(RinR;NR3) = P(Ry)x P(Ry) x P(R3).
Consequentemente,
P(RiUR,UR3) = P(R))+P(R2)+P(R3)—P(RinR2)—P(RiNR3)— P(R2N R3)

+P(RiNnRyNR3)
P(Ry) + P(R) + P(R3) — P(R1) x P(R2) — P(Ry) x P(R3) — P(R) x P(R3)
+P(Ry) x P(R;) x P(R3)
0.7+0.75+0.8—-0.7x0.75-0.7x0.8—-0.75x 0.8+ 0.7 x 0.75 x 0.8
0.985.

(b) Calcule a probabilidade de o 32 revisor recomendar a rejeicdo do trabalho sabendo que o 120ouo (2.0)
22 revisor recomendou a rejeicao do mesmo.

* Probabilidade pedida
P[R3N (R URy)]
P(RiUR»)
P[(R3N Ry) U (R3N Ry)]
P(Ry) +P(Ry) — P(RiNRy)
P(Ry N R3) + P(Ry N R3) — P[(R; N R3) N (R2 N R3)]
P(Ry) +P(Ry) — P(RiNRy)
P(RiNnR3)+P(R,NR3)—P(RiNRyNR3)
P(Ry) + P(Ry) — P(Ri N Ry)
indep.mitua P(R;) x P(R3) + P(Ry) x P(R3) — P(R1) x P(Ry) x P(R3)
P(R;) + P(Ry) — P(Ry) x P(R»)
P(R3) x [P(Ry) + P(Rz) — P(Ry) x P(Ry)]
P(Ry) + P(Ry) — P(Ry) x P(Ry)
= P(R3)

= 0.8.

P[R3 | (R1 URy)] =
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[Alternativamente: ao admitir-se que R;, R» e R3 sdo eventos mutuamente independentes,
R3 e (R; U Ry) sdo também eventos independentes, logo P[R3 | (R; UR»)] = P(R3) =0.8.]

2. O numero de obstaculos que surgem durante a execu¢do de um jogo eletrénico é uma variavel aleatdria
X com funcao de probabilidade dada por

e—5.4 5.4)6—5
P(X=x)=—, x=5,6,7,...
(x—=5)!
(@) Qual é a probabilidade de X nao exceder 9? (1.0)

* Varidvel aleatdria de interesse
X =numero de obstdculos que surgem durante a execugio de um jogo eletrénico

e Ep.de X
P(X=x)= 5" x=56,7,...
* Probabilidade pedida
P(X=<9) = Fx(9)
9 e—5.4 5.4.76—5
B = (x-5)
4 e—5.4 5436
- x=0 x!
= Fpoisson(s.4)(4)
tabelg/calc. 0.3733.
(b) Determine o 12 quartil de X. 2.0)
* 12quartilde X 4
Atente-se que Fx(x) = ;‘:5 % = Fpoisson(5.4)(x —5), x = 5,6,7,..., e represente-se o
12 quartil de X por &. Entdo
& @ 025=Fx()=<025+P(X=%) (1)
0.25 < Fx(&) =0.25+ [Fx (&) — Fx(&M)]
Fx (&™) <0.25 < Fx(S). 2)

Tirando partido da definicdo de 12 quartil em (22) e do facto de

0.25 =< Fx(9) @ 03733 = 0.25+P(X=9)=0.25+[Fx(9) —Fx(8)]

=0.25+ [FPoisson(5.4) 9-5) - FPoisson(5.4) (8-5)]

tabelalcalc.

= 0.25+(0.3733-0.2133) = 0.41,

concluimos que ¢ = 9. [A prova da sua unicidade é deixada como exercicio.]
[Em alternativa, note-se que

tabelalcalc. (a)

Fx(8) = Fx(97) = Fpoissons.48—5) = 0.2133<0.25< Fx(9) < 0.3733.

Logo o resultado (??) leva-nos a concluir que ¢ =9; a prova da sua unicidade é deixada como
exercicio.]

(c) Admita que os numeros de obsticulos em diferentes execucdes do jogo sdo varidveis (2.0)
independentes e identicamente distribuidas a X. Calcule a probabilidade de um jogador ter de
executar o jogo mais de 10 vezes até encontrar a primeira execucao com 5 obstaculos.

* Variavel aleatéria de interesse
Y =no. de execucdes do jogo até surgir a primeira com 5 obstaculos

¢ Distribuicaode Y
Y ~ Geométrica(p), onde p = P(X =5) = e~>*[~ 0.0045].
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e Ep.deY
PY=y)=0-p)¥lp, y=1.2,...

e Ep.deY
P(Y>10) = 1-P(Y<10)
10
y=1
1— (1 _ p)lo
=] —-p———————
1-(1-p)
= a-p*
_ (1 _ 6_5'4) 10
=~ 0.955741  [=(1-0.0045)' =~0.955900].
Grupo II 10 valores

1. O erro de quantizagdo na digitalizacdo de um valor de um sinal analégico é representado pela variavel
aleatéria X com distribuicao uniforme continua com valor esperado nulo e variancia igual a 1—12

(a) Identifique os parametros da distribuicao de X e obtenha E(| X]). (2.0)

* Variavel aleatéria de interesse
X = erro de quantizacdo cometido na digitalizacao de um valor de um sinal analégico
* Distribuicao de X
X ~ Uniforme(a, b), onde
EX)=0 @hb=0  awp|b=-a a<o [b=-a a=-1
(@,b) : 1 Y2 _1 V42 <
VX)) =1 v 4a? =
e Ed.p.de X
1
—, as<x<b 1, -
fx(x) = { b-a = {

0, C.C.
* Valor esperado de | X|
E(X])

+00
f |x| fx(x)dx

(e

f |x|dx

1
2

1
i !
lxlej;pm 2[ xdx
0

D=

1
- 2

| =

(b) Admita que os erros de quantizacdo cometidos na digitalizacdo de 120 valores de um sinal (3.0)
analdégico sdo varidveis aleatérias independentes e identicamente distribuidas a X. Determine um
valor aproximado para a probabilidade de a média desses erros exceder 0.05.

e V.a.
X; = erro quant. cometido na digitaliz. do i — ésimo valor de um sinal analégico, i=1,...,n
n=120
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* Distribuicao, valor esperado e varidncia comuns
XX, i=1,..n
EX)=EX)=u=0, i=1,...,n

VX)) =V(X)=0?= 1—12, i=1,..,n
* V.a. de interesse
X= %Z?zl X; = média erros quant. cometidos na digitaliz. de n valores do sinal analégico

* Valor esperado e varidncia de X,

E(X):E(l 0 G = z E(Xl = —an(X):E(X):
v =v(L X,)X”é"’e”# 7:1V(Xi)Xi:~X#an(X): v _ o

* Distribuicao apr0x1mada de X
Pelo teorema do limite central (TLC) pode escrever-se

X—E(X) X-uq

VV(X) NG

~ Normal(0,1).

* Valor aproximado da probabilidade pedida

P(X >0.05) = 1-P(X <0.05)
X-p 005-pu
= 1-P = < =
vn vn
0.05-0
e
V120
= 1—-®(1.90)
mbelg/calc 1-0.9713

= 0.0287.

2. Um quartel de bombeiros dispdoe de dois veiculos de socorro médico que requerem equipas de
emergéncia para os operar. Considere que a varidvel aleatéria X (respetivamente Y) representa o
numero de equipas de emergéncia disponiveis (respetivamente o ntimero de veiculos de socorro médico
disponiveis) em qualquer instante. Admita que a funcdo de probabilidade conjunta de X e Y é
apresentada na tabela abaixo.

Y
0 1 2
0.10 0.15 0.01
0.05 0.25 0.02
0.02 0.10 0.30

N~ O

(a) Calcule P(X=1|Y =1).

* Par aleatério (X,Y)
X =numero de equipas de emergéncia disponiveis
Y = nimero de veiculos de socorro disponiveis
* Ep. conjunta e f.p. marginais
PX=xY=y), PX=x0=L,PX=xY=y) e PY=y=LPX=xY=y
encontram-se sumariadas na tabela seguinte:
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Y
X 0 1 2 P(X =x)
0 0.10 0.15 0.01 0.26
1 0.05 0.25 0.02 0.32
2 0.02 0.10 0.30 0.42
P(Y=y)| 0.17 050 0.33 1
¢ Prob. pedida
P(X=1,Y=1)
PX=z1|lY=1l) = ——
P(Y =1)
2 2 _ _
_ Lia Xy PX=xY=y)
5:1 PY =y)

(b) Determine a correlacdo entre X e Y e averigtie se X e Y sdo varidveis dependentes.

I

* Correlacaoentre Xe Y
Uma vez que se pretende calcular

corr(X,Y) =

serdo necessdrios alguns cdlculos auxiliares que envolverdo as f.p. conjunta de (X,Y) e

PX=1,Y=1)+P(X=1,Y=2)+P(X=2,Y=1)+P(X=2,Y =2)

P(Y=1)+P(Y =2)

0.25+0.02+0.10+0.30
0.50+0.33

0.67

0.83
0.807229.

cov(X,Y)  EXY)-EX)xE(Y)

VV(X)x V(Y) VV(X)x V(Y)

marginais de X e Y calculadas em (a).

* Valor esperado e variancia de X

E(X)

V(X)

2
) xP(X=x)

x=0

0x0.26+1x%x0.32+2x0.42

1.16

E(X?) - E*(X)

2
Y X P(X=x)-E*(X)

x=0

(0% x 0.26 + 1% x 0.32 + 2% x 0.42) — 1.16

2-1.16°
0.6544

* Valor esperado e varidnciade Y

E(Y)

V(Y)

2

2 yPY =y

y=0

0x0.174+1x0.50+2 x 0.33

1.16

E(Y?) - E*(Y)

2

y2P(Y = y) - E2(Y)

y=1

(0% x0.17 +1% x 0.50 + 2% x 0.33) — 1.16?
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V(YY) = 1.82-1.16°

= 04744
Valor esperadode X Y
2 2
EXY) = ) ) xyPX=x,Y=y)
x=0y=0
= 1x1x025+1%x2x0.02+2x1x0.10+2x2x0.30
= 1.69
Covariancia
cov(X,Y) = EXY)-EX)xE()
= 1.69-1.16x1.16
= 0.3444
Correlacao entre X e Y (cont.)
cov(X,Y)
corr(X,Y) = ———
VV(X)x V(Y)
_ 0.3444
v0.6544 x 0.4744
=~ 0.618115.

Dependénciaentre X e Y
E sabido que: caso X e Y sejam v.a. independentes, entdo corr(X,Y) = 0.
Ora, corr(X,Y) =0.618115# 0 logo X e Y sdo v.a. dependentes.

[Alternativamente...

X e Y sdo v.a. dependentes sse P(X = x,Y = y) # P(X = x) x P(Y = y), para algum (x, y) € R2,
Por um lado P(X =0, Y = 0) = 0.10. Por outro lado P(X =0) x P(Y =0) =0.26 x 0.17 = 0.0442.
Deste modo conclui-se que P(X =0,Y =0) # P(X =0) x P(Y =0), pelo que X e Y sdo va.
dependentes.]
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