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Figura 1: Gréaficos das fungoes yo(z) = 2% (amarelo) e y;(x) = x* (azul) (caso particular do
problema I com a = 2). A figura mostra que ¢(2) = 4.
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Considere duas curvas em R?: y;(2) = 2% e () = a®, com a > 1, z > 1. Sabe-se que estas curvas
se intersectam no ponto r = a, ja que y;(a) = ya(a) = a®. Além disso, elas podem encontrar-se
num segundo ponto, a que chamaremos ¢(a). O caso de a = 2 é ilustrado pela Fig.1. O objectivo
deste problema é aproximar numericamente ¢(a), para qualquer a > 1.

1. Mostre que no caso de a = e = exp(1l) as curvas y;(z) = % e yo(x) = a® se intersectam
num unico ponto, enquanto que no caso de a # e, a > 1, se intersectam em dois pontos.
Sugestao: estude a funcao f(z) = z* — a®.

2. Para cada valor a;, tal que a; = 1 +ix0.1, ¢ = 1,2,..,17, obtenha um valor aproximado
de ¢(a;), com erro absoluto inferior a 0.01, usando o método da bissec¢ao . Na escolha do
intervalo onde aplicar o método da bisseccao , tenha em conta os seguintes factos:

o d(ar) = ¢(1.1) < 50.



e Sei> j, entdo ¢(a;) < ¢(a;).
o ¢(a;)) >e, 1 =1,2,...,17

Escreva uma tabela com todos os valores de ¢(a;) obtidos.

3. Para aproximar numericamente o valor de ¢(a), com maior precisao, vamos agora utilizar o
método do ponto fixo com a funcao iteradora

g(x) =z + a(z® —a®), (1)
onde v é um parametro real a determinar (dependente de a).

(a) Supondo conhecido um valor aproximado de ¢(a), e baseando-se na teoria sobre o
método do ponto fixo, determine aproximadamente o valor de a para o qual a con-
vergéncia do método iterativo é mais rapida.

(b) Usando o método do ponto fixo, com a funcao iteradora (1), obtenha uma nova apro-
ximagao de ¢(a;), com erro absoluto inferior a 1078, para cada valor a; considerado na
pergunta 2.

Ao escolher o valor de «, para cada a;, baseie-se no critério deduzido na alinea anterior.
Pode utilizar como aproximacoes iniciais os valores de ¢(a;) obtidos na pergunta 2.

Componha uma tabela em que, para cada valor de 7, apresente ¢(a;), valor de a utilizado
e numero de iteragoes do método realizadas.
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Na segunda parte do trabalho, vamos aproximar a fun¢do ¢(a), definida na primeira parte, em
todo o intervalo [e, 10].

1. Escreva uma tabela com todos os valores que conhece da funcao ¢. Os valores de ¢(a;), com
a; < e, ja foram determinados na primeira parte. Para determinar valores de ¢(a;), com
a; > e, baseie-se no facto de que se ¢(a) = b, entao ¢(b) = a.

2. Utilizando como nés de interpolacao todos os valores de ¢(a;), considerados na alinea an-
terior, tais que e < a; < 10 (14 nés), construa o polinémio interpolador de ¢ e trace o seu
grafico no intervalo [e, 10]. Como explica o resultado obtido?

3. Vamos construir agora uma funcao interpoladora seccionalmente polinomial. Tais funcoes
sao chamadas splines. No nosso caso o spline define-se da seguinte maneira:

[ P(z), se z¢€led]
S(@) = { Q(z), se z € [4,10],

onde P é o polinémio interpolador nos pontos da tabela considerada que pertencem a [e, 4];
@ é o polinémio interpolador nos pontos da tabela considerada que pertencem a [4, 10].Trace
o grafico de S.



. Sendo b; = 3,4, ...,10, calcule S(b;), onde S é o spline obtido na alinea anterior. Calcule
#(b;), usando o método da bissecgao , com erro absoluto inferior a 107¢. Elabore uma tabela
apresentando os valores de S(b;) e os respectivos erros absolutos (quando comparados com

os valores de ¢(b;).)

. Vamos agora utilizar o método dos minimos quadrados para aproximar ¢, com base na tabela
de valores considerada na pergunta 2. Considere a fungao ajustadora

G(ZL‘):A—F;‘FE—FE. (2)

Determine os alores de A, B, C', D segundo o critério dos minimos quadrados, e trace o
grafico de G no intervalo [e, 10].

. Elabore uma tabela apresentando os valores de G(b;) e os respectivos erros absolutos (quando
comparados com os valores de ¢(b;), ver pergunta 4). Compare a precisao das aproximagoes
obtidas pelo spline S e pelo método dos minimos quadrados.

. Calcule uma aproximacgao do integral

2.7

¢(x)dz,

1.1

utilizando a regra de Simpson e baseando-se nos valores de ¢(a;) obtidos na primeira parte.
Considere h = 0.1 e h = 0.2 e compare os resultados obtidos.

. Calcule uma aproximacao do integral

10

¢(x)dz,

e

utilizando a regra de Simpson com 21 nds. Para aproximar os valores de ¢(z;) considere i)
o spline S obtido em 3; ii) a fun¢ao G obtida em 5.



