MODELACAO E SIMULACAO - 2020

MEEC - IST, TESTE N0.1 TIPO - V05

PROBLEMA No.1 [5 v] Anélise de sistemas nao lineares
Considere o sistema dinamico descrito pela equacdo diferencial
4 — —x2cos(x)
P1.1 [1 v] Calcule os pontos de equilibrio do sistema (1) no intervalo
| —37/2,4+3m/2 |

P1.2 [3 v] Trace de modo aproximado a evolugao das trajectérias de x(¢) para os
seguintes 4 valores iniciais de x:

xg = —3n/4,—m/4,+7/4,+37 /4

Para isso, calcule explicitamente o sinal de dx(t)/dt, t=0. Com base nesta
informacao, estabeleca uma conjectura acerca da estabilidade local de cada um
dos pontos de equilibrio.

P1.3. [1 v] Confirme a conjectura acerca das propriedades de estabilidade dos
pontos de equilibrio feita em P1.2 por andlise das linearizagdes do sistema em
torno de cada um dos pontos.

Problema No. 2 [8 v] Modelacao em espaco de estados. Relacao entre
descri¢des nos dominios do tempo e da frequéncia

A figura 1 ilustra o modelo fisico simplificado de um rotor acoplado a um braco
rigido que roda no plano vertical X-Y, em torno do eixo Z. O brago tem um
tnico grau de liberdade e movimenta-se sob a acgao da forca externa F,, gerada
pelo rotor, estando também sujeito a accdo da gravidade e de uma “mola
rotacional”. O angulo 6 é medido em relacdo a horizontal do lugar.

Fig.1. Rotor acoplado a braco robético



P2.11 [1 v] Modelagdo. Mostre que a dindmica do sistema com entrada F, e
saida € é descrita pela equagao diferencial

d’o
JW =-K6-MgLxcos(0)+LF,

onde ], M e L sao respectivamente o momento de inércia, a massa do rotor e o
comprimento do brago, e -K#¢é um bindrio de restituicdo associado a constante
de mola K (despreza-se a massa do brago comparada com o valor da massa M).
Os valores destes parametros sao

g=10ms? J=05Kgm?; K=2Nmrad!; M=1Kg,;, L=05m

Pretende-se controlar com grande precisdo o sistema em torno do ponto de
equilibrio correspondente a 6= 7/6.

P2.2 [1 v] Modelo em espaco de estados e cilculo das condigoes de equilibrio

Re-escreva o modelo do sistema determinado em P2.1 utilizando a formulagao
em espago de estados, isto €, escreva o modelo na forma

Ccll_f :f(.I',U)

=10 0T, u=F; f:R>— R?

onde

Calcule a forca de equilibrio u=uo correspondente ao ponto de equilibrio

xlo = 90; IQO =0

(isto é, a calcule forca necessaria para manter o brago parado na posicao angular
).

P2.3 [3v] Sistema Linearizado

Calcule a linearizagdo do sistema total em torno do ponto de equilibrio acima
especificado, escrita na forma

Ccll—f:Ax—l—Bu

com A e B a calcular, onde (para simplificar a notagao) x1, x2 e u correspondem
agora a pequenos desvios do vector de estado e da entrada em torno,
respectivamente, de [7/6, 0], e uo. Note que sen(n/6)=1/2. Faca agora u=0
(sistema linearizado com entrada nula). Mostre, recorrendo ao calculo dos
valores préprios de A, que o sistema linearizado assim obtido é instavel. A fim
de comprovar esta afirmacao calcule a funcdo de transferéncia G(s) da entrada
u para a saida x; e verifique que

G(s) = )((Jl(gsj) = 7




onde Xi(s) e U(s) denotam respectivamente as transformadas de Laplace e x1(#)
e u(t). Verifique que os valores proprios de A sdo iguais aos polos de G(s) e
explique porqueé.

P2.4 [1 v] Estabilizacdo do sistema linearizado por retroacgio de estado.

Pretende-se regular o movimento do sistema descrito em P2.3 de modo a
conduzir x1 e x2 assimptoticamente para 0 a partir de qualquer estado inicial.
Caso nao tenha resolvido P2.3, faca

A=1[01;10; B=1[01]T
Propde-se a lei de controlo por retroaccao
U= —2r1 — To

Mostre que com esta lei de retroac¢do a posicdo de equilibrio x:=0 ; x2=0 é
assimptoticamente estavel. Para isso, calcule os valores proprios do sistema em
malha fechada.

P2.5 [2 v] Modifica-se agora o sistema de controlo de modo a estabilizar o
sistema em torno de pontos de equilibrio genéricos xi1=r; x,=0. Para isso,
reformula-se a lei de retroaccao de acordo com

u=r—2r] — Ts

onde r denota uma referéncia arbitraria mas fixa de posicdo linear desejada. A
partir do modelo em espaco de estados, calcule a func¢do de transferéncia

G(s) = H

Comente acerca da capacidade do sistema em regular a varidvel x; para um
valor desejado arbitrario.

PROBLEMA No. 3 [7 v] Analise em espaco de estados

Considere o sistema dinamico descrito pelas equagdes em espaco de estados

. 11 N 9 9 11
T =——x1 + -x2;T2 = =] — —T
1 5 T1 T 5T2iT2 = 51— T2
P3.1 [1v] Mostre, por analise dos valores proprios do sistema, que o ponto de
equilibrio 0 do sistema é instavel.

P3.2 [5v] Para confirmar este resultado, trace de modo aproximado um
conjunto representativo de trajectérias do sistema no plano de fase (xi, x2).
Procedimento a adoptar: i) calcule os valores e vectores préprios do sistema
(normalize os vectores proprios de modo a terem o primeiro componente
igual a 1) , ii) faca uma mudanga de coordenadas nas quais a dinamica do
sistema fique em forma diagonal, iii) trace aproximadamente trajectérias
representativas no novo espacgo de fase, utilizando o método das isoclinas, e
iv) “transfira” as trajectorias calculadas para o espago de fase original.



P3.3 [1v] Calcule explicitamente a resposta do sistema dindmico
correspondente as condigdes iniciais x1(0)=1 e x2(0)=-1 utilizando a expressao
geral da resposta em termos dos valores e vectores préprios do mesmo sistema.



