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PROBLEMA No.1 Analise de sistemas nao lineares

Consider o sistema dinamico descrito pela equacdo diferencial
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onde x é o estado e u é a entrada.

P1.1 Suponha que u=0. Mostre que o ponto de equilibrio 0 é instavel. Para isso,
calcule explicitamente o sinal de dx(t)/dt e trace de modo aproximado as
trajectérias do sistema com valores iniciais x(0): -2, +2.

P1.2 Numa tentativa de estabilizar (pelo menos localmente) o ponto de
equilibrio 0, propde-se a lei de controlo

u=-kx; k>0
Considere o sistema em malha fechada, isto é, o sistema descrito por
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Calcule os respectivos pontos de equilibrio (0 é um deles). Trace de modo
aproximado a evolucao das trajectérias de x(t), para as seguintes 4 valores
iniciais de x(0): -2k, -0.5 k2, 0.5 k¥2, e 2k'/2. Para isso, calcule explicitamente o
sinal de dx(t)/dt. Com base nesta informacdo, investigue a estabilidade local
de cada um dos pontos de equilibrio. Em particular, prove que o ponto de
equilibrio 0 se tornou estavel, e calcule a sua “bacia de atracgao”, isto é, o
conjunto de valores iniciais que conduzem a trajectérias que convergem para
0. Mostre também de modo claro que o “tamanho” da bacia de atracgao
aumenta com o aumento de k, mostrando assim o efeito benéfico deste
parametro de ajuste.

P1.3 Confirme os resultados do estudo de estabilidade dos pontos de
equilibrio feita em P1.2 por andlise das lineariza¢des do sistema em torno de
cada um desses pontos.

Problema No. 2 Modelacao em espaco de estados

Na figura 1 representam-se duas plataformas espaciais que se deslocam ao
longo da coordenada z. As plataformas, denominadas P1 e P2, movimentam-
se sob a acgao das forgas de propulsao F; e F,. A plataforma P1 desempenha o
papel de “master”e a sua posigdo ao longo da coordenada z é indicada por zi.
A plataforma P2, com coordenada de posicdo z2, desempenha o papel de



“slave”. A sua missao é seguir o movimento de P1 e levar a distancia d=z1-z;
a convergir para um valor desejado r constante, por manipulacdo adequada
da forca F.. Para o efeito, a plataforma PI transmite para P2 as seguintes
variaveis: Fi, z1, e dzy/dt. A plataforma P2 tem naturalmente acesso a z2 e dzy/dt.
Para simplificar, assume-se que as massas das duas plataformas sdo iguais a

1kg.
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Fig. 1 Sistema com duas platformas espaciais: P1-"leader”; P2-"slave”.
Objectivo: manter a distdncia d=z;:-z; entre os veiculos igual a um valor desejado
constante r, ou seja, conduzir o erro de seguimento e=d-r= z;-z»-r para 0.

Para a tarefa proposta propde-se a lei de coordenagao
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Q2.1 O primeiro passo na andlise do desempenho do sistema conjunto - com
a lei de coordenacdo indicada - em que a platforma P2 “segue” a plataforma
P1, consiste em exprimir a dindmica do sistema total recorrendo a formulagao
em espago de estados. Nesse sentido, escreva sob a forma de equagdes de

estado dx
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(com estado x, entrada u, e saida y) a evolucdo do sistema, adoptando as
seguintes varidveis de estado:
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X, =2 xzz—dt;x3:e=zl—z2—r; X, = su=F;y=e

Note que de acordo com a lei de Netwon-Euler, Fi=d?z/dt? e F2=d?z>/dt.

Q2.2 Note que para o estudo da evolugao do erro e basta prestar atencdo as
duas udltimas equagdes de estado. Mostre que com r constante o erro e=x;
tende de facto para 0.



Problema No. 3 Relagao entre funcdes de transferéncia e equacdes de
estado]

Considere o sistema escalar com entrada u e saida y, com a funcao de
transferéncia

Gi(s)= Y(s)/U(s)=1/[s’(s+1)]  (2)

P3.1 Escreva, na forma matricial, uma realizacdo em espago de estados do
sistema com dimensao igual a 4.

P3.2 Idem, para o sistema com fungao de transferéncia

Ga(3)= Y(s)/U(s)=(s*>+s+1)/[s3(s+1)]  (3)

Para a realizacdo obtida, apresente um diagrama de blocos com 4
integradores que ilustre como se simula o sistema no ambiente Simulink.

P3.3 E sabido que dada uma funcao de transferéncia G(s), existe um nimero
infinito de realizacdes (em espago de estados) possiveis. Dé um exemplo de
uma realizacdo de Gi(s) diferente da que obteve em P3.1, com dimensao
superior a 4. Diga justificadamente se é possivel obter uma realizacdo com
dimensao 3.

PROBLEMA No. 4 Anilise em espaco de estados

Considere um “veiculo robético submarino” (ver Fig. 2) que se move na
horizontal, actuado pela forca F gerada por um sistema de propulsao.
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Fig. 2. Veiculo submarino a movimentar-se ao longo da recta X.

O veiculo desloca-se com velocidade linear v, e a sua posi¢ao p é medida em
relacdo ao referencial de inércia {I} representado na Fig. 2, com origem em 0.
Pretende-se conduzir assimptoticamente a variavel p (distancia do veiculo a
origem do referencial {I}) para 0, por acgdo da varidvel F.

0 que se segue, consideram-se apenas pequenos desvios em relacdo ao
N der nos d laga
ponto de equilibrio correspondente a posicdo linear po=0, velocidade linear
v0=0, e entrada Fy=0.

P4.1 Derive a equagao diferencial ndo linear de segunda ordem que descreve
o sistema com entrada F e saida p e deduza uma realizagdo correspondente



em espaco de estados. Admita o modelo dindmico simplificado do veiculo
(com atrito hidrodinamico quadratico) dado por
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com m=1Kg, f/=1N/m?, juntamente com a parte cinematica dada por
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Calcule a linearizagdo do sistema total em torno do ponto de equilibrio acima
especificado e mostre que ela se pode escrever na forma
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dt dt
onde x1, x2 e u correspondem a pequenos desvios de p, v, e F respectivamente
em torno de po=0, vo=0, e Fo=0. Atengdo: tenha cuidado ao calcular a derivada
de fvlv| em ordem a v no ponto v= vo=0,; é conveniente fazer o tracado da
fungdo.

P4.2 Pretende-se regular o movimento do veiculo robético de modo a
conduzir x1 e x2assimptoticamente para 0 a partir de qualquer estado inicial.
Mostre que este objectivo ndo é atingivel em malha aberta, ou seja, com u=0
em (4). Para isso, trace de modo aproximado um conjunto representativo de
trajectorias do sistema (4) no plano de fase (x1,x2) e tire conclusdes. Atengdo:
ndo tente resolver esta alinea utilizando a técnica de diagonalizagdo de
sistemas! Basta examinar com cuidado as expressdes extremamente simples

para dxi/dt e dxz/dt em (4).

P4.3 A fim de ultrapassar a dificuldade enunciada em P4.2, propde-se agora
uma lei de controlo por retroacgao

u=—kx(2)-#kx,(7)

com k1=10 e k»=11. Mostre que com esta lei de retroaccdo a posicdo de
equilibrio x1=0 ; x,=0 é assimptoticamente estavel. Para isso, calcule os valores
proprios do sistema em malha fechada.

P4.4 Suponha agora que se fez um erro na implementacado da lei de controlo, e
que ki=-1, k2=0. Mostre que este erro tem um efeito catastréfico, dado que o
sistema em malha fechada se torna instavel, com valores préprios -1 e +1. Para
confirmar e reforcar este resultado, trace de modo aproximado um conjunto
representativo de trajectorias do sistema no plano de fase (x1, x2). Procedimento
a adoptar: i) calcule os valores e vectores proprios do sistema, ii) faga uma
mudanca de coordenadas nas quais a dindmica do sistema fique em forma
diagonal, iii) trace trajectOrias representativas no novo espago de fase, iv)
“transfira” as trajectorias calculadas para o espago de fase original.



