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P1. Na ilha de Tonga-Bonga existem coelhos e raposas e uma quantidade

ilimitada de alimento para os coelhos. Depois de interminaveis estudos da maior

complexidade, os destemidos bidlogos tonga-bongenses chegaram a conclusao

de que, sendo x;(t) o numero de coelhos no instante de tempo t e x,(t) 0

namero de raposas, estas varidveis (que constituem o estado do sistema)

satisfazem as equacg0des de estado lineares (sem entrada externa):

a)

b)

d)

dx; )

dt X1 X2
dx,
E = —le + 4x2

Escreva a equacdo de estado na forma matricial. Escreva a matriz A (a
matriz da dinamica do sistema).

Calcule os valores proprios e os vectores préprios de A.

Escreva a decomposicdo modal do sistema para condigbes iniciais
arbitrarias (ou seja, considerando genéricos os ganhos k; e k, de cada
um dos modos).

Suponha que o numero inicial de coelhos € 100 (ou seja, x;(0) = 100).
Determine o numero inicial de raposas, x,(0), tal que o namero de
raposas e o numero de coelhos se mantenha constante no tempo, quer
dizer, tal que x;(t) = x,(0) e x,(t) = x,(0) para todo o t.

Suponha que o numero inicial de coelhos € 100, e o nimero inicial de
raposas € 45. Escreva as fun¢des do tempo que permitem calcular x;(t) e
x,(t) ao longo do tempo, e determine o tempo tr ao fim do qual as

raposas se extinguem.
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P2. Considere o circuito eléctrico da figura P3-1.
a) Escreva as equactes de estado para as variaveis de estado indicadas.
N&o tem de escrever a equacédo de saida.
b) Dé uma condicdo em R;, R,, L e C para que a realizacdo de estado que
obteve nao seja controlavel.
c) Interprete a condicdo de perda de controlabilidade que obteve na alinea
b) em termos das constantes de tempo do circuito (inverso dos valores
préprios da matriz da dindmica). Indique os célculos que permitem esta

interpretacéo.

R1 RZ
Figura P3-1
P3. Considere o sistema descrito por
y ==y + bKr

em que b é um parametro constante desconhecido, mas que se sabe que é
positivo, r € uma referéncia constante e K um, ganho ajustavel.

a) Recorrendo a uma funcdo de Lyapunov adequada, obtenha uma lei de
ajuste de K que garanta que e = y — y,,, tende para zero quando o tempo
aumenta, sendo

Ym = "Ym+T

b) Recorrendo ao teorema do conjunto invariante, mostre que a lei de ajuste

de K que obteve garante que e = y — y,, tende para zero quando o tempo

aumenta.
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P4. Considere o sistema definido pelo modelo de estado escalar

dx
— =X+U
dt

a) Por aplicacdo do Principio do M&ximo de Pontryagin, obtenha uma lei de
controlo por realimentacdo que minimiza o custo definido num horizonte

infinito, em que r € uma referéncia constante a seguir

] = 1foo((x(t) —1)? 4 (u() +r)?)dt
2 0

Assuma que, em cada instante de tempo t, o estado x(t) e o co-estado A(t)
estdo relacionados por
At) = —px(t) + g,
em que p e g sao constantes que deve determinar.
b) Mostre que x(t) — r.
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P5. Considere a equacéao diferencial escalar

X=ax+Db (P5-1)
em que x € R para cada instante, a e b sdo constantes conhecidas, e a condicédo
inicial & x(0) = 0. Pretende-se resolver esta equacao diferencial.
Para tal, substitui-se a equacéo (P5-1) por

X = ax + by (P5-2)
emquey=1.

a) Escreva uma equacéo diferencial verificada por y e diga qual a respectiva
condicdo inicial.

b) Escreva o sistema de equacdes diferenciais formado por (P5-2) e pela
equacado que obteve na alinea a) na forma de um modelo de estado linear
na forma matricial. Chame A & matriz da dindmica do sistema.

c) Calcule a exponencial e4t da matriz que obteve na alinea b).

d) Use o resultado da alinea c) para resolver a equagéo (P5-1).

Ajudas:
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%: f(x,u) X(0) =x, J(u) :‘P(X(T))+TIL(x,u)dt

- (Z—f)'= A0, (x@®,u®) + L (x(@®)u))  A(T) =¥, (x(T))
H(A,x,u)=A"f(x,u) +L(x,u)
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