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P1. Em certas condi¢cdes, um laser de CO2 de fase gasosa pode ser descrito
pelo modelo de estado néo linear
X =% X,

X, =1-aXx, =1+ X%X,) X
em que ¢ e P sao parametros positivos, %1 é a intensidade normalizada do

feixe de luz e X2 é proporcional & diferenca entre o nimero de &tomos excitados
e nao excitados do gas. Responda as seguintes perguntas:
a) Calcule todos os pontos de equilibrio do sistema
b) Obtenha as equacdes do sistema linearizado em torno de cada um dos
pontos de equilibrio.
c) Com base na linearizacao que fez na alinea b), diga justificadamente se
os pontos de equilibrio sdo ou ndo assimptoticamente estaveis, ou se nao

pode dizer nada sobre a estabilidade. Admita que £+ % <2,

m
P2. Considere o diagrama de blocos do servomecanismo realimentado que se
mostra na fig. P2-1. Neste sistema de controlo de posi¢ao, o sinal de entrada u
de um motor de corrente continua € aplicado por um actuador cuja caracteristica

€ descrita por uma funcéo néo linear f aplicada ao erro de seguimento.
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Fig. P2-1 Servomecanismo realimentado com um actuador n&o linear.

Sabe-se que esta funcao € tal que
f(e)>0 parae>0; f(e)=0parae=0; f(e)<0 parae<O

Isto significa que:

e

[f(o)do>0 para ex0

0
A referéncia r é constante no tempo.

As variaveis x, e x, séo, respectivamente, a posicdo angular e a velocidade

angular do veio do motor. O parametro T >0 é a constante de tempo do motor.
Responda as seguintes perguntas:
a) Considere o estado definido pelo erro de seguimento e e pela velocidade

angular x,. Escreva as equagdes de estado (ndo-lineares) correspondentes.

b) Mostre que
T, f|
Vi) =2 %; +[ f(o)do
0

€ uma funcdo de Lyapunov para a origem do sistema descrito na alinea a). Diga
gue conclusbes pode tirar sobre a estabilidade para este ponto de equilibrio
através do Teorema de Lyapunov.
c) Diga que conclusdes pode tirar pela aplicagdo do Teorema do Conjunto
Invariante para 0 mesmo problema.
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P3. Uma classe de aplicagbes do controlo que tem grande interesse tem a ver

com a Medicina. Neste problema optimiza-se a terapia que permite que permite



impedir o crescimento de um tumor. Admite-se que o crescimento do tumor pode
ser modelado através da seguinte equacéo diferencial escalar
X = x — bu,

em que x é a massa do tumor, u € a terapia utilizada, que se assume ser a taxa
de aministracdo de um farmaco (variavel manipulada) e b é um parametro
positivo, que se admite conhecido, e que traduz a sensibilidade do tumor a
terapia.

Supde-se que é feito um tratamen durante um intervalo de tempo de duracédo T.
O objectivo € um compromisso entre minimizar a massa do tumor no final do
tratamento, x(T) e a quantidade total de farmaco administrada (o farmaco tem
efeitos secundarios toxicos). Este objectivo é traduzido através do funcional

seguinte, que se pretende minimizar

J@) =x(T) + [ pu(t)dt,
em que p € um parametro positivo que traduz a importancia relativa de minimizar
a quantidade de farmaco administrada face ao objectivo de reduzir o tumor.
A terapia tem de verificar a condigéo

0 <u < Upgy

em que u,,, € a taxa maxima de admissédo de farmaco. Admite-se ainda que
p > b. Determine a funcado de controlo 6ptimo que minimiza J. Utilize o Principio
de Pontryagin.
Ajuda:

%:f(x,u) X(0) = X, J(u)=‘P(x(I'))+].L(x,u)dt

- (z—f)‘= A'(1) £, (x(@),u(®) + L (x(®),u(®))  A(T) =", (x(T))
H(A,x,u)=A"f(x,u)+ L(x,u)
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P4. Um submarino desloca-se em linha recta, com uma velocidade longitudinal
V. num meio aquatico onde ndo h& correntes, movido por uma forca de

propulsdo F,. Neste problema pretende-se projectar um controlador que

mantenha a velocidade incremental em relacdo ao equilibrio perto de zero (isto
€, pretende-se que o0 submarino mantenha a velocidade nominal
aproximadamente constante, mesmo que haja perturbacbes que a desviem
deste valor). O projecto é feito supondo valido o modelo incremental continuo
descrito pela equagéao
v=-05v+u,

em que u é o incremento da forca de propulsdo em relacdo a forca de equilibrio
e v o0 correspondente incremento de velocidade em relacdo a velocidade de

equilibrio. Pretende-se escolher a variavel manipulada u por forma a minimizar

J:%j;@%0+u%0bL

Por aplicacdo do Principio de Pontryagin, obtenha uma lei de controlo de
realimentacdo por forma a minimizar J .

Sugestao: Assuma que, em cada instante de tempo t, a velocidade v(t) e o co-
estado A(t) estéo relacionados por

A(t) =—pv(),
em que p € uma constante positiva que deve determinar, e escreva uma

equacéo algébrica verificada por p.




