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25 de Junho de 2003, 13 horas - salas F3, F4

Quotacao: P1-6, P2-5, P3-2, P4-2, P5-2, P6-3.

P1.Considere as figuras seguintes, que correspondem a trajectérias no espago

de estado de 5 sistemas lineares de 22 ordem, diferentes, com equacéao
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Considere ainda as seguintes matrizes da dindmica

0 1 0 1 0 1
Al AZ A3
-2 =06 -2 -3 1 0

0 1 - -
A, = A = A
-2 0 %%

a) Diga qual das matrizes correspondem a qual retrato de fase. Deve justificar a
sua resposta com base nos valores proprios e vectores proprios (calcule os
vectores préprios apenas quando necessario).

b) Calcule a resposta x(f) quando a matriz da dindmica € a matriz 4, do
problema anterior, e a condig&o inicial € x,(0) =1 x,(0)=0.

c) Diga justificando com base na definicao se o sistema com matriz da dinamica

4, € estavel no sentido de Lyapunov.

d) Indique uma condigao incial ndo nula tal que o estado do sistema com matriz

da dindmica 4, tenda para zero quando o tempo aumenta.

OO~

P2. Considere o sistema cujo diagrama de blocos se mostra na figura 1.

u X, s+2 V=X,

Fig. 2-1: Problema P2.



a)

b)

Obtenha uma representacéo de estado de 2% ordem do sistema. Tome como
variaveis de estado x, e x,, indicadas na figura 2-1.

Diga para que valores do parametro a, tomando como variaveis de estado
X, € x,, & possivel dimensionar os ganhos de uma realimentacédo linear de
todas as variaveis de estado (RLVE) por forma a posicionar arbitrariamente
os polos do sistema em cadeia fechada. Nao calcule explicitamente o
polindmio caracteristico da cadeia fechada.

Para a =1, dimensione os ganhos da RLVE por forma a que os podlos da
cadeia fechada se situem em -4+ j. Suponha, nesta alinea, que tem acesso
a medida directade x, e x,.

Suponha agora que n&o tem acesso a medida directa de x, e x,. Diga para
que valores de a é que o sistema é tal que satisfaz a condicdo de ser
possivel dimensionar um observador assimptotico do estado por forma a que
o0 erro na estimativa do estado tenda para zero tdo depressa quanto se
queira.

Para a =1 escreva as equagdes e projecte os ganhos de um observador por

forma a que o erro na estimativa do estado tenda para zero, com valores

préprios em —10+ j da equacgao de erro.

OO~

P3. A equacgédo do péndulo amortecido é

d*o de
+cL— +mgLsin(@) =0
dr’ dt gLsin(®)

ml?

em que L € o comprimento do péndulo, m a sua massa, ¢ o coeficiente de

atrito, g a constante de aceleragdo da gravidade e 6(¢) o angulo de oscilagao

em relagao a vertical.

a)

b)

Tomando como variaveis de estado o angulo 6(t) e a sua derivada, escreva
um sistema de equacdes de estado para o péndulo.

Mostre que @ =75, € =0¢& um ponto de equilibrio.



c) Estude os valores préprios do sistema linearizado em torno deste ponto de
equilibrio e conclua sobre a forma das trajectérias no plano de estado do
sistema linear. O que pode dizer sobre o comportamento do sistema nao
linear em torno deste ponto?

Nota: Nao tem de calcular os vectores proprios. Deve dar a resposta qpemnas

com base na infortmagdoque é possivel extrair dos valores proprios.

O~
P4. Recorrendo ao 2° método de Lyapunov, com uma fungdo de Lyapunov

tentativa da forma

V(x,,x,) = ax; +bx;,
mostre que a origem de cada um dos seguintes sistemas néo lineares € do tipo
indicado, relativamente a estabilidade:

a) Assimptoticamente estavel

.o .3 2
X = —x txx,

2 3
X, = 2x/x, — X,

b) Instavel

X =X =X,
- 2 2 3
X, =x,x, +4x;x, +2x;
m
P5. Por aplicacdo do Principio de Pontryagin, determine a funcao u(t) tal que o

funcional
J(u) = lmez(t) + 2 (£)dt
290
seja minimo, sendo x o estado do seguinte sistema escalar instavel
dx
— =xtu(t
7 (1)

Admita que existe uma constante p tal que
A1) = —px(2)

e determine essa constante.



% = f(xu)

J(w) =Wx(T))+ ].L(x,u)dt

- (%‘)': A'(@0) £ (x(0),u(1)) + L, (x(0),u(t))

AT =9,
HA,x,u) = A" f(x,u) + L(x,u)

O T~
P6. Considere um missil M que pretende atingir um alvo A (ver figura 6-1). O

alvo desloca-se em linha recta, para a direita. A velocidade do missil M

relativamente ao alvo A é V', constante, segundo a horizontal e x, segundo a

vertical. No instante ¢+ =0 a disténcia, medida segundo a horizontal entre o missil
Meoalvo Aé D. O tempo que o missil demora a atingir o alvo A é
r=2
-

A distancia do missil ao alvo segundo a vertical € x,.

D
Fig.6-1 — Problema P6.

Admite-se que a dindmica vertical do missil é descrita por



em que u é a variavel manipulada, dada pela componente vertical da aceleragao
do missil. Admite-se que n&o ha restricbes em u .
a) Determine a aceleragdo u do missil no intervalo de tempo [O, T] por forma a

minimizar o funcional
m 1%
Jw) = —x*(T)+—|u?(1)dr
()= =2 (T) 2! (1)

em que m € uma constante. Exprima o controlo 6ptimo u como fungdo do
tempo ¢, do tempo gasto na manobra 7' e das condig¢des iniciais do estado x,(0)
e x,(0).

b) Diga se a constante m deve ser grande ou pequena para que o missil atinja o
alvo.

c) Suponha que em vez de um missil se considerava um avido de abastecimento
que deveria acompanhar no final da manobra o alvo com a mesma velocidade
(este problema é denominado problema de rendez-vous). Como modificaria o
funcional de custo para este problema? (ndo tem de resolver este novo
problema).

Ajuda: Equagdes na “Ajuda” do problema P5.

o



