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P1. Considere o sistema linear e invariante de 22 ordem, descrito pela equacao

1 -2
%zAx com A=
dt 4 -5

Responda sucessivamente as seguintes perguntas:
a) Calcule os valores préprios e 0s vectores proprios da matriz A.

b) Com base nos valores proprios e nos vectores préprios escreva a solucdo da
equacdo diferencial quando a condicao inicial € x(0) = {ﬂ

c) Recorrendo a um método a sua escolha, calcule a matriz exponencial e™.

d) Suponha que x(3) :[ﬂ determine x(4).
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P2. Considere o sistema cujo diagrama de blocos se mostra na figura P2-1.
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Fig. P2-1: Problema P2.



a) Obtenha uma representacéo de estado de 22 ordem do sistema. Tome como
variaveis de estado x, e X,, indicadas na figura.

b) Diga para que valores do parametro «, tomando como variaveis de estado
X, € X,, € possivel dimensionar os ganhos de uma realimentacéo linear de

todas as variaveis de estado (RLVE) por forma a posicionar arbitrariamente
0s polos do sistema em cadeia fechada. Use a no¢cao de controlabilidade.
N&o calcule explicitamente o polindmio caracteristico da cadeia fechada.

c) Para a =2, dimensione os ganhos da RLVE por forma a que os polos da

cadeia fechada se situem em -4+ j. Suponha, nesta alinea, que tem
acesso a medida directa de x, e X,.
d) Suponha agora que néo tem acesso a medida directa de x, e x,. Diga para

que valores de a € que o sistema é tal que satisfaz a condicdo de ser
possivel dimensionar um observador do estado por forma a que o erro na
estimativa do estado tenda para zero tdo depressa quanto se queira.

e) Para o =2 escreva as equacdes e projecte os ganhos de um observador por
forma a que o erro na estimativa do estado tenda para zero, com valores
proprios da equacao de erro em —10+ j.
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P3. Atencdo: Neste problema tem dois enunciados alternativos. A primeira

alternativa corresponde a quotacdo completa (3 valores). A segunda

corresponde a uma quotacdo maxima de 1 valor nesta pergunta. Indique
claramente na sua resposta qual a alternativa que escolhe. Se responder as

duas alternativas, mesmo que parcialmente, apenas serd classificada a primeira.

Alternativa P3A) (3 valores) Considere o sistema da fig. P3-1 que representa
um controlador de caudal com uma valvula ndo linear, em que y é a medida de
caudal que atravessa a valvula (saida do sistema) e u é o comando do

posicionador de valvula (variavel manipulada).



u fty,
y
—

Fig. P3-1: Problema 3.

A valvula é descrita pelo modelo néo linear de 12 ordem

dy
~-u-0f
ot (y)

em que a funcdo nao linear f(.) € conhecida, estando representada na fig. P3-1

(a cdireita), e o parametro ¢ é desconhecido.

Pretende-se:

a) Determine uma retroaccdo estatica da saida tal que, admitindo um
conhecimento perfeito de é , o sistema (valvula+realimentacdo) se comporte
como um integrador.

b) Determine uma lei de controlo linear a aplicar ao integrador assim resultante,
gue leve a que, supondo conhecimento perfeito de & , o erro de seguimento
e(t) =r—y(t) do sistema controlado tenda para zero com uma constante de
tempo de 1 segundo. Adimite-se que a referéncia r é constante.

c) Recorrendo ao Segundo Método de Lyapunov, obtenha uma lei de ajuste do
parametro ¢ que garanta que o sistema global € estavel.

d) Diga justificadamente se pode ou ndo garantir que o erro de seguimento e(t)

tende para zero quando t tende para infinito.

Alternativa P3B) (1 valor)
Considere o sistema autonomo (isto €, sem entrada), de 22 ordem, descrito pelo

sistema de equacgdes nao lineares

dx
=R RO )
dx
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a) Mostre que a origem é um ponto de equilibrio do sistema. Obtenha as
equacdes do sistema linearizado em torno da origem. Classifique a origem
em termos dos valores préprios do sistema linearizado. Diga o que pode
concluir daqui sobre o comportamento em torno da origem do sistema né&o
linear.

b) Recorrendo ao 2° Método de Lyapunov, e tomando como candidata a funcao

de Lyapunov a funcéo V(x;, x,) = %(xf + x§), 0 que pode dizer sobre a origem

do sistema néo linear?
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P4.. Considere o sistema definido pelo modelo de estado escalar

dx
— =X+U
dt

Por aplicagdo do Principio do Maximo de Pontryagin, obtenha uma lei de

controlo por realimentacdo que minimiza o custo definido num horizonte infinito
_ 1=(.2 2
J_EL(x(o+u(0bt

Assuma que, em cada instante de tempo t, o estado x(t) e o co-estado A(t)

estdo relacionados por
A(t) =—px(t)

em que p é uma constante que deve determinar.

Ajudas Uteis: As informacdes seguintes sao Uteis para resolver este problema.

%:f(x,u) X(0) = X, J(u):‘P(x(T))+].L(x,u)dt

—(%%Y=110deG%UG»+4ﬂ(XGLUG»
H(A,x,u)=A"f(x,u)+ L(x,u)
OO ~



P5. A velocidade v de um veiculo esta relacionada, num sistema de unidades
normalizadas, com a taxa de consumo de combustivel u através da equacéo

diferencial de 12 ordem

dv
— =—V+uU
dt

Recorrendo ao Principio do Maximo de Pontryagin, determine o perfil 6ptimo da

funcéo u(t) no intervalo de tempo entre t =0 e t =10 que transfere a velocidade

do valor v(0) =0 (veiculo parado) para o valor v(10) = 70, minimizando
110
J(u) == [u?(t)dt
©=3]u®

Ajudas: As ajudas do problema P5 e ainda as seguintes propriedades da
transformada de Laplace (Lrepresenta a transformada de Laplace e a um
parametro):

Le)=—1 L(%) — sV (s)-v(0)
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