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P1.Considere as figuras seguintes, que correspondem a trajectorias no espacgo
de estado de 4 sistemas lineares de 22 ordem, diferentes, com equacéao
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Estes retratos de fase estao identificados de a) a d) no topo de cada figura.

,,,,,,

rrrrr

A\
\
\
0

X X

Considere ainda as seguintes matrizes da dindmica
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a) Diga qual das matrizes corresponde a qual retrato de fase. Deve justificar
a sua resposta com base nos valores proprios e vectores proprios (calcule
os vectores proprios apenas quando necessario).

b) Determine a matriz exponencial da matriz 4,.
c) Na situagao da alinea b), determine x(¢) quando x(0) = [2 3]T.
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P2. Considere o sistema cujo diagrama de blocos se mostra na figura 1.

a)

u + y
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Fig. 2-1: Problema P2.
Obtenha uma representacao de estado de 22 ordem do sistema. Tome como
entrada u, variaveis de estado x, e x, e como saida y, indicadas na figura
P2-1.
Diga para que valores do parametro a, tomando como variaveis de estado
X, € x,, & possivel dimensionar os ganhos de uma realimentagéo linear de
todas as variaveis de estado (RLVE) por forma a posicionar arbitrariamente
os polos do sistema em cadeia fechada. Nao calcule explicitamente o
polinémio caracteristico da cadeia fechada.
Para a =2, dimensione os ganhos da RLVE por forma a que os pdlos da
cadeia fechada se situem em —4+ ;. Suponha, nesta alinea, que tem acesso
a medida directade x, e x,.
Suponha agora que nédo tem acesso a medida directa de x, e x,. Diga para

que valores de a é que o sistema é tal que satisfaz a condicao de ser

possivel dimensionar um observador assimptotico do estado por forma a que



o erro na estimativa do estado tenda para zero tdo depressa quanto se
queira.

e) Para a =2 escreva as equagdes e projecte os ganhos de um observador por
forma a que o erro na estimativa do estado tenda para zero, com valores

proprios em —10* ; da equacéo de erro.
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P3. O PLL (Phase Lock Loop - malha de captura de fase) € um dispositivo ndo
linear usado quer para resolver problemas de Telecomunicag¢des (desmodulagao
de fase) quer de Controlo (controlo de velocidade de precisdo). A figura P3-1
mostra um diagrama de blocos genérico de um PLL. O PLL gera no ponto B um

sinal em fase com o sinal de entrada em A, cuja fase se pretende determinar.
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Fig. P3-1 — Problem P3. Diagrama de blocos de um PLL.

O sistema de equacgdes diferenciais ndo linear seguinte

representa o modelo de um PLL. Admite-se que a fase do sinal de entrada é

constante. A constante 6 representa a fase da sinusoide de entrada que se



pretende estimar. A variavel de estado x, representa a estimativa dessa fase.

Pretende-se:

a) Mostre que

e 6 +
Ponto A:{xl} :[ } Ponto B: [xl} :{ : ﬂ}
X, 0 X, 0

sao dois pontos de equilibrio do sistema.

b) Calcule o sistema linearizado em torno de cada um destes ponto de
equilibrio.

c) Para cada um dos sistemas linearizados que obteve em b) calcule os valores
préprios e classifique-os qualitativamente (diga se sédo estaveis ou instaveis e
se se trata de um n6, de um foco, de um centro ou de um ponto de sela).

d) Diga, justificando, se pode concluir que o sistema nao linear é
assimptoticamente estavel em torno de cada um dos pontos de equilibrio

acima referidos.
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Devera resolver apenas um dos problemas P4(A) ou P4(B). O problema
P4(A) vale 3 valores mas o problema P4(B) vale apenas 1 valor, pelo que se
optar por fazer P4(B) estara a fazer o exame para uma nota total inferior a
20. Se resolver os dois problemas apenas contara a classificagcao obtida
em P4(A).

P4(A). Considere o sistema da fig. P4-1 que representa um controlador de

caudal com uma valvula nao linear.
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Fig. P4-1: Problema P4.

A valvula é descrita pelo modelo nao linear de 12 ordem
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em que a a forma da fungéo néo linear f(.) é conhecida e o parametro 6 ¢

desconhecido mas constante. A variavel u representa a posicao da valvula

(variavel manipuolada) e y representa o caudal. Pretende-se:

a)

Determine uma retroaccdo estatica da saida tal que, admitindo um

conhecimento perfeito de 8, o sistema (valvula+retroacgdo) se comporte

como um integrador. Esta retroacgdo consiste numa mudanga de variavel
que transforma uma variavel manipulada virtual v na variavel manipulada
efectivamente aplicada ao sistema fisico u, tal que a relagao existente entre

v € y é um integrador. Devera indicar a formula que permite calcular a

abertura da valvula u em fungao de v.
Determine uma lei de controlo linear a aplicar ao integrador assim resultante,

que leve a que, supondo conhecimento perfeito de 6 , o erro de seguimento
e(t) = h(t) —r do sistema controlado tenda para zero com uma constante de
tempo de 1 segundo (pd6lo em 1rad/s). Assuma que a referéncia r é

constante.

Suponha agora que aplica a retroacgao estatica que projectou na alinea a)
com o valor exacto de 8 substituido por uma estimativa 8. A relacéo entre

v e y deixa de ser um integrador exactamente, mas passa a ter um termo

adicional que se anula com o erro de estimativa §(t) = 0—9(t). Determine o

resultado da retroaccao estatica nestas condigdes.

Recorrendo ao Segundo Método de Lyapunov, obtenha uma lei de ajuste da
estimativa é(t) que garanta que o sistema global é estavel.
Diga justificadamente se pode ou nao garantir que o erro de seguimento

e(t) =r —h(t) tende para zero quando o tempo ¢ tende para infinito.
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P4(B). Atencao a observacgao imediatamente antes do problema P4(A).

Considere o sistema néo linear descrito pelas equacgdes de estado



a) Mostre que a origem é um ponto de equilibrio do sistema.
b) Recorrendo ao 2° Método de Lyapunov mostre que a origem € um ponto
de equilibrio assimptoticamente estavel. Sugestdo: Use a fungcao de

Lyapunov
1
V=2l +x)
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P5. Por aplicacéo do Principio de Pontryagin, determine a funcao u(t) tal que o

funcional
_1 © 2 2
J(u) = EJ.O X2 (1) +ut(1)dt

seja minimo (estabilizando o sistema), sendo x o estado do seguinte sistema

escalar instavel
dx
— =x+u(t)
dt

Deve resolver o problema admitindo que existe uma constante p tal que
A(t) = =px(?)

e determinando essa constante.
dx
— = f(x,u
7 S (x,u)
T
J() = W(D)) + [ L(xu)dt
0

A
- (%)': N0 f.(x(0),u(0) + L, (x(0).(0))

AT =W
H(A,x,u) = A" f(x,u) + L(x,u)
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P6. Considere o modelo de estado descrito pelas equacdes

ﬂ:Ax+bu
dt
y=Cx

em que o par (4, C) € observavel. Seja

a(s)=s"+as"" +a,s" 7 +...+a,
o polinébmio caracteristico da matriz 4.

Demonstre o correspondente a formula de Bass-Gura para o dimensionamento
dos ganhos de um observador assimptotico que coloque os valores préprios da
matriz da dindmica do erro nas raizes de um polindémio especificado

n+l

a(s)=s"+as"" +a,s" 7 +...+a,
Ajudas: A transformagéo de coordenadas que leva o modelo de estado genérico
nas coordenadas x a forma candnica do observador é

Xo = TX

em que x, é o vector de estado na forma canonica do observador e

T=M O(A,c)
sendo O(4,C) a matrz de observabilidade associada ao par (4,C) e
1 0 - 01|
a, 1 |
M N

|~an—1 al IJ
em que os d; sdo os coeficientes do polinébmio caracteristico do sistema em
cadeia aberta. A forma candnica do observador de uma funcao de transferéncia
_bs" T +bs" P+, +b,

n=2 +a

n

G(s)

-1
s"+as"" +a,s

é tal como se mostra na figura P6-1.
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Fig. P6-1 — Problem PG6.

o



