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Quotacao: P1-6, P2-6, P3-1, P4-2, P5-2, P6-3.

P1. Considere as figuras seguintes, que correspondem a trajectérias no espaco
de estado de 5 sistemas lineares de 22 ordem, diferentes, com equacao
dx
i
Estes retratos de fase estdo identificados de a) a €) no topo de cada figura.
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Considere ainda as seguintes matrizes da dinamica

0 1 0 1 0 1
A=l _os =10 3] BT o
A 0 1 -% —%
Zl_p o] BT % %
a) Diga qual das matrizes correspondem a qual retrato de fase. Deve justificar a
sua resposta com base nos valores préprios e vectores proprios (calcule os

vectores préprios apenas quando necessario).

b) Calcule a resposta x(t) quando a matriz da dindmica é a matriz A, do
problema anterior, e a condicéo inicial € x,(0)=1 x,(0)=0.
c¢) Diga justificando com base na definicdo se o sistema com matriz da dinamica

A, é estavel no sentido de Lyapunov.

d) Indigue uma condicao incial ndo nula tal que o estado do sistema com matriz

da dindmica A, tenda para zero quando o tempo aumenta.
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P2. Considere o sistema cujo diagrama de blocos se mostra na figura 2.
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Fig. 2: Problema P2.



a)

b)

d)

Obtenha uma representacao de estado de 22 ordem do sistema. Tome como
variaveis de estado x, e x,, indicadas na figura.

Diga para que valores do parametro «, tomando como variaveis de estado
X, € X,, @ possivel dimensionar os ganhos de uma realimentacéo linear de
todas as variaveis de estado (RLVE) por forma a posicionar arbitrariamente
0s poélos do sistema em cadeia fechada. Nao calcule explicitamente o
polindbmio caracteristico da cadeia fechada.

Para a =2, dimensione os ganhos da RLVE por forma a que os pélos da

cadeia fechada se situem em -4+ j. Suponha, nesta alinea, que tem
acesso a medida directa de x, e X,.
Suponha agora que ndo tem acesso a medida directa de x, e x,. Diga para

que valores de o € que o sistema é tal que satisfaz a condicdo de ser
possivel dimensionar um observador assimptotico do estado por forma a que
0 erro na estimativa do estado tenda para zero tdo depressa quanto se
gueira.

Para a =2 escreva as equacoes e projecte os ganhos de um observador por
forma a que o erro na estimativa do estado tenda para zero, com valores

préprios em —10+ j da equacédo de erro.
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P3. O PLL (malha de captura de fase) € um dispositivo ndo linear usado quer

para resolver problemas de Telecomunicacdes (desmodulacdo de fase, etc.)

guer de Controlo (controlo de velocidade de precisdo). A figura 3 mostra um

diagrama de blocos genérico de um PLL. O PLL gera no ponto B um sinal em

fase com o sinal de entrada em A, cuja fase se pretende determinar.
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Fig. 3 — Problema P3. Diagrama de blocos de um PLL.

O sistema de equac®es diferenciais ndo linear seguinte

dx
— =X
dt 2

d_xtz =sin(@, — x,)— X,

representa o modelo de um PLL. Admite-se que a fase do sinal de entrada é

constante. A constante 6, representa a fase da sinusdide de entrada que se

pretende estimar. A variavel de estado x, representa a estimativa dessa fase.

Pretende-se:

a) Mostre que

eH

€ um ponto de equilibrio do sistema.
b) Calcule o sistema linearizado em torno deste ponto de equilibrio.
c) Diga, justificando, se o sistema nao linear € assimptoticamente estavel em

torno do ponto de equilibrio acima referido.



P4. Considere o sistema da fig. 4 que representa um controlador de caudal com

uma valvula nao linear.
Title:
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with apreviewinduded in it.

Fig. 4: Problema 4.
A vélvula é descrita pelo modelo néo linear de 12 ordem

dy
—=u-60f
ot (y)

em que a funcdo néo linear f(.) é conhecida, estando representada na fig.3, e 0
parametro & € desconhecido.
Pretende-se:

a) Determine uma retroaccdo estatica da saida tal que, admitindo um
conhecimento perfeito de é , o sistema (valvula+realimentacdo) se comporte
como um integrador.

b) Determine uma lei de controlo linear a aplicar ao integrador assim resultante,
gue leve a que, supondo conhecimento perfeito de & , o erro de seguimento
e(t) = h(t) —r do sistema controlado tenda para zero com uma constante de
tempo de 1 segundo.

c) Recorrendo ao Segundo Método de Lyapunov, obtenha uma lei de ajuste do
parametro ¢ que garanta que o sistema global € estavel.
d) Diga justificadamente se pode ou ndo garantir que o erro de seguimento

e(t) = h(t) —r tende para zero quando t tende para infinito.
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P5. Considere o plano (t,x) representado na figura 5.
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Fig. 5 - Problema P5.

Recorrendo ao Principio do Maximo de Pontryagin, determine qual a forma da

curva que une os pontos de coordenadas (a, A) e (b,B) e que tem comprimento

minimo.

Ajuda: Dada uma curva descrita pela funcéo x(t) (x escalar) do parametro t

que varia no intervalo a <t <b, sabe-se que o seu comprimento é dado por
b
J = [{1+ (&)Y dt

Recorra as expressdes do Principio do Maximo, tendo em conta que o estado

final € especificado.

P6. Considere o modelo de estado descrito pelas equacdes

%zquLbu
dt
y =Cx



em que o par (A, C) é observavel. Seja

n+1

a(s)=s"+as"" +a,s"*+K +a,

o polinébmio caracteristico da matriz A.

Demonstre o correspondente a férmula de Bass-Gura para o dimensionamento
dos ganhos de um observador assimptético que coloque os valores préprios da

matriz da dinamica do erro nas raizes de um polindmio especificado

n+1

a(s) =s"+as"™" +a,s"? +K +a,

Ajudas: A transformacéo de coordenadas que leva o modelo de estado genérico
nas coordenadas x a forma canodnica do observador é
Xo = TX
em que X, € o vector de estado na forma canonica do observador e
T=7 0(A,C)
sendo O(A,C) a matrz de observabilidade associada ao par (A,C) e

(1 0 A O]
a 1 0
M MO O]

|
|
la,, A a 1]

em que os d; sdo os coeficientes do polinémio caracteristico do sistema em

=

cadeia aberta. A forma canonica do observador de uma funcéo de transferéncia

bs" " +h,s"? +K +b
s"+as" "t +a,5" " +a,

G(s) =

€ tal como se mostra na figura 6.
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Fig. 6 — Problem P6.
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