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P1. A mola de folhas que se mostra na figura é usada §
frequentemente nos sistemas de suspenséao de veiculos
de carga, quer motorizados, quer de tracdo animal. Ao
contrario das molas lineares, que exercem uma forca | "N§ Ry
linearmente com a amplitude da deslocacdo. Tomando como variaveis de estado
a posicao (num dado referencial), x;, e a velocidade, x, ,da massa ligada a
mola, considere o modelo de estado nao linear para uma suspenséao deste tipo

{ 561 - xz
. 3
Xy = —Px; — Kixq — Kpxi

Tome como valores dos parametros f = 0,1, K; = 1, K, = —0,25.
a) Este sistema tem 3 pontos de equilibrio. Determine-os.
b) Escreva a matriz jacobiana em cada um dos pontos de equilibrio.
c) Calcule os valores préprios do sistema linearizado em torno de cada um
dos pontos de equilibrio. Apresente todos os calculos.
d) Com base no modelo linearizado, o que pode dizer sobre a estabilidade
de cada um dos pontos de equilibrio?
OO ~—
P2. Neste problema tem duas alternativas, designadas A e B. A alternativa A é

mais complicada mas tem um valor mais elevado (5 valores). A alternativa B



vale apenas 2 valores. Devera indicar de modo inequivoco qual a alternativa

gue escolhe. Se responder a ambas, apenas sera considerada a resposta a

A, ndo sendo a outra resposta classificada.

A) O desvio da temperatura da abobada de um forno de vidro em relacdo ao

valor desejado, x (escalar), esta relacionado com o caudal de combustivel

gueimado, u, através do modelo linear de 12 ordem, descrito pela equacéao de

estado

em que a é um parametro
que corresponde ao polo do
sistema, ou seja, ao inverso
da constante de tempo. A

figura mostra uma fotografia

x=ax+u

7

de um dos queimadores em acc¢éo no interior de um forno de vidro.

a)

b)

Comece por supor que conhece o parametro a. Calcule o ganho K de um
controlador de realimentacdo de x, ou seja, em que a lei de controlo é
dada por u = —Kx, de tal modo que o sistema controlado se comporte
como se tivesse um polo num valor especificado a,,, ou seja, verifiqgue a
equacédo x = a,,x. Repare que se admite que x é o desvio em relacéo ao
valor desejado para a temperatura, o que significa que pretendemos levar
x para zero e simplifica um pouco o problema.

Suponha agora que se desconhece o valor de a, para 0 que se vai
recorrer a uma regra de adaptacdo. Seja a@ a estimativa de a e d@ o erro da
estimativa. Estas grandezas estdo ligadas por @ = d — a. Escreva uma
equacao diferencial que relaciona x e @, quando usa a lei de controlo que
deduziu na alinea anterior com a substituido pela sua estimativa a.
Considere a candidata a funcdo de Lyapunov conjunta para o controlo e a
estimacéao, dada por

V(x, d) = %(x2 + ;&2).



Obtenha uma lei de ajuste da estimativa @ que garanta que esta é uma
funcdo de Lyapunov. Escreva esta lei de ajuste numa forma que envolva
um integral e que torne explicita a estimativa inicial, a(0).

d) Desenhe um diagrama de blocos do sistema com a lei de controlo e a
regra de adaptacéao.

e) O gue pode dizer sobre o valor para o qual tende o desvio de temperatura

x, com base no teorema do conjunto invariante?

B) Considere o sistema definido pelas equacgdes de estado néo lineares

dx;

2
— = =X — X1X
dt 1 142
dx, )
— = —X; — Xix
dt 2 T~ X1 X2

Para este sistema, a origem (x; =0, x, =0) é um ponto de equilibrio.
Relativamente a este ponto de equilibrio, tome como candidata a funcédo de
Lyapunov
V(xy,x3) = %(xf +x3).
Pergunta: O que pode dizer sobre a estabilidade deste ponto de equilibrio para o
sistema néo linear? Mostre todos os calculos e justifigue a sua resposta.
OO T~

P3. O reinado de Napoledo Il decorreu entre 1852 e 1870 e foi um periodo
singular da Historia da Franca. Desde logo porque Napoledo Il (um sobrinho de
Napoledo Bonaparte) comecou por ser eleito como 1° presidente da Republica
francesa, para depois se auto-proclamar Imperador. Depois, porque € uma
época de contrastes, entre um enorme progresso econdmico e social (por
exemplo, neste periodo o comprimento da via férrea em Franca multiplica-se por
5; ha legislagdo muito avancada de protecdo social) e uma enorme repressao
cultural, em que muitos escritores, hoje famosos e respeitados, foram
perseguidos judicialmente pelos temas das suas obras, quer na prosa, quer na
poesia. Um desses escritores foi Guy de Maupassant, pela sua obra Madame

Bauvary, entdo considerada escandalosa (mas que pelos padrdoes actuais



poderia ser indicada como passatempo de jovens inocentes). Neste romance,
descreve-se um coveiro que tinha duas formas de rendimento: Pelos funerais
gue realizava e por plantar batatas na parte do cemitério ndo ocupada por
tumulos. Para um engenheiro formado pelo IST que leia esta historia levanta-se
imediatamente o problema: Quando o coveiro aceita um funeral, recebe uma
dada quantia para pagamento deste servico, mas reduz a area em que pode
plantar batatas. Qual sera entdo a politica optima de aceitacdo de funerais que
maximize os lucros do coveiro num determinado periodo? Este problema
responde a esta questao.

Seja entdo x a area ocupada pelos timulos. Esta variavel (escalar) satisfaz o

modelo de estado

dx
— = U x(0) =0,
em que u é a taxa de aceitacdo de funerais (variavel de controlo) e se assume
gue o cemitério, inicialmente, estava desocupado. Admite-se ainda que a area
varia continuamente. O coveiro tem uma capacidade maxima para realizar
funerais, pelo que o controlo u satisfaz

0 <u < Upgy-
Sendo T o periodo de tempo em que o coveiro gere o cemitério, o lucro total do

coveiro € dado por

J@) = [, TA = x(8) + pu(t)] dt,
em que A € a area total do cemitério e p € o quociente de precos dos funerais e
das batatas (ou seja, admitindo que o valor das batatas produzidas por unidade
de tempo é 1, p é o custo de cada funeral). Para simplificar o problema, admite-
se que o cemitério ndo estd totalmente ocupado por timulos no instante T.
Responda as seguinte perguntas:

a) Recorrendo ao Principio do Maximo de Pontryagin, calcule o controlo
Optimo, que maximiza J(u). Indique todos os célculos. Desenhe esbocos
da Hamiltoniana em funcdo do controlo, e do co-estado, do controlo
optimo e do estado em funcdo do tempo (ver ajudas no fim do teste).

b) Calcule a Hamiltoniana em fungdo do tempo.



OO~
P4. Considere o sistema instavel descrito pelo modelo de estado

x=x+u, x(0)=0,
em que o estado x(t) € R, para cada instante t, ou seja, x € escalar.
a) Recorrendo ao Principio de Pontryagin, determine a lei de controlo que
minimiza o custo
J@) =2 [T () = 1) + p(u(t) + )2t
em que r € uma referéncia constante a seguir, e p > 0 € um parametro.
Sugestao: Admita que o coestado verifica
A) = —px(®) + g
e obtenha condi¢des para as constantes p e g.
b) Calcule o valor de equilibrio do estado, em funcédo de r, e mostre que,

guando t — oo, 0 estado tende para este valor de equilibrio.

i

Ajudas uteis

%: f(x,u) X(0) = x, J(u) :\P(x(T))+]L(x,u)dt

- (i—f)'= A1) £, (x(@),u®) + L (x@,ut)  A(T) =¥, (x(T))
H(A,x,u)=A"f(x,u)+ L(x,u)

Em geral, para um sistema de 22 ordem:
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