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P1. Considere o sistema modelado pelo modelo de estado n&o linear sem

entrada
dx,
E = _xl + xz
dx,
E = X1Xy — 1

a) Determine todos os pontos de equilibrio.
b) Obtenha as matrizes da dinamica do sistema linearizado em torno de
cada um dos pontos de equilibrio.
c) Com base nos resultados da alinea b), o que pode dizer sobre a
estabilidade de cada um dos pontos de equilibrio do sistema né&o linear?
OO ~
P2. Neste problema tem duas alternativas, designadas A e B. A alternativa A é
mais complicada mas tem um valor mais elevado (5 valores). A alternativa B
vale apenas 3 valores. Devera indicar de modo inequivoco qual a alternativa
gue escolhe. Se responder a ambas, apenas sera considerada a resposta a
A, ndo sendo a outra resposta classificada.
A) Considere o diagrama de blocos do servomecanismo realimentado que se
mostra na figura P2-1. Neste sistema de controlo de posicéo, o sinal de entrada

u de um motor de corrente continua é aplicado por um actuador cuja



caracteristica é descrita por uma fungcédo néo linear f conhecida aplicada ao

erro de seguimento.

f(.
r + e ) u+ 1 X2 1 X1

>O>J‘ >O—> I»

_T sT

Fig. P2-1 Servomecanismo realimentado com um actuador néo linear.

Sabe-se que esta funcéo é tal que
f(e)>0 parae>0; f(e)=0parae=0; f(e)<0 parae<O0

Isto significa que:

If(a)da>0 para e=0

0
A referéncia r é constante no tempo.
As variaveis x, e X, séo, respectivamente, a posicdo angular e a velocidade
angular do veio do motor. O parametro T >0 é a constante de tempo do motor.
Responda as seguintes perguntas:
a) Considere o estado definido pelo erro de seguimento e e pela velocidade
angular x,. Escreva as equagbes de estado (ndo-lineares) correspondentes.
Estas equagfes dependem da fungéo f .

b) Mostre que
T, ¢
Viex) =% +[ f(o)do
0

€ uma funcdo de Lyapunov para a origem do sistema descrito na alinea a). Diga
gue conclusfes pode tirar sobre a estabilidade para este ponto de equilibrio
usando o teorema de Lyapunov standard.

c) Diga que conclusdes pode tirar pela aplicacdo do Teorema do Conjunto

Invariante para o0 mesmo problema.



B) Considere o sistema definido pelas equacfes de estado néo lineares

dx; )
Rt
dx, 5

T

Para este sistema, a origem (x; =0, x, =0) € um ponto de equilibrio.
Relativamente a este ponto de equilibrio, tome como candidata a funcdo de
Lyapunov
V(xy,x3) = %(9@2 +x3).
Pergunta: O que pode dizer sobre a estabilidade do ponto de equilibrio para o
sistema néo linear? Mostre todos os calculos.
OO T~

P3. No romance Madame de Bovary, publicado em 1857 por Gustave Flaubert
descreve-se (ndo € esta a histéria central do romance) um coveiro que plantava
batatas na zona do cemitério ndo ocupada por sepulturas. O coveiro tinha assim
um rendimento duplo: Das sepulturas que abria (pelas quais recebia um
pagamento, mas que iam reduzindo o espaco disponivel para a cultura de
batatas), e das batatas que plantava no espaco remanescente. Para quem |é
Madame de Bovary, pde-se o problema de saber qual deveria ser a estratégia
do coveiro para aceitar ou recusar funerais, por forma a maximizar os proventos
totais obtidos durante o periodo de tempo em que exerceu as suas funcdes (esta
guestdo nao é tratada no livro de Flaubert, o que ndo admira dado que o
Principio de Pontryagin s foi descoberto 100 anos depois). Para resolver esta
questdo considere a seguinte formulacdo matemética (esta parte ndo esta4 no

romance):

Seja A a area total do cemitério. Desta area, uma area X € ocupada por
sepulturas, sendo a area remanescente, A-X, ocupada pela plantacdo de
batatas. Por forma a poder usar um modelo na forma de uma equacado

diferencial, admitimos que X é uma variavel real que pode tomar qualquer valor



entre 0 e A, e que o ritmo u com que 0 coveiro abre as sepulturas pode
também tomar qualquer valor entre 0 e U . Tem-se assim que
dx
_:u
dt

No instante em que 0 coveiro inicia a sua actividade, o cemitério ndo tem

(P3-1)

sepulturas, pelo que se tem a condicé&o inicial:

x(0)=0 (P3-2)
O coveiro desenvolve a sua actividade durante um intervalo de tempo de T
anos (fixo a partida). Admite-se que ao fim deste tempo o cemitério ndo esta
esgotado (isto é, que h& ainda espaco para mais sepulturas), o que significa que
x(T) > 0. O problema consiste em saber como é que deve ser o ritmo de

actividade do coveiro u por forma a maximizar
3= (A-x(®)+ pu())dt (P3-3)

em que p>0 é um parametro fixo, satisfazendo a restricdo
O<u<u
Responda as seguintes questdes:

a) Usando o Princio de Pontryagin, determine a fungdo u(t) no intervalo de

tempo t [0, T], que maximiza J dado por (P3-3).

b) Represente graficamente, de modo aproximado, as fungbes u(t) e x(t) no

intervalo de tempo t €[0,T] quando é utilizado o controlo éptimo.
OO T~

P4. Ap6s uma vida de trabalho arduo e empenhado, a D. Auliria, zelosa e

exemplar funcionéria da 52 reparticdo do contencioso das Finangcas do Municipio

de Vila-Cova-a-Coelheira, com uma vida dedicada a Adminstracdo Publica,

reformou-se e pretende determinar o seu plano de poupanca e gastos 6ptimo

durante um intervalo de tempo que comeca no instante actual, t = 0, e acaba

num instante futuro t = T.

A D. Auliria ndo tem nenhuma outra fonte de rendimento para além dos juros

das suas poupancas. Sendo x;(t) o valor das poupancas no instante t, esta

variavel satisfaz portanto a equacéao diferencial

4



X, = ax,(t) —u(t), (P4-1)

com condicao inicial x;(0) = x,, € em que a > 0 € um parametro constante que
determina a taxa de rendimento das poupancas (colocadas em bancos seguros
e de uma insuspeita honestidade na boa tradicdo portuguesa), e u(t) sao os
gastos da D. Auliria no instante t.
Em cada instante de tempo t, admite-se que o gasto instantaneo u(t) nele
realizado tem uma utilidade (ou seja, o prazer que dele tira a D. Auliria) dada por
Vvu. Como a utilidade dos gastos futuros, feitos no instante ¢, tem um valor
menor do que o actual (feito no instante 0), admite-se que a utilidade decai
exponencialmente no tempo. Assim, o funcional a maximizar é

] =[] e PVu(t)d, (P4-2)
em que S é um parametro positivo.

Pretende-se: Determine a lei de controlo que maximiza o funcional J dado por
(P4-2), sujeito a dindmica (P4-1) e a condicao terminal

x,(T) = 0. 3
(A D. Auliria pretende estoirar o cacau todo. A seguir os sobrinhos, que a
adoram, tratam dela).
Ajuda: Observe que a funcédo lagrangeana em (P4-2) depende do tempo. No
entanto, a forma do Principio de Pontryagin que estudou ndo contempla este
caso, uma vez que assume que, quer a dinamica (P4-1), quer a funcéo
lagrangiana (funcéo integranda em (P4-2)), ndo dependem explicitamente do
tempo. Mostre que esta dificuldade pode ser facilmente ultrapassada através da
introducdo de uma variavel de estado adicional. Defina esta variavel de estado e
reformule o problema como um problema equivalente ao posto em que a

lagrangeana n&o depende explicitamente de t.

e

Ajudas uteis

x = —ax + b a,b constantes

b
x(t) =—+Ce ™
a
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