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Q.1 [9 v] Considere um sistema a controlar com entrada u e saida y, que admite a
representacdo em espago de estados

dx, _
E_+x1+u
dx, _
Tt
y=X

A funcdo de transferéncia correspondente é

G(S) = ﬁ = ;
U(s) s(s-1

(note que o sistema a controlar é instdvel em malha aberta). Pretende-se projectar um
sistema de controlo da saida y recorrendo a uma de duas estratégias possiveis: controlo
em malha aberta, e controlo em malha fechada. As questdes que se seguem focam as duas
estratégias.

Controlo em Malha Aberta.

1.a [2 v] —Considere o seguinte problema simplificado: suponha que X;= X;=0 no instante
inicial t=0. Prove que, dados um instante T>0 e um niimero real arbitrdrio §, existe uma

entrada u(t); tU [O,T] tal que

[ x1(T), x2(T)I'=[0, &

1.b [1 v] = De acordo com o resultado da alinea anterior, é sempre possivel transitar do

estado [0, O] para [0, &] num intervalo arbitrario [O,T] . No entanto, nada se diz acerca
da fungio temporal de entrada u(t) que efectua essa transig@o. Prove justificadamente se
a fun@o

u(t) = ze™ sin%t;t a [O,T],

com Z convenientemente escolhido, permite de facto efectuar essa transigio. Sugestdo:
calcule a matriz de transiio associada a realizagio do sistema acima indicado e calcule

explicitamente a evolugio de [ xi(t), x2 (t)] " Para o célculo da matriz de transicdo, utilize
a expressdo que envolve a transformada inversa de Laplace.
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Controlo em Malha Fechada.

Pretende-se agora desenvolver uma estratégia de controlo em malha fechada que resulte
da combinagio de um regulador (retroacgio de estado) e um observador para o sistema.

Regulador.

1.c [0.5 v] = Dado o sistema com a realizagdo acima indicada, mostre que é possivel, com
uma estratégia de retroacgio de estado u= - [Ki K] [ x1, x2], colocar de modo arbitrario
os valores préprios do regulador resultante.

1.d [1 v] — Calcule os ganhos de retroacgio K=[K; K:] tais que os valores proprios do
regulador sejam iguais & raizes do polinémio A2+1.4A+1 (polos de um sistema de
segunda ordem com frequéncia natural w,=1 rad s e grau de amortecimento é=0.7).

1.e [1 v] — Pretende-se agora projectar um observador para o sistema que, com base em
mediges da saida y e da entrada u, produza estimativas do estado [ x:(t), x> (t)]. Mostre
que é possivel colocar de modo arbitrario os valores préprios do observador por escolha

adequada dos ganhos de observagio L=[L;L,] -

1.f [1 v] - Calcule os ganhos de observagio L=[L; L,] ~tais que os valores préprios do
observador sejam iguais & raizes do polinémio A2+14A+100 (polos de um sistema de
segunda ordem com frequéncia natural w,=10 rad s e grau de amortecimento é=0.7).

1.g [1.5 v] — Represente num diagrama a estrutura do sistema de controlo total que
consiste no sistema a controlar, regulador, e controlar. Calcule os valores préprios do
sistema total.

1.h [1 v] — Modifique o diagrama do sistema total de controlo da alinea 1.g de modo a
mostrar que ele exibe a estrutura cldssica de um sistema de requlagdo envolvendo o sistema
a controlar e um controlador. Como parte desta questdo, calcule explicitamente a fungio
de transferéncia equivalente do regulador + observador. Diga como modificaria o
regulador de modo a obter um servomecanismo em que a saida saida y=x, segue, com
erro estatico igual a zero, sinais de comando r constantes no tempo.

Q.2[6v] Controlo Nao Linear. Considere um corpo rigido que roda no espago em torno
de um eixo vertical sob a acgio de um bindrio aplicado u. Sejam we 8 respectivamente a
velocidade de rotagio do corpo e a sua posigio angular. Pretende-se controlar a posigio
angular do corpo recorrendo ao sistema de controlo simples representado na Figura 1,
onde G(s)=0(s)/U(s)=1/s2? denota a fungio de transferéncia do corpo rigido com
entrada u e saida 8. Devido a constrigdes tecnolégicas, o binario u s6 pode assumir trés
valores de acordo com a seguinte fungio (repare na existéncia de uma zona morta):

+1, e=+1

0
UZ%O, -1<e<+l
0
-1, e<-1
H
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2.a [3 v] - Fag r=0, isto ¢, suponha que se pretende levar a coordenada posigio do corpo
para zero. Mostre justificadamente que o sistema de controlo proposto ndo permite
estabilizar assimptdicamente o sistema em torno do ponto de equilibrio w=6=0. Para
isso, trace explicitamente as trajectcrias do sistema no plano de fase adequado utilizando
o método das isoclinicas. Mostre que existem: i) um niimero infinito de ciclos limite com
amplitudes que nunca se aproximam de zero; ii) um niimero infinito de pontos de equilibrio.
Sugestdo: particione convenientemente o espago de estados em trés regides e determine
de modo aproximado a evolugo das trajectérias do sistema de controlo em cada uma
dessas regioes.

2.b [3 v] - Confirme o verificado na alinea 2.a recorrendo ao método da fungio
descritiva. Sugestdo: para o calculo da fungio descritiva do elemento ndo linear, analise
cuidadosamente os casos em que a amplitude da fungio de teste sinusoidal e(t) é: i)
superior a +1, e ii) menor ou igual a +1.

r € | —u> &8 6 >

Fig. 1. Controlo “on-off” com zonamorta; G(s)= &(s)/U(s)=1/s’

Q.3 [5 v] Controlo Optimo. Considere o modelo do sistema a controlar introduzido
em Q.1. Pretende projectar-se um sistema de regulagio para conduzir o estado para zero.
No entanto, e ao contrdrio da situagio explicitada em Q.1, tem-se agora acesso ao estado
completo. Opta-se por isso pelo projecto de um sistema de controlo com base na teoria
do regulador éptimo por retroacgio de estado. Para isso, considere o critério de custo
quadrético

J(u) = jyz(t) + pu?(t)dt

onde y=x;+x2 capta a “penalizagio” dos desvios de x; e x2 em relagio a zero, e p>0 é
um factor de penalizagio da energia dispendida.

Mostre que o problema de minimizagdo do critério de custo adoptado admite uma
solugdo tnica por retroacgio de estado que estabiliza o sistema em malha fechada.
Discuta o padrdo de evolugio dos valores préprios do regulador resultante em fungio de
p>0. Sugestdo: utilize o método de Chang-Letov para tracado dos valores prdprios do
regulador e analise as situagdes m=0.1 e m=10.
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