Physics of Continuous Media — Test Il & Exam |
Fall semester 2019

e Test Il: The test consists of questions 5 to 7 and has a duration of 90 min.You may
bring one A4 handwritten sheet of paper with information you consider useful.

e Exam |: The exam consists of questions 1 to 7 and has duration of 180 min. You may bring two
A4 handwritten sheets of paper with information you consider useful.

e Make every exercise on a separate page and clearly state number of the exercise.

e On every sheet of paper you use, clearly state your name, your student number.

e Use blue or black ink. No pencil.

e This evaluation is an individual exercise. Communication with other students and/or use of
unauthorized resources will lead to disqualification.

Fisica dos Meios Continuos — 22 Teste e 12Exame
12 Semestre 2019

e 22 Teste: O teste consiste nas questdes 5 a 7 e tem a duracdo de 90 min. E permitida
a consulta de uma folha A4 manuscrita com a informacdo que considerar atil.
e 12 Exame: O exame consiste nas questdes 1 a 7 e tem a duracdo de 180 min. E permitida a
consulta de duas folhas A4 manuscritas com a informac3o que considerar atil.

e Faca todos os exercicios numa pagina separada e indique claramente o numero do exer-
cico.

e Em todas as folhas indique claramente o seu nome e o seu niimero de aluno.

e Use caneta de tinta azul ou preta. N3o use lapis.

e Esta avaliagdo é um exercicio individual. Comunica¢do com outros alunos e/ou consulta de
documentos no autorizados resultara na anula¢do da prova.

[EN]

(a) From the equilibrium condition £ + f =0, where £ is the elastic force per unit volume and
f is an external body force, derive the Navier-Cauchy equation for a isotropic elastic medium

FHOA+p)V(V.E +uviE=0
where A\ = K — %M-
[PT]

(a) A partir da condicdo de equilibrio £© + £ =0, onde £ & a forca elastica por unidade de
volume e f & a forca externa aplicada no interior do corpo por unidade de volume, derive a
equacdo de Navier-Cauchy para um meio isotrépico

F+OA+p)V(V.E+uvi=0
onde/\:K—%u_
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[EN]

Consider a straight beam with the axe along the x-direction. Shear forces in the positive y-direction
are applied to the end surfaces of the beam and as a result, it bends. The other sides are free. One
can then show that the displacement vector is given by

gx:_%xy

_i? 7 22
&=3p" Tar W —%)
£ =5y

z Ry

where R is a constant.
(a) Compute the strain tensor S, the expansion coefficient © and the shear tensor X.
(b) Determine the stress tensor T assuming the beam is made of an isotropic material.

(c) Determine the body force vector f per unit volume. Assume v = 3K*2“) is the Poisson ratio.

2(3K+p
Is the result you obtained compatible with the statement of the problem?

[PT]

Considere um feixe com eixo ao longo da direccio z. Forcas de cisalhamento na direccdo y sdo
aplicadas as superficies do feixe e resultam numa deformacdo. As outra faces estdo livres. Pode
mostrar-se que o vector deslocamento desta deformac3o é dado por

1
éx:_ﬁxy
I v 2 2
&=5p" o W — )
& =2y
z Ry

onde R é uma constante.
a) Calcule o tensor dos deslocamentos S, o coeficiente de expansdo ©, e o tensor de cisalhamento X.

b) Determine o tensor das tensdes T assumindo que o feixe é feito de um material isotrépico.

c) Determine a forga por unidade de volume, f, no interior do corpo. Assuma que v = % éo

racio de Poisson. Este resultado & compativel com o enunciado do problema?
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[EN]

Consider a ball made of an isotropic elastic material with inner radius Ry and outer radius R». Inside
the ball a fluid is held at pressure P. The outside pressure is assumed to be negligible as well as the
role of gravity. Due to the pressure force the ball gets deformed. The problem simplifies considerably
assuming that, by symmetry, displacement is only along the radial direction

E=¢& (r)e;.

(a) Compute the strain tensor S and the expansion coefficient © as a function of &, and show that
Y= % e, ®e, — 1 (eg®ey+ ey ®ey)], where X (r) = (85’" Q) is a function of r only.

r

(b) Show that the stress tensor is givenby T = — K (df’" + 25*) %,u [er ® e, — % (eg R eg+ ey ® e¢)]

and, based in this expression, explain why we can be simplify V.T = |:88r (Tyr) + (e —Too—Tys)

T T
(c) It can be shown that the elastostatic equilibrium condition, V.T = 0, reduces to
o190 , 4
i B -0
or [TQ or (r &)}
Show that the general solution of this equation is
B
gT' = Ar + R
r
(d) State the boundary conditions on .. You do not have to solve the equations.
(e) Compute the thickness of the ball's wall after deformation as a function of A and B.
Formulas For a vector v and a two-tensor T we have
v, ey Ov, e, Ov,  egug + eyvy
Vv = — —
v <eT8 * r 00  rsinf 0¢ r ©er
Ovg ey Ouy e; Ovg egu, egvgcotl
+< or +r89+rsin98¢ r r e
Ovg ey O0vy e, Ovg eyv, egugcotd
* <erar T o8 rsmboe o+ 5 )T
Ty, T 1 0T,y cotf 1 0T, 1
V.T = — —T, — — (T T
[87" r 7“89 + r T9+rsin6? 0 r(99+ 60)| €
T or 1 0Tpy cotf 1 OTpy Ty  cot 0
T
[ r 7“ 00 + r 69+rsin9 0¢ r 00| €0
T¢r 10Ty 1 0Tyy Try cotb
T T
+[ r 700 T rsmo 8¢+r+ T (Too + To0) | €9,
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[PT]

Considere uma bola feita de um material elastico isotrépico com um raio interno R; e um raio externo
Rs. No interior da bola um fluido é mantido a uma pressdo P. A pressado exterior é negligenciavel
assim como a gravidade. Devido as forcas de pressdo a bola sofre uma deformacdo. O problema
simplifica-se consideravelmente assumindo que, por simetria, o deslocamento é apenas radial

E = gr (T’) €.

(a) Calcule o tensor dos deslocamentos S, o coeficiente de expansdo © em funcio de &, e mostre
que o tensor de cisalhamento é dado por X = 2X [er ®Xe, — % (eg@eg+ey ®e¢)], onde

X (r)= (%ﬁj — 54) é uma funcio s6 de r.

T

(b) Mostre que o tensor das tensdes é dado por T = —K (8& + 2& %u e, ® e, — % (eg @ ep+e,@ey))

e, baseando-se nesta express3o, explique porque podemos simplificar a sua divergéncia obtendo

VT [; (T + m—T—w ..

(c) Pode mostrar-se que a condi¢do de equilibrio elastoestatico, V.T = 0, se reduz a
010 , 4
o Lo 0790 =0

Mostre que a solucio geral desta equacdo é

B
ér:AT+7
r

(d) Indique as condi¢des fronteira de &,. N3o tem de resolver as equag¢des.
(e) Calcule a espessura das parades da bola depois da deformagdo em, fungdo de A e B

Férmulas Para um vector v e um dois-tensor T temos que:

vom (o + S i - ) oo
* (ef;;’e + ?%U; rsii@?;;f eervr B e¢v¢:0t9) © e
vir= G et L S e G - e T
|:T9r J;iar ia(;ze +co:9 99+r811n08(§’;¢ 1;7:9 cot @ chcb} o
e 1 e T 0
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[EN]

A cone of half opening angle o and height h is made from a homogeneous material of density p; and
floats in a liquid of density pg > p1 (see figure).

Hint: The volume of a cone of height h and radius b is given by Veone = foh dz fOR(Z) wdw fo% do,
with R (z) = b7. This expression can be easily generalized to compute the center of gravity.

(a) Determine the volume of displaced liquid and the hight A" as a function of py/p1, o e h.
(b) Compute the center of gravity, z,.

(c) Compute buoyancy center, z.

(d) Compute metacenter, zj/.

(e) Determine the smallest opening angle « for which this configuration is stable.

[PT]

Um cone de angulo « e altura h é feito de um material homogéneo de densidade p; e flutua num
liquido de densidade py > p1 (ver figura).

Sugestdo: O volume de um cone de altura h e raio b e dado por Veone = foh dz fOR(Z) wdw fozﬂ do,
em que R (z) = b. Esta expressdo pode ser generalizada de forma simples para obter o centro de
gravidade.

(a) Determine o volume de liquido deslocado e a altura i’ em fungdo de py/p1, « € h.

(b) Calcule, o centro de gravidade, z,.

(c) Calcule, o centro de flutuabilidade, zj.

(d) Calcule, o metacentro, zj;.

(e) Determine o mais pequeno valor do angulo o que permite que a configura¢do seja estavel.
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[EN]

(a) State the conservation equations for mass and momentum for a fluid in the presence of a body
force f. Show that for f = pg, where g is the acceleration due to gravity, and taking the stress
tensor to be that of an ideal fluid, these conservation equations imply Euler’'s equation

d

1
L= VP
i pV +g

d

where g s the material derivative.

(b) Show that Euler's equation can be written as
1 1
8tv+V(2'v.'v+<I)> 4+ -VP—-vxw=0
p

where g = —V ® is the gravity's acceleration, and w = V X v is the vorticity. Hint: Use the
identity v x V x v = 3V (v.v) — v.Vo.

(c) For a steady flow of an ideal fluid the entropy per unit mass is conserved, i.e. % = 0. Show that
this, together with the thermodynamic relation du = T'ds — Pd (%) where w is the internal

energy per unit mass, implies

d
~B=0
dt

where B = fv.v + ® 4+ u + P/p is the Bernoulli function.
(d) For the Pitot tube in the figure the velocity vanishes at the stationary point S. Express the

velocity v as a function of the pressure difference AP = Pg — Py between points S and O,
that is measured by the manometer M assuming ®,u and p are the same in these two points.

[PT]

(a) Indique as equa¢des de conservagdo de massa e momento na presenca de uma forga por unidade
de area, f, a actuar num fluido. Mostre que, para f = pg, onde g é a aceleracdo gravitica, e
assumindo a que o tensor das tensdes é o de um fluido ideal, estas equacdes implicam a equacdo
de Euler

d 1
—v=-VP
dtv ) +g

em que % é a derivada material.
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(b) Mostre que a equacdo de Euler pode ser escrita

1 1
8tv—|—V<2v.v+<I>>+VP—v><w:0
P

onde g = —V® & a aceleragio gravitica e w = V x v a vorticidade. Sugest3o: Use a identidade
vXVxv=3V(vw)—vVo.

(c) Para um escoamento estacionario de um fluido ideal a entropia por unidade de massa é conservada,

i.e. % = 0. Mostre que este facto em conjunto com a relagdo termodindmica du = T'ds —

Pd (%) onde u é a energia interna por unidade de massa, implica
d

~B=0
dt

onde B = jv.v+® +u+ P/p e a fungdo de Bernoulli.

(d) Para o tubo de Pitot na figura a velocidade anula-se no ponto de estacionariade S. Expresse a
velocidade do fluido v em funcdo da diferenca de pressées AP = Pg — Py entre os pontos S
e O, que é medida pelo manémetro M, assumindo que ®,u e p sdo iguais nesses dois pontos.
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[EN]

Consider a planar steady flow of an incompressible and viscous fluid between infinitely extended parallel
plates, driven by a pressure gradient (see figure). For simplicity we assume that there is no gravity.

(a) By symmetry considerations, show that the Navier-Stokes equations reduces to

VP =nV?u, (y) e,.

(b) Show that P can only be a function of z, i.e. P = P (x).

(c) Show that the general solution of the Navier-Stokes equations is
G o
P =Py — Guz; Vr =5 + Ay + B,
n
where Py, G, A and B are constants.

(d) Assuming the plates are placed at y = +a, and that the pressure drop between the two extremities
is AP=P(zx=0)—P(z=L)>0, show that
AP AP

P:P()—TZC, Ux:m

(a* —y?).

(e) Compute the drag force acting on one of the plates.

[PT]

Considere um escoamento planar de um fluido incompressivel e viscoso entre duas placas infinitas e
paralelas derivado de um gradiente de pressdo (ver figura). Assuma que ndo ha gravidade.

(a) Por consideragdes de simetria, mostre que a equagdo de Navier-Stokes se pode reduzir a

VP =nV?u, (y) e,.

(b) Moste que P pode apenas ser uma fungdo de z, i.e. P = P (z).

(c) Mostre que a solugdo geral das equagdes de Navier-Stokes é dada por:

G
P=P -Gz v=-y'+Ay+B,
n
onde Py, G, A e B s3o constantes.
ssumindo que as placas estao situadas a cota y = xa, € que a diteren¢ca de pressao entre as
d) A ind | 3o situadas 3 + dif d 3
duas extremidades € AP = P (z =0) — P (x = L) > 0, mostre que
AP AP
— (a2 _ y2) )

P:P()—Tx, Um_ﬁ

(e) Calcule a for¢a de arrasto aplicada numa das placas.
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[EN]

Consider two circular plates of radius a at a distance d (see figure), bathed in an incompressible oil
of mass density pg and viscosity 7. The right plate is rotating with constant angular velocity while
the other is fixed.

(a) Find the condition for creeping (or viscous) flow between the plates. What limitation does this
condition set on d?

(b) Show that the fields

v=(-y,z,0) P =0,

satisfy the Navier-Stokes equations for creeping flow in the gap as well as the boundary condi-
tions on the plates.

(c) Calculate the stress tensor in the gap.
(d) Calculate the couple (turning moment of force) on the fixed plane.

(e) State the expression for the dissipated power deposited in the oil as a function of T and v. You
are not asked to compute it.

d

[PT]

Considere duas placas circulares de raio a a uma distancia d (ver figura), imersas num éleo incom-
pressiveis de densidade pg e viscosidade 1. A placa da direita esta a rodar com uma velocidade angular
constante e a da esquerda esta parada.

(a) Encontre a condicdo para que o escoamento entre as placas seja viscoso. Qual é a limitagdo que
esta condicdo impde a d?

(b) Mostre que os campos

Q
satisfazem as equacdes de Navier-Stokes para um fluido viscoso no intervalo entre as placas
assim como as condicdes fronteira nas placas.

v = (_Z/,JJ, 0)

(c) Calcule o tensor das tensGes no intervalo.
(d) Calcule o momento da forga aplicada a placa fixa.

(e) Indique a expressdo para a poténcia dissipada que é depositada no 6leo em fungdo de T e v. Nao
Ihe é pedido que calcule esta quantidade.
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