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Nos exerćıcios abaixo, Λ é a σ-álgebra de Lebesgue em R e λ a medida de Lebesgue.

1. (2 val.) Seja f : R → R crescente. Mostre que f é Λ-mensurável.

2. Considere a função mensurável

f(x, y) =
cos(y) cos(sin(y)/x)

x2/3
, x, y ∈ (0, π)

(a) (2,5 val.) Mostre que f ∈ L1((0, π)2, dxdy).

(b) (2,5 val.) Calcule
∫
(0,π)2 f(x, y)dxdy.

3. (2 val.) Seja (X,A, µ) um espaço de medida e ν : A → R+ tal que ν ⊥ µ e ν ≪ µ. Mostre que
ν = 0.

4. Seja (X,A, µ) um espaço de probabilidade.

(a) (2 val.) Dados A,B ∈ A, mostre que

µ(A ∩B)− µ(A)µ(B) =

∫
X
(1A − µ(A))(1B − µ(B))dµ.

(b) (2,5 val.) Conclua que

|µ(A ∩B)− µ(A)µ(B)| ≤
√
(1− µ(A))µ(A)(1− µ(B))µ(B), ∀A,B ∈ A.

5. (2,5 val.) Seja (R,A, µ) um espaço de medida e fn : R → R A-mensuráveis tais que

|fn(x)| <
|x|
n
, µ({x ∈ R : |fn(x)| > 1}) = 1.

Mostre que µ(R) = +∞ (Sug. argumente por absurdo).

6. (4 val.) Definindo

sgn(x) =

{
1, x ≥ 0,

−1, x < 0,

considere F : R → R, F (x) = ex(2 + sgn(x)), e µF a medida de Lebesgue-Stieljes associada.
Determine a decomposição de Lebesgue de µF , ou seja, µF = µc+µ⊥, onde µc ≪ µF e µ⊥ ⊥ µF .


