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Capitulo 2.Limites e continuidade

1. Determine se as seguintes fungoes sdo limitadas/majoradas/minoradas, e mondtonas
(crescentes ou decrescentes), indicando, se for o caso, se sdo pares ou impares nos
dominios dados, e esboce os seus graficos:

)27 >0 d)a*, a>0 e)z*cos(z)

1
— 0 b
a):): = )1—|—]x\

2. Dé um exemplo de uma fungdo f : R — R, impar, crescente em [0,1] e com contra-
dominio [-2, —1[U{0}U]1, 2]

3. Existe alguma fungao f : R — R, estritamente crescente cujo contradominio seja [0, 1]?
Justifique.

4. Determine o dominio das fungoes definidas pelas seguintes expressoes:

T 1 1

a)ﬂ b)In (1 - x%> c) cos2(2) + p— d) arcsen (i) e)In (1 — arccosx)

5. Calcule arcsen (@), arctan(tan(—7), arccos(%[), arcsen(sen(=")), arccos(cos(—5))

w
©

6. Mostre que, Vo € [—1,1] se tem:

(a) cos(arcsen(z)) = V1 — 2

T
11—z

(b) tan(arcsenz) = .

7. Considere as fungoes seno hiperbdlico senh : R — R, e coseno hiperbdlico cosh : R — R,
definidas por
T __ ,—T T —x
senh(x) = % e cosh(x) = %

Mostre que, para qualquer z € R

a

b senh?(x

) senh(—xz) = —senh(z) e cosh( x) = cosh(x)
) () = ) =

c¢) cosh(x + y) = cosh(x) cosh(y) + senh(x) senh(y)
) Tty
)

cosh?

~ —~ T~

d) senh( ) = senh(z) cosh(y) + cosh(z) senh(y)
e) senh(0) = 0 cosh(0) =

—~
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10.

11.

12.

13.

As funcgoes inversas de senh e da restrigao de cosh a [0, 400 designam-se, respectiva-
mente por argsenh : R — R e argcosh : [0, +00[— R. Deduza que:

argsenh(z) = In(z + V22 + 1) argcosh(z) = In(z + Va2 — 1)
Calcule, se existirem, os seguintes limites.

1 sen?(arccos z)
li 1—2z) b) lim In(In(1 li . — | d) l _—
a) Jim marccos(1—x) )xﬂéh n(ln(14+x)) c) lim arcsen(x)-cos <m2) )x;2+ e

e) lim

B s R f) lim h) lim —— i) lim zsen

z5+oo 22 +1 z—0 22 z—0- T z—0

348 _ wcos(e?) ) lim tan(arctan(z) + ) . Va2 <1)

Seja f : R —» R e h(z) = f(tanx).

P P . P ; 3

(a) Em que ponto f terd de ser continua para garantir que h é continua em x = <.
Justifique.

(b) Dé um exemplo de uma fungao f de forma que h nao é continua em z = ?ﬂf.
Justifique.

Calcule, se existirem, os seguintes limites.

L L 1 + senh?
a) lim cosh <) b) lim senh <> ¢) lim er d) lim er e) lim 1+ senh’(z)
T

z—0 z—0 € r—+00 T——00 T——00 cosh(m)
1—+1—2a2 1 2 1
f) lim i g) lim Va2sen (=) h) lim sen’(Vz) i) lim e VZsen Ve
z—0 x2 T—+00 T z—0+ 2x T—+00 1+ %

*Seja d : R — R a func@o de Dirichlet, i.e. d(z) =1sex € Qed(x) =0sex € R\ Q.
Mostre que a funcao f: R — R dada por

f(z) = wd(z)

é continua em x = 0 e descontinua em todos os outros pontos.
*Prove , usando a defini¢ao de limite, que:

1
a) lirré?)x—l—l:lO b) lim2zsenz =0 ¢) lim — =400 d) lim e *=0
T—r

z—0 z—0 $2 r—+00
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Prolongamento por continuidade, Teorema de Bolzano, Teorema de Weierstrass

14. Decida, justificando, se cada uma das seguintes afirmacoes é verdadeira ou falsa.

(a) Se uma funcao é estritamente decrescente entao nao é limitada.

(b) Se f:R\ {1} — R é uma funcao continua e f tem limite real quando x — 1 entao
[ ¢é limitada em [0,2] \ {1}.

(¢) Se f : R — R é uma funcdo continua tal que f(—2)f(2) < 0 entdo a equagao
ef(*) —1 =0 tem pelo menos uma solugao no intervalo [—2, 2].

(d) Toda a fungao limitada no intervalo [0, 1] tem mdaximo nesse intervalo.

15. Seja f : R — R, continua no ponto 1, dada por

0, sex < —1
f(z) = < arcsen z, se —l<zx<l1
Ksen(§z), sex>1,

(a) Determine K.

(b) Estude f do ponto de vista da continuidade.

(¢) Indique o contradominio de f e se tem supremo, infimo, méximo, minimo.
)

(d) Quais sao os limites lim,—, « f(x) e lim, o f(2), caso existam?

16. Seja g : [0, 4o00[ — R continua no seu dominio e h(z) = g(z — 22).

(a) Mostre que h tem maximo e minimo no seu dominio

(b) Se na alinea anterior considerassemos ¢ definida em [0, +o0o[ e continua apenas em
10, +00], poderiamos continuar a garantir a existéncia de méximo e minimo para

h?

17. Seja f : R — R uma funcdo continua tal que lim, , ~ f(z) X lim,— o f(z) < O.

Justifique que a funcao
1

g(x> = 1+f2(CC)

tem um maéaximo global e calcule o valor desse maximo. Pode garantir a existéncia de
um minimo global? Justifique.
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18.

19.

20.

21.

Considere a fungao g : R\ {1} — R dada por

g(z) = arctg‘:r —

Verifique que g é prolongével por continuidade ao ponto 1. Sendo G : R — R esse seu
prolongamento, determine o contradominio

Considere a funcao f: R\ {0} — R,

f(:c):{ 2005(%%)7 sex>0

k — cosh(2z), sexz <0

onde k é uma constante.

(a) Calcule limy—,_ o f(2) € limy 400 f(2) .

(b) Determine o valor da constante k para o qual a fungao f é prolongavel por conti-
nuidade ao ponto zero e defina a funcao prolongamento.

(c) Seja k = 1. Podemos garantir que f tem um minimo no conjunto da forma
[—a, a] \ {0} com a > 0. Justifique

(d) Indique o contradominio de f.

Mostre que

(a) A equacdo senz = 2% — 1 tem pelo menos duas solucoes em R.

(b) Qualquer func¢ao polinomial de grau impar tem contradominio R.

Seja f uma fungao continua no intervalo limitado e fechado [0, 1], tal que 0 < f(z) <1
para todo z € [0,1]. Prove que f tem pelo menos um ponto fixo, ou seja, que existe um
ponto ¢ € [0,1] com f(c) = c.



