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cial e do Mestrado em Engenharia Mecanica. Consiste em cinco capitulos
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plina ainda que algumas demonstragoes apresentadas e assinaladas com (*)
sejam consideradas facultativas. Cada capitulo termina com um conjunto de
exercicios alguns dos quais resolvidos.
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Capitulo 1

Numeros reais

As propriedades do conjunto dos niimeros reais tém por base um conjunto res-
trito de propriedades bésicas estabelecidas por axiomas que levam a designar
o conjunto dos numeros reais, com as operacoes de adi¢ao e multiplicacao,
por corpo ordenado completo. Sem ter por objectivo a construcao de todo o
edificio do conjunto dos niimeros reais vai-se, neste primeiro capitulo, indi-
car as referidas propriedades basicas, estabelecidas nos axiomas de corpo e de
ordem, e dar particular importancia ao axioma da completude e a algumas
das suas consequéncias. Vai-se ainda analisar o subconjunto dos nimeros
reais designado por conjunto dos niimeros naturais e o principio de inducao
matematica, principio que constitui um instrumento importante para esta-
belecer propriedades envolvendo a varidvel natural.

1.1 Axiomas de corpo e de ordem

Considere-se um conjunto designado por R cujos elementos se designam por
numeros reais e duas operagoes binarias:

e A operacao adigao

+:RxR!—=R (r,y) > x+y

e A operagao multiplicagao

SRxR—=R (x,y) = z.y

'Ax B={(z,y): 2 € Aeye€ B} é por definicio o produto cartesiano de A por B.



Vai-se estabelecer para (R, +,.) recorrendo a axiomas, proposigoes que
nao podem ser deduzidas a partir de outras mais elementares, propriedades
algébricas e propriedades de ordem.

Axiomas de corpo

Axioma 1. A adicao e a multiplicacao sdo operacoes comutativas em R.
r+y=y+=w Ty =1Y.T xz,y € R.
Axioma 2. A adi¢cao e multiplicacao sao operacoes associativas em R.
(x+y)+z=x+(y+2) (r.y).z =2.(y.2) z,y,z € R.

Axioma 3. A adicao e a multiplicagao sao operacoes com elementos neutros
que sao numeros reais distintos i.e.

iV z4u==x 3 V yv=y
u€R zeR veR\{u} y€R

Axioma 4.

e Todo o numero real tem simétrico i.e.

V 3 z4+y=u
zeR yeR

e Todo o numero real distinto de u tem inverso i.e.

N4 d zy=vw
z€R\{u} yeR

Axioma 5. A multiplicacao € distributiva a respeito da adicdo.

r(y+2z2)=zy+uzz x,y,z € R.

R é um grupo comutativo relativamente a adi¢ao e R\ {0} um grupo
comutativo relativamente a multiplicacao.

Qualquer terno constituido por um conjunto e duas operagoes designadas
por adicao e multiplicacao que verificam os cinco axiomas anteriores ¢ um
corpo. (R, +,.) é um corpo.

Os chamados axiomas de corpo estabelecem as propriedades algébricas
basicas de R. Dos axiomas de corpo podem deduzir-se as propriedades
algébricas dos numeros reais. Vejamos alguns exemplos simples de como
deduzir essas propriedades.



i) Unicidade do elemento neutro.
Admita-se que existem dois elementos neutros u e u’. Tem-se

3 Vaotu=x = dv+u=1u
u€eR zeR r=u'

e por outro lado
1 Vaot+td=2=ut+tv=u
u'€R x€R z=u
vindo do axioma 1, que u = u/. O elemento neutro é pois tnico e
representa-se por 0.
Analogamente no caso da multiplicacao se pode concluir que o elemento
neutro é tinico e se representa por 1.

ii) Unicidade do simétrico.
Sejam y, vy’ simétricos de x, r +y=0ex+ 3y =0,

Y=y +0=y+@t+ty)=¢+2)+y=0+y=y =>y=y

O elemento simétrico de x é tnico e representa-se por —x.

Também na multiplicacao o elemento inverso é tinico e representa-se por
—1

x.

iii) Lei do corte para a adigao.
Mostre-se que

rT+y=xrx+z=>y=2=2 x,y,z € R.

Adicionando (—x) a ambos os membros do antecedente da implicagao
anterior tem-se

(—x)+(zty) = (—x)+(z+2) < ((—x)+2)+y = ((—2)+2)+2z < 0+y = 0+=
vindo y = z.

iv) A equagdo a+ x = b tem solugdo unica.
Seja © = (—a) + b. Tem-se

a+ ((—a)+b)=(a+(—a))+b=0+b=0b

consequentemente = (—a)+b é solucao da equagao indicada. A solugao
¢é Unica poisde a+x =b e a+ xy = b tem-se a + x = a + z; vindo pela
lei do corte para a adicao r = x.



v) O elemento 0 € absorvente na multiplicagao.
Seja x € R. Tem-se por um lado x = x 4+ 0 e por outro

r=zl=2.(140)=z1+20=2+2.0

Assim da lei do corte para a adi¢ao conclui-se que x.0 = 0.

Definicao 1.1.1. A subtracc¢dao € a operagao bindria que associa a cada par
ordenado (x,y) € R* o nimero real x + (—y).

Definicao 1.1.2. A divisdo € a operacao bindria que associa a cada par orde-
nado (x,y) € Rx (R\{0}) o nimero real x.y=' ( habitualmente representado
x

por — ).
)

Seja o subconjunto de R designado por R* cujos elementos se designam
por nimeros reais positivos e defina-se o subconjunto de R

R ={a€eR: —acR"}

designado por conjunto dos nimeros reais negativos.
Axiomas de ordem

Axioma 6. R € um subconjunto fechado de R para a adi¢ao e multiplicacdo
1.€.
a,beR" =a+beR" e abecR".

Axioma 7. Se a € R uma e s6 uma das proposicoes sequintes € verdadeira
a€eR"; a=0: —a € RT.

i.e. qualquer numero real distinto de 0 € real positivo ou real negativo e
nenhum real € positivo e negativo.

R\ {0} =Rt UR" e R AR = 0.

As propriedades de ordem dos niimeros reais podem ser deduzidas a par-
tir destes axiomas.

Definicao 1.1.3. Relacao menor em R € por definicao uma relagdo de ordem
R, x <y, tal que:

R={(z,y) eR*: y+ (—x) €eR"} (1.1.1)



Convenciona-se que r < y é equivalente a y > =z, i.e. y maior que .

Se a € R (—a € R") diz-se que a é um ndmero real positivo (negativo) e
escreve-se a > 0 (a < 0).

A relacao menor verifica evidentemente as propriedades das relagoes de
ordem

Propriedade Tricotomica
Sendo z,y € R verifica-se uma e s6 uma das proposicoes

T <<y ; T >y ; T=1Y

De facto do axioma 7 para y + (—z) € R, tem-se y + (—z) € R ou
y+ (—x) eR” ouy+ (—x)=0.

Propriedade Transitiva
Quaisquer que sejam x,y,z € Rse x <y ey < z tem-se z < 2.

De facto sendo y + (—z) € RT e 2z 4 (—y) € R tem-se z + (—x) € RT
pois

(+ (=) + (=) +r=(+(y)+((y+(-2) +2) =2

vindo pelo axioma 6
24 (—2)=(z+(—y) + (y+ (—2)) = z+ (—z) e RT

O teorema seguinte, que se apresenta sem demonstragao, mostra a com-
patibilidade entre a relacao de ordem indicada e as operacgoes algébricas.
(R, +,.) é um corpo ordenado.

Teorema 1.1.4. Quaisquer que sejam x,y, z,u,v € R
i) r <y=x+z<y+z (monotonia da adi¢do);
i) r<yANu<v=zc+u<y+ov

i) v <yANz>0=xz<yz
r<yAz<0= xz>yz (monotonia parcial da multiplica¢do).



Como aplicacao ordenem-se alguns elementos de R. Em particular
—-2<-1<0<1<2<3<4

De facto

i) 0<1
Tem-se: 0 <1V 1<0V 0=1. Ora 0 =1 é impossivel.
Por outro lado se 1 < 0 tem-se 1.1 > 0.1 ou seja 1 > 0, o que é absurdo
pois 1 < 0.

ii) Sendo 0 < 1 tem-se que qualquer que seja r € R, 0+ z < 1 4 x vindo
r<z+1
Assim representando 1 + 1 por 2, 2+ 1 por 3, 3+ 1 por 4 tem-se 1 <
2, 2< 3, 3 <4eaplicando a propriedade transitiva 0 < 1 < 2 < 3 < 4.
Por outro lado —1 < 0 ja que de 0 < 1 e pela monotonia da adicao se
tem (—1)4+0 < (=1)+ 1. Assim (—1) + (—=1) < 0+ (—1), e uma vez
que (=1)+ (=1)=—(1+1), tem-se —(1+1) < —1le -2 < —1.

1.2 O conjunto N. Inducao Matematica

Comece-se por definir N, o conjunto dos ntimeros naturais.

Definicao 1.2.5. Um conjunto S C R é um conjunto indutivo se e so se
i)lels.
ii) Sea €S entioa+1€S.

Exemplo 1.2.6.
i) R, RT sao conjuntos indutivos.

it) {1} nao é um conjunto indutivo.

Um numero real é um ntmero natural se e s6 e se pertence a qualquer
conjunto indutivo de nimeros reais. O conjunto de todos os niimeros naturais
representa-se por N.

Definicao 1.2.7. O conjunto dos niumeros naturais, N, € a interseccao de
todos os subconjuntos indutivos de R.

Como consequéncia desta definicao em particular tem-se
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i) 1eN,2eN,3eN.
ii) Dado a € R tal que 1 < a < 2. Tem-se que a ¢ N.
Considere-se
Si={1}U{zeR: z>2}
De facto S; é indutivo concluindo-se que N C S;. Ora S; nao contém a,

assim N nao contém ¢ nem nenhum numero real entre 1 e 2.

Proposicao 1.2.8. O conjunto N de todos os niumeros naturais € um con-
Junto indutivo.

Demonstracao.
i) 1eN.

ii) Seja k € N. Entao k pertence a qualquer conjunto indutivo S. Para cada
conjunto indutivo se k£ é um elemento também k£ + 1 o é. Assim k + 1
pertence a qualquer conjunto indutivo e consequentemente k£ 4+ 1 € N.
N tem a propriedade (ii).

Assim N é indutivo. =

A proposicao anterior assegura que a interseccao de conjuntos indutivos
é um conjunto indutivo. O teorema seguinte assegura que qualquer conjunto
indutivo de ntimeros naturais é o conjunto N.

Teorema 1.2.9 (Principio de indu¢do matemadtica). Se S é um conjunto
ndutivo de numeros naturais entao S = N .

Demonstracao.
Se S é um conjunto indutivo sabe-se da definicao de conjunto dos ntmeros
naturais que N estd contido em S (N C S).
Uma vez que S é constituido por niimeros naturais segue-se que .S esta contido
em N (S C N).
Conclui-se assim que S =N. =

Corolario 1.2.10. N € o unico conjunto indutivo contido nele proprio.

Vejamos como aplicar o principio de induc¢ao matemaética na pratica.

Exemplo 1.2.11. Mostre-se que qualquer que seja n € N.

n(n+1)

14+24+...+n= 5



Seja S o conjunto dos naturais para os quais a férmula anterior se verifica
le. .
n(n
S={neN: 1+2+...+n:%}

Mostre-se que S é indutivo.

e 1 € S (a formula é verdadeira para n = 1).

e Seja m € S. Atendendo a definicao de S, a férmula é verdadeira para
n=m.

m(m + 1)
2
Some-se m + 1 ao primeiro membro da igualdade anterior

1+2+...+m=

m(m+ 1) (m+1)(m+2)

1+2+4. . +m+(m+1) =

+(m+1) = (m+1)(%+1) =

2 2

A formula é também valida para n =m + 1.
Assimm+1 € Ssem € S. S é um conjunto indutivo de niimeros natu-
rais e consequentemente S = N. A férmula verifica-se para todos os naturais.

O teorema 1.2.9 é a base para introduzir uma técnica de demonstracao
de propriedades em N designada por principio de inducao matematica.
Demonstrar que a propriedade P é verdadeira em N reduz-se a:

i) Mostrar que P(1) é verdadeira.

ii) Se P(m) é verdadeira para m € N mostrar que P(m + 1) é verdadeira.

Exemplo 1.2.12. Mostre-se que para quaisquer n € N er e R, r # 1

1— n+1
1+r+r2+...+r”:—r
1—r

i) Mostre-se que a proposicao é verdadeira para n = 1

1—r?
1+r+= =1+r
1—7r
ii) Sendo P(m) uma proposigao verdadeira para m = m mostre-se que

P(m + 1) é uma proposicao verdadeira.



— pmtl 1 — pmt2

= 1+T+T’2+...—|—Tm—|—rm+1 —

1
l+r+r4.. 1" =
1—r 1—r

Adicionando ™! a ambos os membros da equacao, hipétese de inducao,
tem-se
2 11— e 1
14+r+r 4. . Frm4rmt :1—+7~m+
-

que é uma proposicao verdadeira.

1.3 Axioma do supremo

Os sete axiomas de corpo estabelecidos sao verificados quer por (R, RT) quer
por outros conjuntos. O axioma do supremo é fundamental para caracterizar
completamente R sendo conhecido como o axioma da continuidade ou da
completude.

Antes de se introduzir o axioma do supremo veja-se algumas definigoes.

Definicao 1.3.13. Seja S C R

M é um majorante de S se x < M, qualquer que seja x € S.
m € um minorante de S se x > m, qualquer que seja x € S.
S € limitado superiormente ou majorado se tem majorantes.
S € limitado inferiormente ou minorado se tem minorantes.
S € limitado se for limitado superiormente e inferiormente.

Definicao 1.3.14. d é minimo de S se d € S e d € minorante de S.
¢ € mdxrimo de S se c € S e ¢ é majorante de S.

Definigao 1.3.15. Sendo V' o conjunto dos majorantes de S (V = () se S
ndo for magjorado) designa-se por supremo de S, sup S, o elemento minimo

de V.

Designa-se por infimo de S, inf S, o maximo do conjunto dos minorantes de .S.

Axioma 8 (Axioma do supremo). Qualquer subconjunto de R nao vazio e
majorado tem supremo em R.

Assim (R,R*,+,.) é um corpo ordenado completo

Exemplo 1.3.16. Determine-se o supremo de

S={reR: z=1-1/m, m e N}



Verifique-se que 1 é supremo de S.
e 1 —1/m <1 poism € N. Assim 1 é majorante.

e 1 ¢é supremo.
Sejaeg =1—ecemquel >e>0. Existex € S : ©>1—¢€ jaque
existe meNtalquel —1/m>1—€ & 1/m<e < m>1/e.

A ideia usada no exemplo anterior é a base de um resultado geral para
caracterizar supremos de conjuntos.

Proposigao 1.3.17. Seja S C R nao vazio e limitado superiormente. O
numero real s € supremo de S se e sO se

i) V x<s
zeS

i) V. 3 x>s—¢€
e>0 zeS

Demonstracao.

e Mostre-se que:
(i),(ii) = s ¢ supremo.
Faca-se a demonstracao da proposicao anterior por contradicao.
Suponha-se que se tem (i),(ii) e existe sy um majorante de S tal que sy < s.
Seja € = s — sg. De (ii) existe x € S tal que

r>s—(s—50)
ie. x > sg e sp nao é majorante. Assim tem-se uma contradicao e s é su-

premo.

e Mostre-se que:
s é supremo = (i),(ii).
Se s é supremo entao, é majorante ou seja tem-se (i) e por outro lado qualquer
que seja € > 0, s—e€ nao é majorante ou seja quando € > 0 existe z > s—e. =

Anélogamente se mostra

Proposicao 1.3.18. Seja S C R ndo vazio e limitado inferiormente. O
numero real r € infimo de S se e O se

i) ¥V i x>r
zeS

i) Vo3 x<r+e
e>0 zes

10



Os resultados anteriores permitem concluir
Proposicao 1.3.19. Qualquer subconjunto de R nao vazio e minorado tem
infimo em R.

Demonstracao.
Sendo X C R nao vazio e minorado —X, constituido pelos simétricos dos
elementos de X, é nao vazio e majorado e

—sup(—X) =inf X

De imediato do axioma do supremo tem-se o resultado. m

Analise-se duas consequéncias directas do axioma do supremo fazendo
intervir o conjunto N.

Proposigao 1.3.20. O conjunto N nao é majorado.

Demonstracao.
Sendo s = sup N tem-se:

YV : m<s
meN

YV 34 :n>s—ce€
e>0 neN

Em particular seja e = 1. Tem-se n > s — 1 e consequentemente n + 1 > s.
Como N é indutivo n + 1 € N e s nao é supremo de N. =

Proposicao 1.3.21 (Propriedade arquimediana). Sendo a,b € R, a > 0,
existe m € N tal que ma > b.

Demonstracao.

N nao é majorado consequentemente EIN : m > b/a. Assim sendo a > 0
me

tem-se am >b. m

1.4 Densidade dos numeros racionais e irra-
cionais em R

Em R existem subconjuntos importantes para além do conjunto N.

Definicao 1.4.22. O conjunto dos numeros inteiros, Z, € por defini¢ao

Z={rxeR: zeNvex=0V—xeN}
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Definicao 1.4.23. O conjunto dos numeros racionais, Q, € por defini¢do

Q={z€eR: z2=pqg ' pq€eZ, q#0}

Naturalmente se coloca a questao de R\ Q ser ou nao um conjunto vazio.

O axioma do supremo apresentado na seccao anterior permite responder a
esta questao.

Proposicao 1.4.24.

i) Nenhum nimero racional € solugio de x* = 2.

ii) Existe pelo menos um nimero real que € solugdo de x* = 2.

i)

ii)

Demonstracao.

Seja r € Q tal que 72 = 2. Considere-se r > 0 pois (—x)? = 22.

Tem-se
T = b p,q € N, p,q primos entre si
q

De r2 = 2 tem-se

p2

—=2=p"=2¢"=>p épar = I p=2k
q> keN

Assim
4k* =2¢° = ¢* =2k = ¢ épar
E impossivel p e ¢ serem pares pois p e g sao primos entre si. Nao existe
solucao da equacao em Q
Seja
A={zeR: 2>0n2* <2}
e A+ () uma vez que 1 € A.

e A é majorado (z < 2 qualquer que seja z € A pois se x > 2 tem-se
2 >22>2ex ¢ A).

Do axioma do supremo conclui-se que existe um ntmero real s = sup A
ecomoleA s>1.

Ora pela propriedade tricotémica

<2 Vsl>2 vsi=2

Por absurdo, usando a propriedade arquimediana pode mostrar-se, [1]
que nao se tem s? > 2 nem s* < 2. Tem-se pois s> = 2 em que

s=sup{zr €R: v >0A2° <2}

representando-se s por v/2.
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Teorema 1.4.25 (Propriedade de densidade). Sejam a,b € R, a < b. Euxiste
um numero racional u e um nimero irracional v tais que u,v €|a, bl.

Demonstragao.
e Considere-se a = 0. A propriedade arquimediana garante a existéncia
de m,n € N tais que
mb > 1 nb>v2

Nestas condigoes sendo

r é um numero racional e s irracional tais que
r,s €]0,0]

e Considere-se a > 0. Procure-se um racional u €]a, b partindo da existéncia
de um racional no intervalo de extremo inferior zero. Fazendo ¢ = b—q existe

r €]0,¢[, r € Q. Ora
r<c=b—-—a=a+r<b

Seja
A={keN: kr>a}

Como A C Ne A # () o conjunto A tem elemento minimo ky = min A. Seja
u = k@T

Tem-se u € Q (r € Q,kp € N) ea < u < b ja que como ky € A, u = ko.r > a.
Por outro lado dado que kg — 1 ¢ A

(ko—Dr<a=u=k.r<a+r :>b u < b.
a+r<

Para obter um ndmero irracional v €|a, b[ repete-se o processo substituindo
r por s €]0, ¢[ nimero irracional. Designando kg o minimo do conjunto dos
naturais k£ tais que k.s > a e sendo v = kp.s tem-se que v é um numero
irracional e v €]a,b]. m

Definicao 1.4.26. Um conjunto X diz-se um conjunto finito, com m elemen-
tos se existir uma bijeccao® do conjunto {1,2,...,m} sobre X. Designa-se
por conjunto infinito qualquer conjunto que ndo € finito.

Zuma bijecgio é uma aplicagao ¢ : A — B, que é injectiva (a1 # az = p(a1) #

v(az), ai,as € A) e sobrejectiva ( p(A) = {p(a) : a € A} = B)
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Teorema 1.4.27. Em qualquer intervalo de R ndo degenerado ]a,b[, a < b,
existe um conjunto infinito de miumeros racionais e um conjunto infinito de
nimeros irracionais i.e os conjuntos Ja,b[N Q e ]a,b[N(R\Q) sdo conjuntos
infinitos.

Demonstragao.
Mostre-se que X =]a,b[N Q é um conjunto infinito.

Do teorema 1.4.25 X é nao vazio. Admita-se que é um conjunto finito. X
teria minimo, ¢ = min X, e maximo, d = max X. Sendo X C]a, b

a<c<d<b

X C e, d]

Assim qualquer nimero racional pertencente a ]a,b[ pertencia a [c,d] nao
existindo qualquer nimero racional em |a,c| e ]d,b[ em contradigdo com o
teorema 1.4.25.

Analogamente se mostra que |a,b[N (R \ Q) é um conjunto infinito. m
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1.5 Exercicios

1.5.1 Exercicios resolvidos
Exerc 1.5.1. Se a,b € R mostre a desigualdade triangular
a4+ < |a] +[B] °

Resolucgao.
eSea,b>0,a+b>0e

la+bl=a+b=|a|l + |b|
eSea,b<0,a+b<0
o+ b = (=a) + (=b) = [a] + |0]

eSea<0eb>0e

a+b=—lal+ b = |a+b] = [ —[a] + |bl| < |af + [b]
eSea>0,b<0e

a+b=la]+ (=[b]) = [a + b = [la] = [b]] < |a] + |0]
]

Exerc 1.5.2. Considere o sequinte conjunto A = {xr € R: |z|—2*+2 > 1}.
Determine, caso existam, o supremo, infimo, mdzimo e minimo do conjunto

A.
Resolugao.
7| >’ -1 r>2°-1V r<l—2°

2—r—-1<0V 22+2-1<0<

xell—\/ﬁ 1+45 ~1-+5 —1++5

V &€

2 2 2 2

—1-v5 1+V5

A:
2 2

A é um conjunto majorado, minorado e nao vazio. Do axioma do supremo
tem-se a existéncia de supremo e infimo do conjunto A sendo sup A = %5
einfA = #5 Uma vez que sup A ¢ A einf A ¢ A o conjunto A nao tem
maximo nem minimo. ®

3Seja r € R. Designa-se por médulo de x a expressao |x|. Por defini¢io |z| = =, se
x>0e x| =—x, s8¢ x <0. Se c € RT a proposicao, |z| < ¢ é equivalente a —c < x < c.
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Exerc 1.5.3. Mostre por indugcdo matemdtica que 5*" — 1 € divisivel por 8,
qualquer que seja n € N.

Resolucao.
Se n =1, tem-se 52 — 1 = 24 = 8.3 que ¢ divisivel por 8.
Seja n = m. Mostre-se que se 5*™ — 1 ¢ divisivel por 8 (proposicao designada
por hipétese de inducdo) entdo 52+ — 1 ¢ divisivel por 8 .

5AMAD 1 =525 1 = (24 +1).5%" — 1 =24.5"" + 55 — |

¢ divisivel por 8 uma vez que 24.5*™ = 8.3.5%™ ¢ divisivel por 8. Ora da
hipétese de inducao 5™ — 1 é também divisivel por 8, sendo a soma de
factores divisiveis por 8 divisivel por 8.

A proposicao é assim verdadeira. m

, . . nd—n+3
Exerc 1.5.4. Mostre por inducao matemdtica que — s e N, qualquer
que seja n € N.
Resolucao.
1°—143
Seja n = 1, tem-se T—i_ =1leN
Seja n =m.
3 — 3 1)3 — 1)+3
Mostre-se que se % € N entao (m+1) 3(m D+ e N.
1)3 — 1)+3 3 3
(m+1°—(m+1)+ _mP—m+ em?4meN
3 3
3 — 3
uma vez que miomt s € N, da hipétese de inducao, e m? +m € N.

A proposicao é assim verdadeira .
[ ]

Exerc 1.5.5. Mostre por inducao matemdtica que para todo n > 4 se tem
n*>3(n+1).

Resolucao.
Para n =4, 16 > 15 é uma proposicao verdadeira.
Seja n = m e mostre-se que P(m) = P(m + 1) ou seja

m?>>3(m+1) = (m+1)*> 3(m+2).
Da hipotese de indugao tem-se, m? > 3(m + 1) vindo

m?>>3m+1)em*+2m+1>3m+1)+2m+1< (m+1)%>5m+4
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Ora b5m + 4 > 3m + 6 vindo
(m+1)2>5m+4>3m+6=(m+1)>>3m+6=3(m+2)

A proposicao é assim verdadeira.
|

Exerc 1.5.6. Usando o principio de indugao matemadtica, mostre que

)20 +1
ZkQ n(n+ (”+ ) nen.

Resolugao.
Paran =1, 12 =

Seja n = m e mostre-se que P(m) = P(m + 1) ou seja

1+1)(2+1
M ¢ uma proposicao verdadeira.

m+1

9 +1)(2m+1) 5 1)(m +2)(2m + 3)
2= ; Z’f ;

Da hipotese de indugao tem-se,

m

o m(m+1)2m+1)
Zk - 6

k=1

Some-se (m + 1)? a ambos os membros da igualdade anterior

m

Zkz Lt 1) = m(m—i—l()S(Zm—i-l) L m+1)?

k=1

tem-se
m—+1

ZkQ (m + 1) m(2m + 1)+ (m+ 1)

A proposicao é assim verdadeira. m

1.5.2 Enunciados de exercicios

Exerc 1.5.1. Se a,b € R mostre que
i)la = b = [|af —[b]]
ii)la+b| = ||a] — 0|
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Exerc 1.5.2. Considere o conjunto A = {x e R: |z —1] —2?+2 < 1}.
Determine, caso existam, o supremo, infimo, mdzimo e minimo do conjunto

A.

Exerc 1.5.3. Considere o conjunto A={r €R: z=1/2—-1/n, n € N}.
Determine, caso existam, o supremo, infimo, mdximo e minimo do conjunto

A.

Exerc 1.5.4. Mostre por indu¢ao matemdatica que n < 2", qualquer que seja
n € N.

Exerc 1.5.5. Mostre por inducdo matemdtica que n! > 2" qualquer que
seja n € N.
Exerc 1.5.6. Usando o principio de inducao matemdtica, prove que

i(/& gy =t 132“” ) nen.
k=1

Exerc 1.5.7. Usando o principio de indugcao matemdtica, prove que

n

An? —1
2(21{—1)2:%, n € N.
k=1

Exerc 1.5.8. Sejam A C R majorado, nao vazio e m um majorante de A.
Se m # sup A mostre que existe € > 0 tal que Vo(m) N A = 0.

Exerc 1.5.9. Seja A C R majorado, ndao vazio e s = sup A. Mostre que
para qualquer € > 0, o conjunto V.(s) N A € nao vazio.
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Capitulo 2

Sucessoes reais

Inicia-se o capitulo introduzindo os conceitos de sucessao limitada, sucessao
mondtona, sucessao convergente e relacionando estes conceitos entre si. A
andlise da convergéncia de sucessoes, quer em R quer em R, bem como a de-
terminacao de limites de sucessoes convergentes é um dos objectivos centrais
no capitulo sendo neste contexto analisadas algumas propriedades algébricas
e de ordem das sucessoes. Introduz-se ainda o conceito de subsucessao e
analisa-se as consequencias do teorema de Bolzano-Weierstrass e da con-
vergéncia de uma sucessao na existéncia de subsucessoes convergentes. A
finalizar o capitulo introduzem-se os conceitos de sucessao de Cauchy e de
sucessao contractiva.

2.1 Sucessoes. Convergéncia de sucessoes

Definigao 2.1.10. Chama-se sucessao de termos em A # () ou sucessao em
A a qualquer aplicagio uw de N em A, u: N — A.

Os elementos u(1) = uy, u(2) = ug, ..., u(n) = uy, ..., dizem-se termos
da sucessao. Definir uma sucessao consiste em indicar uma forma por meio
da qual se pode obter para cada n € N o correspondente termo de ordem n,
U,

Exemplo 2.1.11.
i) Sucessoes definidas por recorréncia.

(a) u: N —= R, uy =a € R, upy1 = up.r (progressio geométrica de
primeiro termo a e razdo r).
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(b)) u:N—=>R, ug =0, ug=1, up11 =ty +Up_1, n €N
(sucessao dos nimeros de Fibonacci).

i) v, = /n(vn+1—+n), neN

As sucessoes que vamos analisar neste capitulo sao sucessoes reais: su-
cessoes de termos em R. As operacoes algébricas que se considera no conjunto
R estendem-se assim naturalmente as sucessoes reais.

Definicao 2.1.12. Sejam as sucessoes u: N — R, v: N — R define-se

sucessao adi¢do u+v:N—=R (u+v)y =u, + v,
sucessao subtraccao u—v:N—=R (U —v)p = uy — v,
sucessao multiplicacio  u.v : N — R (w.v)y = Up.v,

sucessao divisao u/v:N—=R (w/v)y = up /vy v, # 0

A relagao de ordem considerada em R permite introduzir os conceitos de
sucessao limitada e de sucessao monotona.

Definigao 2.1.13. A sucessio u, ¢ minorada (majorada) se e sé se for
minorado (majorado) como subconjunto de R o conjunto dos seus termos.

Definicao 2.1.14. A sucessao u, € limitada se e s6 se o conjunto dos seus
termos for minorado e majorado 1i.e.

3V a<u,<be I VYV |ul<c
a,beR neN ceR+ neN

Exemplo 2.1.15. Tem-se para a sucessao v,, n € N do exemplo 2.1.11 ii)

B Vn B 1

vy, € assim limitada pois |v,| <1 n e N.

Proposicao 2.1.16.

A adicao, subtraccdo e multiplicacao de duas sucessoes limitadas € limitada,
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Demonstracao.
E imediado recorrendo as propriedades de ntimeros reais uma vez que

(U £ 0a| < |un] + o] € |upvn| < gl vl
m

Observagao 2.1.17. O quociente de duas sucessoes limitadas, u, /v, pode
nao ser uma sucessao limitada (As sucessoes limitadas u, =1 ev, = 1/n tém
como quociente uy, /v, uma sucessio ndo limitada). Uma condi¢ao suficiente
para que |u,/v,| seja limitada € |u,| < c e |v,| > d, ¢,d € RT.

Definicao 2.1.18.

A sucessao u,, € uma sucessao crescente se e SO se

U KUy < oS Uy S Uy < ..., neN.
A sucessao u,, € uma sucessqo decrescente se e SO se
Uy > Uy 2 oo 2 Uy > Upyy > ..., n €N

A sucessao u, € estritamente crescente (decrescente) se e so se
qualquer que sejan € N, u, < Upi1 (Up > Upyq).

Definicao 2.1.19. Uma sucessao w, diz-se uma sucessao mondtona se for
crescente ou decrescente e estritamente mondtona se for estritamente cres-
cente ou decrescente.

Uma sucessao crescente (decrescente) é minorada (majorada), ja que o
primeiro termo da sucessdo é um minorante (majorante) do conjunto dos
seus termos.

Exemplo 2.1.20. Seja a sucessio do exemplo 2.1.11 ii). Tem-se
1 1

1+ 45 +1 1+ +1

>0

Un41 — Up =

Concluindo-se que v,, € crescente

A nocao central desta seccao é a nocao de convergéncia e de limite de
uma sucessao.
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Definicao 2.1.21. Uma sucessao u,, converge ou tende para a € R (u,, — a)
se e so se

V3V n>p wu,eVi(a)?
e>0 peNneN
Assim dizer que u, converge para a equivale a afirmar que é finito o
numero de inteiros positivos que verificam a condigao u, ¢ Vi(a) i. e. u, — a
se e 86 se u, € V.(a) para todos os valores de n com excep¢ao de um niimero
finito.

Exemplo 2.1.22. Considere-se a sucessao u, = % Verifique-se que é uma
sucessao convergente e que a = 0.

Tem-se 1 1
up, EV(0) & |—|<ee —e<—<e
n n

Ora basta escolher n > 1/e para que % € V.(0) concluindo-se que u,, converge
para 0. Em particular se € = 0,01 verifica-se que se n > 100, u,, € V,(0).

As sucessoes que nao sao convergentes dizem-se divergentes. Mostra-se,
[1], que se existir a € R tal que u,, — a entao a é tnico. Assim sendo u,
uma sucessao convergente chama-se ao nimero real a, limite da sucessao e
representa-se por

lim w,,.

Se uma sucessao u, nao tiver limite diz-se uma sucessao divergente.

Relacione-se os conceitos de sucessao convergente e de sucessao limitada.
Teorema 2.1.23. Qualquer sucessao convergente é limitada.

Demonstracao.
Se u,, — a, fixado arbitrariamente ¢ > 0 existird uma ordem p tal que para
n > p, u, € Vi(a).
O conjunto formado pelos termos w, para n > p é um conjunto limitado
(a + € é um majorante e a — € é um minorante). Por outro lado o conjunto
dos termos u,, para n < p é também um conjunto limitado visto ser finito.
O conjunto de todos os termos da sucessao é a reuniao de dois conjuntos
limitados e qualquer reuniao finita de conjuntos limitados é um conjunto
limitado. m

H4& sucessoes limitadas que nao convergem, contudo tem-se:

Wea)={zeR: |z —al<e}
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Teorema 2.1.24. As sucessoes limitadas e mondtonas sao convergentes.

Demonstracao.
Seja u,, uma sucessao crescente e limitada e designe-se por U o conjunto dos
seus termos.
U # () ¢ um conjunto limitado e consequentemente tem supremo. Designe-se
esse supremo por s e mostre-se que

limu,, = s

Escolha-se € > 0. Por defini¢ao de supremo deve existir pelo menos u, € U
tal que
U, > 5 — €.

Como a sucessao é crescente para n > p
Up 2> Uy > S — €.
Por outro lado sendo s = sup U
Uy, < 8.

Assim a partir da ordem p todos os termos u, € V.(s) e consequentemente
Up — S.

Analogamente se demonstra a convergéncia quando a sucessao é decrescente
tendo-se limu,, = infU. m

Observacao 2.1.25.

e Uma sucessao pode ser convergente sem ser mondtona. (Ezx.: u, =

-1 . L . , o
%) Apesar da sua importancia as sucessoes monaotonas e limitadas

constituem uma classe pequena de sucessoes convergentes.

o E fundamental o axioma do supremo na demonstracdio do teorema
2.1.24.

Exemplo 2.1.26. Considere-se a sucessao limitada definida por recorréncia
1 2
x1:§, Tpt1 = Ty s n > 1.

Mostre-se que x, € convergente.
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Uma vez que nem todas as sucessoes limitadas sao convergentes, vai-se
mostrar, por inducao, que a sucessao ¢ monotona. Tem-se

1 1
xrH = — To = —
1 27 2 4

e conjectura-se que x, ¢ uma sucessao decrescente. Prove-se por inducao que

Tpt1 — T <0, neN
i)
1 1 1<O
Tog—X1=— — = = ——
2 1= 775 1S

if)

T4l — Tm S 0 ? Tm4+2 — Tm+1 S 0

Tm+2 — Tm+1 = $$n+1 - $3n == (:Em—i—l + xm)-<wm+1 - mm) S 0

ja que sendo x,, > 0 se tem x,,,11 + =, > 0.

Conclui-se que x,, € uma sucessao decrescente e como ¢é limitada entao x,,
é uma sucessao convergente.

2.2 Propriedades algébricas de sucessoes. Su-
cessoes enquadradas

A analise da convergéncia de sucessoes mais gerais que as sucessoes monotonas
e limitadas pode ser feita usando alguns resultados que se vao indicar e que
se podem demonstrar usando directamente a definigao de limite.

Teorema 2.2.27. Se x,, e y,, n € N sao sucessoes convergentes respectiva-
mente para a e b entao

i) T, £y, € uma sucessao convergente e lim (z, £+ y,) = limz, £ limy,
i) Tp.y, € uma sucessao convergente e lim (x,.y,) = lim z,.limy,

iii) Se y, — b#0, y, # 0 tem-se lim <ﬁ>
Yn

lim z,,

a
b

~ limy,

Demonstracao. *
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i) Tem-se
(@ 4 yn) = (a+0)] = |(zn — @) + (Yo = D) < |20 —a| + |y =]

Sendo € > 0 existe p; tal que se n > p; entdo |z, — a| < €/2 e existe py
tal que se n > py entao |y, —b| < €/2. Assim se p = max{pi,p2} en >p
tem-se como se pretendia mostrar

|(zn +yn) — (@+0)] <€/2+€/2=¢.
ii) Tem-se
| Yn — a.b| = [(xp.yn — 2,.0) + (x5.0 — a.b)| < |||y — b + |2, — al.]b]
Ora sendo |z,| < My, n € Ne M = sup{Mi,|y|} tem-se
|2y — a.b| < M|y, — bl + M|x,, — a
o que analogamente a (i) permite estabelecer a conclusao.
iii) E analogo a (ii).
[

Observacao 2.2.28. Sejam x,, e y, sucessoes reais

i) Se x, ey, sao sucessoes divergentes, x, + y, pode ser convergente ou
divergente.

i) Se uma sucessao x, € convergente ey, € uma sucessao divergente, T,+y,
¢ sempre uma sucessao divergente.

Exemplo 2.2.29. Determine-se se existir o limite da sucessao

1
Ve+1l+1

Por definicao 4 /% +1 — 1. Oray, = 4 /% + 1+1 é a adicao de sucessoes

oo = V(AT T - Vi) =

convergentes e sendo y, # 0 a sucessao v, ¢ convergente tendo-se

1
limw, = =
1M v 9

25



Teorema 2.2.30 (Sucessoes enquadradas). Sejam x,, Y, 2, sucessoes reais
e suponha-se que existe uma ordem p tal que para n > p

Tp < Zp < Yn.
Supondo que x,, y, convergem para a € R entdo z, é convergente e
lim z, = a.

Demonstragao.
Fixado arbitrariamente ¢ > 0 existem py, po tais que se n > p; entao z, €
Vi(a) e se n > py entdo y, € V.(a). Sendo p = max{pi,ps,p} tem-se entao
que se n > p
a—€e<zp, <z, <y, <a-te

e portanto z, € Vi(a). m

Observacao 2.2.31. Se x,, e y, nao sao sucessoes convergentes para o
mesmo limite nao se pode afirmar que z, € uma sucessao convergente.
(Br.—3 < (—1)" < 7).

sen(n
Exemplo 2.2.32. Determine-se o limite da sucessao z, = L
n

Tem-se
sen(n) 0

S|

1 1

— < < — e =+
n n n

Assim

limz, =0

Proposicao 2.2.33. Se a sucessao x, € convergente e limx, = a entao
lim |z,| = |al.

Demonstracao.
Consequéncia imediata de ||z,| — |a|| < |z, —a| =

Exemplo 2.2.34.

i) Mostre-se, recorrendo a desigualdade de Bernoulli, que se 0 < ¢ <1, a
sucessao z, = c" € convergente para zero.

(14+2)" > 14+nx, x>—-1,neN (desigualdade de Bernoulli)
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ii) Sendo a € R, determinem-se os limites das sucessoes

B a " _a”
T\ ]l © T

i) Sendo 0 < ¢ < 1, tem-se

1
CcC =
1+a
em que a > 0. Assim
1 1 1 1
T, =0< " = < < — =1, e — =0
(I+a) = 14+na na an

Do teorema das sucessoes enquadradas conclui-se que lim z, = 0.

ii) Tendo presente i), tem-se

le| = <1=1lm(—) =0
1+ |al

1+ |a

Quanto a sucessao v, tem-se

Se

a a , e
—‘ <1, v, = 0. Se )—‘ > 1, v, é uma sucessao nao limitada e

a
consequentemente divergente. Se 1= 1, sendo a = 4, tem-se v, — 1/2,

sendo a = —4, tem-se v,, divergente, mas uma sucessao limitada.

2.3 Convergéncia de sucessoes em R. Calculo
de limites

Ao conjunto dos niimeros reais pode juntar-se os elementos +00 e —oo (de-
signados por pontos do infinito) e formar um novo conjunto R designado por

recta acabada i.e. -
R =RU{—00,+00}

E natural neste conjunto R introduzir uma relacdo de ordem que restrita
a R é a relacao de ordem em R e entre qualquer ntimero real x e +oo se
tenha
—o0o < T < +00
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Tal como no conjunto R, introduzem-se em R as operagoes bindrias de adicao
e multiplicacao. Em particular se a € R tem-se para a
operacao de adicao

a+ (+00) = 00 a+(—o00) =—o0
+00 + (—00) é uma forma indeterminada;

e para a operacao de multiplicacao:
Sea>0
a.(+00) = +o0 a.(—o0) = —oo

Sea<0
a.(+00) = —00 a.(—oo) = 400

0.(+00) é uma forma indeterminada
Observacao 2.3.35.

e Im R, generalizam-se naturalmente as nogoes de maximo e minimo
de um conjunto, de conjunto magjorado, de conjunto limitado ( R tem
maximo 400 e minimo —oo ).

e Em R, qualquer subconjunto € limitado e tem-se

i) Se X # 0 é majorado em R entao supg X = supg X
ii) Se X # ) é nao majorado em R entao sup X = 400
iii) Se X =0 entao sup) = —oo, inf() = +oo.

Um dos objectivos centrais desta seccao é definir a nocao de sucessao real
convergente em R. Antes de apresentar essa defini¢ao, defina-se vizinhanga
de —o0 e de +0

Ve(—00) = [-o0, —1/¢] Ve(o0) =]1/e 4 o0]

Definicao 2.3.36. A sucessdo u,, converge para a € R se e s6 se qualquer
que seja € > 0 € finito o conjunto

{neN: u, ¢V(a)}
Assim

e Se a € R existe equivaléncia entre a nocao de convergéncia em R e em

R.
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e Se a = +00 ou @ = —00 tem-se

U, =400 &V 3 Vn>p: u,>1/e
e>0 peN neN

U, >—00 <V I Vna>p: u, <-—1/e
e>0 peN neN
Em R, de imediato se conclui:

Teorema 2.3.37. Qualquer sucessao monotona € convergente em R.

Vai-se em seguida estabelecer alguns resultados que permitem determi-
nar, em R, o limite de sucessoes reais convergentes.

Proposicao 2.3.38. Seja u,, uma sucessao de termos positivos, tal que

. Un+1
lim
u”l
Se a < 1 entdo u, converge e limu,, =0
Demonstracao.
Sendo u,, > 0, tem-se a > 0.

Seja r tal que a < r < 1 e defina-se € =r —a > 0. Existe p € N, tal que se
n>p

Up+1 Up+1
o <e=ms " <ate=a+(r—a)=r
Unp, U,
Assim se n > p
0<un+1<unr<un_1r2<...<upr”+1_p

u
Definindo C' = —i tem-se para n > p
r

0 < Uppq < Crtl

Ora uma vez que 0 < r < 1 tem-se lim7" = 0 e pelo teorema das sucessoes
enquadradas limu, = 0. =

Analogamente se demonstra a proposicao seguinte:

Proposicao 2.3.39. Seja u,, uma sucessao de termos positivos, tal que

. un+1
lim
Unp,

Se 1 < a < 400 entdo u, converge para +oo.
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Exemplo 2.3.40. Determine-se o limite da sucessao u, = —

—lim— — —]
“ im CESVEED im

n 3n+1 2 2 1
limu n i 3( i ) =3lm-——+=5=3>1
n+1 (1+1/n)

Conclui-se que u,, é convergente para +0oo.
Exemplo 2.3.41. Determinem-se, se existirem, os limites das sucessoes

.nl ot N T
i) i7) ] i11) c_”

nr’

em queb>0ec>1.

Y UZ: B (ygn:l)lgil Z_T “(n T;)r(??fl)n - (ni 1)” - (ﬁ)n —1/e<l1

. n!
Conclui-se que — é convergente para 0.
n

n+1 |
n! C
=———>0<1

..)un+1 o C
u, (n+Dler (n+1)

11

e
Conclui-se que — é convergente para 0.
n!

. 1)t en 1\N°1 1
iii)u+1:(n+ >c_:(1+—) S s<l
n

Uy, cntl  pb c c

b
. n-,
Conclui-se que — é convergente para 0.
c

Pode assim estabelecer-se uma escala de sucessoes
n’ << << nl << n® b>0,c>1

em que u, << v, significa que u,, é desprezavel em relacao a v,, isto é que
. Uy
lim— =0

Un

Proposicao 2.3.42. Seja u,, um sucessao de termos positivos. Entao se
Un,

1 = , o
converge em R, »u, também converge e para o mesmo limite.
U )
n
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Demonstracao. *
Seja
lim Untl _ leR
n—+00 Uy
Tem-se

Un+1

V d n>pl—e< <l+e

e>0 peN Uy,
Tem-se:
(L= €)upr1 < upya < (I + €)upa

(1= €)*upr1 < tprs < (I + €)*uprn
e em geral paran >p+ 1
(=" P,y <y < (L+€)" Py

vindo iy 1 iy 1
=l —6) n wy < Yup <(I+e)(l+e€) n uyy

Pelo teorema das sucessoes enquadradas, qualquer sublimite de /u,, pertence
a [l — €, [+ €] uma vez que u,41 é um nimero real fixo. Como € é qualquer,
o conjunto dos sublimites é singular e {/u,, converge para [. m

Exemplo 2.3.43. Determinem-se os sequintes limites
i) /n.
ii) ¥/ (n+1)! —n!
Da proposigao 2.3.42 facilmente se conclui que o limite é 1 em i), quanto
aii), seja u, = (n + 1) —n!

| — | | —
i Yot _ (n+2)!—(n+1)! — lim (n+ D (n+2-1)

U, (n+1)! —n! nl(n+1-1)

1
= lim (1 + —) (n+1) = +oo
n

Concluindo-se que /u,, é convergente para +oc.

2.4 Subsucessoes

Nesta seccao vai-se definir o conceito de subsucessao comegando por definir
a sucessao composta de sucessoes.

Definicao 2.4.44. Chama-se composta de sucessoes u, € v,, em que v, € N,
n €N, a sucessio (uowv),, tal que

(wov), = Uy,

i.e. que tem por termo de ordem m, o termo de ordem v, da sucessao u,,.
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Definicao 2.4.45. w, ¢ subsucessao da sucessao de termos reais u,, se e
SO se exwistir uma Sucessao v,, tal que w, € composta de u, com v, e v, €
estritamente crescente

Observacao 2.4.46.

e (Qualquer subsucessao de uma sucessao limitada € limitada. Qualquer
subsucessao de uma sucessao mondotona € monaotona.

e Uma sucessao nao limitada pode ter subsucessoes limitadas e uma su-
cessao nao monotona tem subsucessoes monotonas.

Exemplo 2.4.47. Definam-se subsucessoes de

n
n=(=1)"
“ (=1) n+1
POT COMPOSLCAO COM, S SUCESSOES
i) v = 2k
iii) U = 2k + 1
Teém-se as subsucessoes
we = (— )kk;+2 P 2k = __2k—i—1
b k+3 T2k 41 Tk 2

Teorema 2.4.48. Qualquer subsucessdo de uma sucessao convergente € também
convergente para o mesmo limite

Demonstragao.
Seja u, — a e w, = u,, uma subsucessao de u,.
Sendo wu,, convergente para a dado arbitrariamente € > 0 existe p € N tal
que para n > p se tem u,, € Ve(a). Ora sendo v,, uma sucessao estritamente
crescente de inteiros positivos, por indu¢ao matemaética, pode mostrar-se que:

Up >N, neN
(vy>1; v,>2n = vy >n+1 pois vy > vy, )
Conclui-se assim que se n > p se tem v,, > p e consequentemente
Wy, = Uy, € Vi(a) ie. limw, =a.

]

Este teorema é usado para facilmente justificar a divergéncia de algumas
sucessoes. Em particular, se u,, admitir duas subsucessoes que tenham limites
diferentes, u, ¢é divergente.
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Exemplo 2.4.49. Analise-se a convergéncia da sucessao u, do exemplo an-
terior

A sucessao u, nao é convergente pois

2

o=

nao é convergente. Contudo sao convergentes as subsucessoes wy, € Wy res-
pectivamente para 1 e —1.

Exemplo 2.4.50. Determine-se o limite da sucessao convergente
x=1/2 Tpiy = 2 n>1
Tem-se uma vez que a sucessao x, é convergente
limz,; =limz, =1
vindo, tendo presente o teorema 2.4.48,
I=P=I11l-1)=0=1=0VvIi=1
Ora como z,, < 1/2 tem-se limz,, < 1/2 concluindo-se que

[=limz, =0

Teorema 2.4.51 (Bolzano - Weiestrass). Toda a sucessdo real limitada tem
pelo menos uma subsucessao convergente.

Demonstracao. *
Na demonstracao deste teorema usa-se uma das importantes consequéncias
do axioma do supremo o principio dos intervalos encaixados?
A ideia central da demonstracao quando o conjunto dos termos da sucessao
é um conjunto infinito, consiste em partir de um intervalo que contém os
termos da sucessao e, dividindo ao meio sucessivamente, obter uma sucessao
de intervalos cada um dos quais tem um termo da sucessao.
Seja X = {x,, : mn € N} o conjunto dos termos da sucessao z,.

2Seja I, = [an,bn] C R, n € N uma sucessdo de intervalos limitados e fechados tais

+00 20
que Ip+1 C I, entdo (i) N In # 0, (ii) Se inf{b, —a,} =0, NI, ={c}, c€eR
n=1 n=1
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e Seja X um conjunto finito.
H4& pelo menos um valor de x,, que se repete infinitas vezes. Designando
esse valor por a podemos formar uma subsucessao x,, = a obviamente
convergente.

e Seja X um conjunto infinito.
Sendo z,, limitada, X ¢ limitado e consequentemente

X C [a,b]:fl

Construa-se neste caso uma subsucessao convergente, , .
Seja x,,, = 1. Divida-se I = I; ao meio obtendo-se dois subintervalos
1,17. Dado que X é um conjunto infinito pelo menos um dos conjuntos

X =A{x,: x, €I An>n}, U=Azn: x, €l An>n}

¢ um conjunto infinito. Se X/ for um conjunto infinito z,, sera o
primeiro elemento de X senado faz-se uma escolha semelhante com X7
Seja I o subintervalo associado a X ou X7.
Repete-se o processo dividindo /5 ao meio e escolhe-se z,,. Obtém-se
assim uma sucessao de intervalos encaixados

LDoLD>...D1,D...

cujo comprimento tende para zero ((b — a)2~*=Y) e tal que z,,, € I.
Pelo principio dos intervalos encaixados

+00
ﬂ[n ={c}, ceR
n=1
Ora atendendo a que
|2y, —c| < (b— a)2- =D

conclui-se que a subsucessao construida ¢ convergente e que z,, — c.

Definicao 2.4.52. Diz-se que a € R € sublimite da sucessao u, se existir
uma subsucessao de u, que convirga para a.

Exemplo 2.4.53. Indique-se o conjunto dos sublimites da sucessao

v, = (=1)".
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Sendo S o conjunto dos sublimites tem-se S = {—1,1}.

Teorema 2.4.54. O numero real a € sublimite da sucessao u, se e so se
qualquer que seja € > 0 € infinito o conjunto dos inteiros positivos n que
verificam a condi¢do u, € V(a).

Demonstracao. *
e Seja w,, = (u o v), uma subsucessao de u, convergente para a i.e.

V 3V n>p Wy, = Uy, € Vi(a).

e>0 peN neN

Obviamente é um conjunto infinito o conjunto formado pelos inteiros positi-
vos v, tais que n > p.

e Reciprocamente suponha-se que qualquer que seja € > 0 é um conjunto
infinito o conjunto dos inteiros positivos n tais que u, € Vi(a).

Sendo € = 1, %, . ,% pode escolher-se v; € N tal que u,, € V%(a), vy > V1

tal que u,, € Vi(a). Em geral, escolhidos vq,vs,...,v,—1 generalizando o
2 2 ) ) ) )
processo anterior, ¢ sempre possivel escolher v, > v,_; de modo que

Uy, € Vi(a)
Nestas condigoes w,, = u,,, serd uma subsucessao de w, convergente para a
ja que para qualquer n € N
1 1
a——<w, <a-+—
n n
[ |

Observacao 2.4.55. O numero real a € sublimite de u, se e so se

vV V 3 :n>p u, €Vl

e>0 peN neN

O numero real a € limite de u,, se e so se

V 3V :n>p u, €Va)

e>0 peN neN

Exemplo 2.4.56. Usando a noc¢ao de sublimite mostre-se que para a > 0
lim /a =1, n € N.

e Considere-se a > 1
. ~ 1 . .
Seja a sucessao z, = a». Tem-se de imediato que

n>1 e zp < 2.
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A sucessao z, é pois uma sucessao limitada e decrescente logo é convergente
existindo z = lim z,.
Qualquer subsucessao tem pelo teorema 2.4.48 o mesmo limite de z, e

lim 29, = lim 22

Assim
1
2=22= 22— 2=0=2=0Vz=1

Como z, > 1, tem-se z = 1.
e Considere-se 0 < a < 1

1

limar =lim1/(1/a)s — 1/1 = 1.

2.5 Sucessao de Cauchy. Sucessao contrac-
tiva

Um critério de convergéncia importante é a nocao de sucessao de Cauchy ou
sucessao fundamental.

Definicao 2.5.57. A sucessao u, € uma sucessao de Cauchy se e so se

V 3 VYV rs>p |u—us <e
e>0 peN rseN

Exemplo 2.5.58. Seja u,, = 1+ 1/n, tem-se |u, —us| = |[1/r — 1/s| <
1/r+1/s, o que permite concluir que u,, € uma sucessao de Cauchy

Proposicao 2.5.59. Qualquer sucessao de Cauchy é uma sucessao limitada

Demonstracao.
Seja u, uma sucessao de Cauchy. Fixado € > 0 existira p € N tal que para
quaisquer nimeros inteiros r,s > p

|u, —ug| < €
Em particular escolhendo para s o valor fixo p + 1, tem-se para r > p

[uy — upi1] <€
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Assim para r > p o conjunto dos termos u, ¢ limitado (u,;; — € é um mino-
rante e u,41 + € é um majorante).

Como o conjunto dos termos u,, com r < p é finito e portanto limitado pode
concluir-se que o conjunto dos termos da sucessao, uniao de dois conjuntos
limitados, é limitado. m

Teorema 2.5.60. Uma sucessao real é convergente se e so se € sucessao de
Cauchy

Demonstragao. *
e Mostre-se que sendo u,, uma sucessao convergente entao é uma sucessao de
Cauchy.
Sendo a = lim u,,

vV 4 V :n> n—al <€/2
e>0 peN neN " p |U CL| E/

Ora paran,s > p
[up — us| = |up —a+a —us| <|u, —al+la—us| <e/2+¢€¢/2=c¢

Concluindo-se que a sucessao é de Cauchy.
e Mostre-se que sendo u,, uma sucessao de Cauchy é uma sucessao conver-
gente.
Seja n sublimite de u, que existe pois u, ¢ uma sucessao limitada visto ser
uma sucessao de Cauchy. Mostre-se que lim u,, = 7.
Fixe-se ¢ > 0. Sendo u,, uma sucessao de Cauchy pode determinar-se p € N
tal que

m,n>p |u, —uy| <€/2

e consequentemente
Uy, > D |ty — y,, | < €/2
Por outro lado sendo 7 sublimite de u,, pode escolher-se v,, > m > p tal que
|, — 1| <'€/2
Conclui-se assim que sendo v,,, > m > p
[un, — 0] = |tn — Uy, + Uy, — 1| < |y — Uy, | + |y, — 7| < €/24+€/2=¢.
ie. limu, =7n. =

A definigao de sucessao de Cauchy é muito 1til para provar a convergéncia
de sucessoes para as quais nao se tem candidato a limite

37



Exemplo 2.5.61. Verifique-se que é divergente a sucessao

1+1+1+ —1—1
T, = — 4 =+ .+ =
2 3 n

Para m > n, tem-se

1 1 1
Ty — Ty = —+ + ...+ —
n+l n42 m
cujo o 2° termo tem m — n parcelas. Entao
1 1 1 m-—n
Ty — X > — + — 4. — = ———
m o m m m

Em particular para m = 2n tem-se

>n 1
Ty — Ty > — = —
2n 2

Conclui-se assim que a sucessao x, nao é sucessao de Cauchy.

A finalizar esta seccao introduza-se a nocgao de sucessao contractiva.

Definicao 2.5.62. A sucessio x, diz-se uma sucessao contractiva se eriste
0<c<1 tal que

|xn+1 - xn‘ < C’a:n - $n71|7 n > 1.

Proposicao 2.5.63. Se x,, € uma sucessao contractiva entao € uma sucessao
convergente.

Demonstragao. * Sendo x,, uma sucessao contractiva tem-se
|z — 29| < c|xg — 24|
2y — 23] < clag — 2| < |2y — 14|
Mostrando-se por inducao matematica que
|Tni1 — Tn| < Hag — 21|, n> 1
Tem-se entao

|xm - xn| < |(xm - xm—l) + (mm—l - xm—2) + ...+ ($n+1 - $n>| <

1 — ¢m—n
< (@24 Y |ry 1] < 6"711;]1’2 — 1|
—c

ie.
|ZL‘2 — ZE1| <e
l—c —
Assim a sucessao x, é uma sucessao de Cauchy e consequentemente uma
sucessao convergente. M

[T — ] < 7
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Exemplo 2.5.64. Considere-se a sucessao u,

a w+1-—a
Ulzl——, un+1:T

2 O<a<l, n>1

Analise-se se a sucessao € contractiva. Se w, for uma sucessao convergente
determine-se o seu limite.

Tem-se

1 1
U1 — Up| = §|Ui+1—a—uif1—1+a| = §|UZ—U371 =

1
- é‘un + un—l”“n - un—1|

Analise-se |uy, + 1.
Tem-se u, < 1, n € N ja que
oy <1

o U, <1= up <1

De facto

a
Uy <1 = w2 <1= 1+ufn—a<2—a:>um+1<1—§<1

Assim a
|un+1 - un| S <1 - 5) |un - un—1|

a

A sucessao u,, é contractiva (¢ =1— 3 ).

Sendo a sucessao contractiva é uma sucessao convergente. Determine-se | =
limu,, = limw,.1

l==(P+1-a)=P-21+41-a=0

DO | —

2+ 4—4(1—-a)
N 2a

Ora como u, < 1, conclui-se que [ =1 —+/a

l =14+ +a
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2.6 Exercicios

2.6.1 Exercicios resolvidos

Exerc 2.6.1. Considere a sucessao w, = u, + v,, n € N, em que

V1 = ]_, Un+1 =

vt 42

i) Determine o limite da sucessao u,. A sucessao u, € limitada? Justifi-
que.

ii) Mostre que a sucessao v, € decrescente.
ii1) A sucessdo v, € uma sucessio de Cauchy? Justifique.

iv) A sucessdo w, € uma sucessao convergente? Justifique e em caso afir-
mativo determine o limite.

Resolucgao.
i)
(n+1)! 1
n+1(2(n ! .
lm u, = lim 3nt (2(' ) _ _0
n——+o00 n——+o00 m n——+o0 6(27’L + 1)

A sucessao u,, ¢ limitada uma vez que é uma sucessao convergente.

ii) Mostre-se que v,+1 — v, < 0 paran € N, usando o principio de indugao
matematica.

Sen =1, v, —v; <0 é uma proposicao verdadeira.
Mostre-se que para m € N v, 01 — Uy, < 0= U0 — Uppay < 0.

Tem-se

1 1 o Um+1 — Um
ol 42 vl +2 0 (14 205)(1 4 20541)

Um+2 — Um+1 =

Ora da hipdtese de indugao e uma vez que v,, > 0 para m € N tem-se
Umao — Uma1 < 0. Assim v,1 — v, <0 paran € N, i.e. a sucessao v, é
decrescente.
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iii)

iv)

Uma vez que a sucessao v, é decrescente e limitada (0 < v, < vy), v, é
uma sucessao convergente. Ora toda a sucessao real convergente é uma
sucessao de Cauchy.

A sucessao w, é convergente, pois resulta da adicao de duas sucessoes
convergentes e

lim w, = lim u,+ lm v,
n—-4o0o n—+00 n—-+o00

Seja v = limv,,. Determine-se o valor de v. Sendo v,, convergente, v,, 11
¢ igualmente convergente, uma vez que ¢ uma sua subsucessao, tendo-se
v

v = . Assim v = 0 concluindo-se de (i) que lim,,_, w, = 0.

1+wv

Exerc 2.6.2. Considere a sucessao x,, definida por

r1 =1 17n+1:\/2+xn

i) Mostre por indu¢ao matemdtica que a sucessio é crescente.

ii) A sucessdo x, € limitada superiormente. A sucessio x, € convergente?

Justifique.

Resolugao.

i)

ii)

Paranzl,mg—xlz\/g—120
Para m € N mostre-se que se T, 411 — T, > 0 entao x,19 — Ty > 0.
Da definicao da sucessao, tem-se

(da hipétese de indugéo) >0
——

Tntl — Tm
$m+2—$m+1=\/2+$m+1—\/2+$m=\/2+x +1—|—\/2+x >
m+1 m

-~

>0

Pelo principio de indugao matematica z,,3 — x, > 0, XN, isto é, a
n

sucessao x, é crescente.

Da alinea anterior, como x,, é crescente é limitada inferiormente, sendo

0 seu primeiro termo um dos minorantes do conjunto dos seus termos.

Assim z,, é uma sucessao limitada. A sucessao x, é assim convergente
pois é uma sucessao monotona e limitada.
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Exerc 2.6.3. Indique, se existirem, os limites das sucessoes de termos gerais:

ni | (n)?
u’l’L = — n =
n?+1 37(2n)!
Justifique abreviadamente as respostas.
Resolucao.
n: 1 11

Up =

ﬁl—k%—n% l—l—#

Quando, n — 400, 4+ — 0e 1+ # — 1. Das regras operatorias com
2

n
limites de sucessoes, tem-se de imediato u,, — 0

Up = /Yn

Tem-se
((n+ 1))
Yori _ B2+ D) (4 DY 37(2n)!
v ) @) ITRE+)
3(2n)!

n! N

2n+2)(2n+1)(2n)!  3(2n+2)(2n+ 1)
Rt N S G )
S 3(l+i2n(l+t) 1201+ 4H01+L)

concluindo-se que:

:(m+¢mvimw 3" (2n)! 1y

: . ) 1
lim v, = lim y,= lim — = —.
n—-+00 n——+oo n—-+o0o yn ]_2

Exerc 2.6.4. Considere as sucessoes de termos reais

2n 2 4 2"
by==—+—+..+

A 375 1+2n

i) Determine o limite da sucessio a,. A sucessao a, é limitada? Justifi-
que.

ii) A sucessao b, € convergente? Justifique.
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Resolucao.

i)

. ) 2" . 1
lim a, = lim = lim — =

A sucessao a,, ¢ uma sucessao limitada, pois toda a sucessao convergente
¢ limitada.

. . 2 4 A . ..
11) A sucessao b,, = § + g +...+ 1o ¢ uma sucessao de termos positivos,
estritamente crescente.
Tem-se
b 2 L 4 I 2™ S 2 4 2 I 2 2
n — 5 - = = — - = =N
3 5 1427 3 3 3 3

2
Uma vez que a sucessao gn nao e maJorada bn também é uma sucessao

nao majorada.
Assim nao sendo a sucessao b,, limitada é uma sucessao divergente.

Exerc 2.6.5. Considere a sucessao a,, definida por

ay =1, an+1=%+@
i) Mostre por indu¢do matemdtica que a sucessio € crescente.
it) Mostre que a sucessao a,, € contractiva.
iii) A sucessio x, € convergente? Justifique. Determine o limite de a,,
Resolucao.
i) Mostra-se que a,41 > ay, n € N.

e Tem-se a; = % >a; = 1.

e Mostre-se que 11 > Gy = Apao > Gpyt-
Tem-se

1 1
Am+2 Z Am+1 = 5‘*‘\/ Am+1 Z §+\/ Am A vV Am+1 Z V A, -~ Am+1 Z Ay -

Como por hipétese de inducao se assume que a,,11 > G, tem-se
também que a9 > Gy

43



ii) a, é uma sucessao contractiva se existe C' € |0, 1] tal que

|an+2 - an-i—l‘ < C’|an—|—1 - an|> V.
neN

Tem-se

|an+1 - an| |an+1 - an|
a —a = a — A\ Qp| = <
| n+2 n+1| ’\/ n+1 n’ M‘f“ \/ﬂ 9 ;

ja que a, é crescente e a; = 1, tendo-se /a,+1 + /a, > 2, n € N.
Conclui-se que a sucessao a,, ¢ contractiva com C' = %

iii) a, é uma sucessao convergente, ja que é contractiva. Como a,; é uma
subsucessao de a,, a,+; também é convergente e lima,, 11 = lima,,.
Se lima, =a € R:
1

1
liman+1=§+ liman<:>a=§+\/5

1 1 1
a—§:\/5:>a2—a+zza<:>a2—2@+z—l:0

vindo

3 3
a:1+\/7_\/a:1—§.

Como a,, é uma sucessao crescente e a; = 1, tem-se a > 1, concluindo-se
— V3
que a =1+ 5.

Exerc 2.6.6. Determine se existirem os limites das sequintes sucessoes em

R.
_ nP N (1/2)" 3"
Z) UnZH ZZ) Un:T m) wn:ﬁ
Resolucao.
i)
n 1)P n! 1 1\’ P
u+1:(n+)n_: 14— —>O<1:>un:n——>0
U (n+1)!nr n+1 n n!

ii)
vt (12" (1/2)"

L 3—>1/2< 1= ~0
= = — _— ’Un:
Un, (n+1)3(1/2)» 2\n+1 n3
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iii)

n

1 -2
1+—) =23>1l=w,=— — +©

Z —3

w,  (n+1)23n

Wt B 3n+ 1 n2
n n?

Exerc 2.6.7. Determine se existirem os limites das sequintes sucessoes

' n8 4+ pl . (n))?  cos(n!m) n"
i) u, = 4 50m i) vy = (2n)! + n2 +1 ) wn = 3" +n!
Resolucgao.
i)
30
n4nl onl oyt
" 50n! nr o 5oml U
" ' 1+ —
nn
ja que
80 l
lim — =0, lim50n =0, lim — =0
n' ’n,n n
ii)
-1 cos(nlm) 1
n24+1~ n?2+1 ~—n?2+1
|
Tem-se — 0 vindo cos(nir)
n?+1 n?+1
Por outro lado
((n+ 1)H?% (2n)! (n+1)? (n+1) (n})*

Gnt 2l (2 @nr@nsD)  2entn AT gy 0

A sucessao v, é convergente pois resulta da soma de duas sucessoes
convergentes tendo por limite 0.

iii)

3n
Wy (n+ D)™ 3" 4nl 1+H n+1 n—>e>1
w, 34 (n+ 1! an gt n
1+
(n+1)!
vindo .
n — -
v 3" +n! oo
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Exerc 2.6.8. Sejam x,,y, sucessoes convergentes. Se v, <y, n € N entao
limz, <limy,

Resolucao.
A demonstracao reduz-se a mostrar que a sucessao convergente
Zn = Ynp — T, > 0, 2, tem limite e que z =limz, > 0.

Por contradigao suponha-se que z < 0.
Sendo z, convergente

V 4 n>p —e<z,—2<c¢
e>0 peN
Se e = —z > 0, da desigualdade anterior, z, < 0 o que nao é possivel.

2.6.2 Enunciados de exercicios

Exerc 2.6.1. Considere a sucessao x,, definida por

1
=1 Tyl = Z(%ﬁ +1)

i) Mostre por indu¢ao matemdtica que a sucessio é mondtona.
ii) A sucessio x, € convergente? Justifique.

Exerc 2.6.2. Considere a sucessao de termos em [0,9] definida por
a1 =1, any1 = 2¢/a, +1 n € N.
i) Mostre por indu¢do matemdtica que a, € crescente.
ii) A sucessdo € convergente? Justifique.
iii) Determine o conjunto dos sublimites da sucessdo b, = a, + (n!)~'/".

Exerc 2.6.3. Considere a sucessao x,,, definida por

22,
Tn+3

=1 Tn41 =
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i) Mostre por indu¢ao matemdtica que a sucessao € mondtona.
ii) A sucessdo x, € convergente? Justifique.

Exerc 2.6.4. Considere a sucessdo definida por
Ulzl, unH:l——u

i) Mostre por indu¢ao matemdtica que |u,| <2 ,n € N.
ii) A sucessdo u, € contractiva? Justifique.

iii) Determine o limite da sucessdo convergente

ol
Up = Up + ) —
n

Exerc 2.6.5. Qualquer subsucessao de uma sucessao estritamente decres-
cente cujo conjunto dos termos € majorado é convergente em R? Justifique

Exerc 2.6.6. Considere a sucessao definida por

U, 2
U = 3, Un+1:?+u— n € N.

i) Mostre por indu¢do matemdtica que u, com termos em [2,3] € uma
sucessao decrescente.

ii) A sucessao u, € convergente? Justifique

iii) Determine o limite da sucessdo convergente

(2n)!

Uy = Up + { —2%(”!)2

Exerc 2.6.7. A sucessdo w,, de termos positivos tal que wyy1/w, > 1, n € N
pode ter como sublimite zero? Justifique.

Exerc 2.6.8. Indique, se existirem, os limites das sucessoes de termos gerais:

3" 1
ay = —— anVTL—Fln+ 2—n
vVn+1++/n ( )
n? +1—e p n® + n!
Cn: n —
1+4+2n en (2n)!



e, =
1—5—"
v/nd + 1

Sy = ——————

1+2vn3+1

n — L+

u 3n+1+( +2n)
3—"’L

w

" Vit ltn

Justifique abreviadamente as respostas.
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Capitulo 3

Funcoes reais de variavel real.

Continuidade.
Diferenciabilidade.

Este capitulo tem como primeiro objectivo desenvolver as bases da teoria da
continuidade de funcoes reais de variavel real. Introduzem-se os conceitos
de continuidade local a Cauchy e a Heine, conceitos que se relacionam com
a nocao de limite. Estabelecem-se para func¢oes continuas em conjuntos li-
mitados e fechados importantes propriedades, em particular introduzem-se o
teorema da limitacao, o teorema de Bolzano e o teorema de Weierstrass.

O segundo objectivo do capitulo é estabelecer os principais resultados da teo-
ria da diferenciabilidade para funcoes reais de variavel real. Define-se funcao
derivada e relaciona-se com o conceito de funcao continua. Analisa-se a de-
rivada da funcao composta e a derivada da funcao inversa. Estabelecem-se
o teorema de Rolle e o teorema de Lagrange. Estabelece-se o teorema de
Cauchy analisando-se em particular a regra de Cauchy e a sua aplicacao ao
levantamento de indeterminacoes. Introduz-se o conceito de derivada de or-
dem superior e estabelece-se o teorema de Taylor discutindo algumas das
suas aplicagoes, em particular, a extremos de fungoes. Conclui-se o capitulo
com a analise de assintotas ao grafico de uma funcao.

3.1 Definicao de funcao real de variavel real

Designa-se por funcao real de variavel real uma correspondéncia univoca
entre dois subconjuntos de R

f:DCR—CCR
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Definir uma funcao é indicar o conjunto D designado por dominio e uma
expressao algébrica que faz corresponder a cada elemento x € D um tnico
f(z) e C.

Se se indicar uma func¢ao sem definir explicitamente o dominio subentende-se
que o dominio é o subconjunto de R onde a expressao algébrica utilizada na
defini¢ao da funcao designa um nimero real.

Exemplo 3.1.9. Seja a funcao polinomial
P,(x) = ap+ayx+ - + apz”, a, #0, a;, €Ri=0,...,n
e a func¢ao racional

P.(z) ap+az+---+aua” :
R(z) = = bm #0, b €eRi=0,...,

Estas fungoes nao tendo explicitamente indicados os dominios tém como
dominios respectivamente R e {x € R : by + byz + - - - + b,a™ # 0}.

Designa-se por contradominio de f o conjunto das imagens dos elementos
do dominio por meio de f

C={yeR: y=f(z), ze€D}
Exemplo 3.1.10. Sejam as funcoes definidas em R
fi(z) =22 e fo(z) =senx
Os contradominios destas fungées sao, respectivamente, Cy, = [0,+00[ e

sz = [_17 1]'

Defina-se de seguida operacoes algébricas entre fungoes.

Defini¢ao 3.1.11. Seja f : Dy CR — R eg: D, C R — R. Em
DyN D, #0 definem-se as fungoes f+g, f—g, fg

(f £9)(z) = f(z) £ g(z) (f9)(z) = f(x)g(x)
e para v € Dy N Dy, e tal que g(x) # 0, a fungao f/g
Hyy = £
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Exemplo 3.1.12. Sendo fi(z) = V4 — 22 e fo(z) = Vo — 1 defina-se f1+f.

Tem-se Dy, = [—2,2], Dy, = [1,+00] e para x € Dy, p, = [1,2]
(Fi+ F)a) = VI= 2 4 Vo= 1

Conclui-se a secgao introduzindo a nogao de fungao composta.

Definicao 3.1.13. Sejam f: Dy — R, g: Dy — R.
Se D, tem um subconjunto X # 0, tal que para x € X se tem g(x) € Dy,
define-se a fung¢ao composta por

fog:D—R (fog)(x) = flg(x)),

em que
D={xeR: xzeD, N g(z) € D}

9 — 2
Exemplo 3.1.14. Seja fi(x) = x e fo(x) = T em que Dy, = [0, +00]
x

+1
eDp={reR: z#-1}.

Tem-se para a funcao composta f; o fo

(fio fo)(z) =

: em que  Dygop =| — 00, —3]U] — 1, 3]

3.2 Continuidade local a Cauchy e a Heine

Inicie-se em seguida o estudo local da continuidade

Definicao 3.2.15. A funcio f : D C R — R € continua em a € D a
Cauchy se e so se

v 3V — — o

Y 3 Y fr—al <e=|f() - fla)| <

Assim f é continua a Cauchy em a € D se e s6 se escolhida arbitraria-

mente uma vizinhanga de f(a), Vs(f(a)), existir sempre uma vizinhanga de
a, Vi(a), tal que para x € DN V,.(a) se tenha f(z) € Vs(f(a)).
Como consequéncia da definicao anterior f nao é continua em a € D se e 86
se

3 |f@) = fla) =0

>0 e>0 zeDnjz—al<e
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Exemplo 3.2.16. Seja f : [0,400[— R, f(z) = /x. Mostre que f é
continua em a € R.

A funcdo f é continua em a = 0. De facto |f(z) — f(0)] = vz < ¢ se
0 <z < ousejasex € V,_5(0) N[0, +00]
Mostre-se que se a # 0, a fungdo f é também continua em a. Tem-se

|z — a |z — al
_ — <

[V —+/al NCEN Y

Assim se x € [0,400] e |z — a| < v/ad = € tem-se |f(z) — f(a)| <e.

Exemplo 3.2.17. Seja

1 se z€Q
D(z) =
0 se zeR\Q.

Mostre que D nao é continua em a € R.

A funcdo D néo é continua para nenhum a € R\ Q pois existe § = 1 tal
que qualquer que seja € > 0 existe sempre x € V (a) tal que

|D(z) = D(a)| > 1

De facto se x € V.(a) é racional a desigualdade anterior verifica-se. Ana-
logamente se conclui que D nao é continua para a € Q.

Definigao 3.2.18. A funcao f: D C R — R € continua a Heine em a € D
se a sucessao f(x,) converge para f(a) sempre que a sucessao x, de termos
em D convirga para a.

™
Exemplo 3.2.19. Sendo a funcdo seno continua em 5 € possivel determinar
2

- . ™m ,
o limite da sucessao sen( )7 Justifique.
1+ 2n?
2
~ ™ , ™
A sucessao z,, = ooz convergente para 5 Consequentemente sendo
n
< , : , T
o seno uma fungao continua tem-se limsen(x,) = sen(limx,,) = sen(g) =1

Teorema 3.2.20. Seja f: D CR — R ea € D. A definicao de continui-
dade a Heine em a € D € equivalente a definicao de continuidade a Cauchy
ema¢€D.
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Demonstracao.
e Mostre-se que se f é continua a Heine em a € D entao é continua a Cauchy
ema¢€ D.
Seja f nao continua a Cauchy em a e mostre-se que existe uma sucessao
x, € D convergente para a tal que f(z,) ndo é convergente para f(a).
Nao sendo f continua a Cauchy em a existe 6 > 0 tal que para todo o € > 0
existe z € D tal que

[z —af <e e [f(z) = fa)] = 0

Fixado § e considerando ¢ = 1/n, n € N, para cada n € N escolha-se x,, € D
tal que

[zn —al < 1/n e f(zn) — f(a)] =6
A sucessao z,, converge para a e f(z,) nao converge para f(a), i.e. a fungao
f nao é continua a Heine em a € D.
e Mostre-se agora que se f é continua a Cauchy em a € D entao é continua
a Heine em a € D.
Seja x, € D uma sucessao convergente para a € D. Fixado § > 0 existe
e > 0 tal que para z € D e |z —a| < € se tem |f(x) — f(a)| < J. Ora como
x, — a existe p € N tal que para n > p, |z, — a| < ¢ Assim como x,, € D
ter-se-a4 também |f(x,) — f(a)| < §, o que mostra que f(x,) é convergente
para f(a). m

Demonstra-se facilmente, usando o conceito de continuidade a Heine, o
seguinte resultado.

Teorema 3.2.21. Se f,g: D C R — R sao fungoes continuas em a € D
também sao fungoes continuas em a as funcoes f + g, fg e, na hipotese de

g(a) # 0, a fungdo f/g.
Exemplo 3.2.22. A fun¢ao constante fo(x) =1 é continua em a € R.

De facto
Y o)~ fola@)| =11 -1 =0 <5

Exemplo 3.2.23. A funcao fi(x) = x € continua em a € R.
De facto

V 3V Jz—a<e=|filr)— fila)|=|r—a|<e=4§

6>0 e=06 z€R

Mais geralmente do teorema 3.2.21 pode concluir-se que qualquer fungao po-
linomial P,(x) = ag+a1x+---+a,z™ é continua em R e que qualquer fungao
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P ()
P ()
é continua em R\ A em que A = {ry,...,r,}, p < m é o conjunto dos zeros
do polinémio P,,.

racional R(z) =

em que P,, P, sao polinémios sem factores comuns,

O resultado seguinte estabelece a continuidade da fungao composta.

Teorema 3.2.24. Sejam as funcoes f,g e a € R. Se a funcao g € continua
em a e se a fun¢ao f € continua em b = g(a) entdo a fungdo fog é continua
em a.

Demonstracao.
Sejag: Dy — Dy CR, f: Dy — Reaec D, CR.
Sendo ¢ continua em a e f continua em g(a), tem-se qualquer que seja z,, €

D

g
Ty — a = g(x,) — g(a)

e qualquer que seja y, = g(z,) € Dy
Yo —> g(a) = f(ya) — f(g(a))

Conclui-se assim que

lim(f o g)(xn) = lim f(g(zn)) = f(g(a)) = (f © g)(a)

ou seja que f o g é continua em a.
[ |

Exemplo 3.2.25. Analise-se a continuidade da funcao f: R — R

zsen(l/xz) se x#0
flz) =
0 se x=0.
i) Se a =0 tem-se
|f(x) = O] = [z[[sen(1/2)[ < [zf, = #0
e basta escolher € = ¢ para concluir que a funcao f ¢ continua em 0

ii) Se a # 0 a fungao é continua por aplicacao dos teoremas 3.2.21 e 3.2.24.
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3.3 Definicao de limite. Limites laterais.

Vai-se introduzir a nocao de limite de funcao f : D C R — R quando a
varidvel independente tende para a ponto de acumulacao ! de D.

Definicao 3.3.26. Seja f : D — R, a € D'. Diz-se que f tem limite |
quando x — a, lim f(z) =, se e sJ se
r—a

V 3 2eDAN0<|z—al<e=|f(z)—1] <.
6>0 >0

Teorema 3.3.27. Se f tem limite quando v — a, esse limite € unico.

Demonstracgao. *
Considerem-se b, € R, b # U/, tais que lim f(x) =b e lim f(z) = b'.
r—a Tr—a

Qualquer que seja § > 0 existe entao por um lado € > 0 tal que
@)~ <8 para zeVi(@)nD\{a},
e por outro € > 0 tal que
|f(x)=b| <6 para x€Vi(a)ND\{a}.
Escolhendo z € V.(a) NV (a) N D\ {a} tem-se
0<[b—=0b]=1[b— f(zo) + f(xo) = V| < |f(w0) = bl + | f(zo) — b'| <26

Ora a condi¢ao 0 < |b — b'| < 2§ para § um real positivo arbitrdrio é im-
possivel. m

Exemplo 3.3.28. Seja f : [-1,1] — R, f(x) = x. Mostre-se, usando a
definicao de limite, que
limf(z) =0

x—0

Tem-se

N E|5 O0<|z]<e=|f(x)—0|=|z|<e=0

0>0 e=

La ¢é ponto de acumulagio de D se qualquer que seja Vi (a), € > 0, existe b € V,(a), tal
que b € D A b # a. Designa-se por D', o conjunto dos pontos de acumulagao do conjunto
D. Se a € D nao for ponto de acumulagao diz-se ponto isolado de D.
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Exemplo 3.3.29. Seja f: [-1,1] — R,

lz| se x#0
fx) =

1 se x=0.
Mostre-se, usando a definicao de limite, que

lim f(z) = 0.

z—0

Tem-se

V 3 0<|z|<e=|f(z)—0=]lz| -0 =|z|<e=4§
0>0 =6

Facilmente se demonstra o seguinte resultado.

Teorema 3.3.30. Seja f: D — R. Entao f tem limite | em a € D" se e
s0 se qualquer que seja x, € D e x, # a, se x, — a entao f(x,) — .

Exemplo 3.3.31. Analise a existéncia de limite quando x — 0 da funcdo

g:R\ {0} — R, g(z)=sen(l/x).
Considerem-se as sucessoes

1 1
S © n /24 2nm

Tem-se
lim g(z,) = limsen(nw) =0, e limg(x)) = limsen(n/2 + 2nm) =1
Assim nao existe limite de g quando = — 0.

Teorema 3.3.32. Seja f : D CR — R e a € D um ponto nao isolado de
D. Entao f é continua em a se e so se

lim f(z) = f(a).

T—a

Demonstracgao.
e Seja f continua em a

V 3 xzeDAN|lz—a|l<e=|f(z)— fla)] <6

6>0 >0
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Entao obviamente lim f(x) = f(a) .

T—a
[ ]

V dzeDAN0<|z—a|l<e=|f(z)— fla)] <o
6>0 >0

Uma vez que f(2)|,=a — f(a) = 0 pode eliminar-se a condi¢ao |z —a| > 0 e
concluir-se que a funcao f é continua em a.
u

Introduza-se as nocoes de limites laterais a direita e a esquerda.

Definigao 3.3.33. Seja f: D CR = R, a € D' ¢, sendo Dy = DN|a, +o0],
D. = DN| — o0, al,
fd = f’Dd fe = f

Por definicao designa-se por limite lateral a direita em a

lim fu(x) = f(a*) = lim f(z)

r—a r—at

D,

e por limite lateral a esquerda em a

lim f,(«) = f(a™) = lim f(z).

T—a r—a~
Facilmente se conclui que lim f(z) existe se e s6 se existem f(a™), f(a™)
Tr—a
e f(a®) = f(a™).
Exemplo 3.3.34. Seja f: R — R.

2 —1 se x| <1
1—a? se |z| > 1.

Determine-se lim f(z) e lim f(z).
z—1+ z—1-

A fungao f é uma funcdo continua em R \ {—1,1} pois é polinomial.
Tem-se

lim f(z) = lim (1 —2%) =0= lim (2 — 1) =0 = f(1),

r—1t z—1t z—1-

sendo a funcao f continua em 1.

lim f(r)= lim (2> = 1)=0= lim — (1 —2%) =0= f(-1),

r——17+ z——11 z——1—

o7



sendo a funcao f continua em —1.
Relacione-se a propriedade de monotonia de uma funcao com a existéncia
de limites laterais.

Definicao 3.3.35. Seja f: D — R.
A funcao f € uma funcao crescente se quaisquer que sejam x1,To € D,

Ty > w9y = f(x1) > f(22)

A funcao f € uma funcao decrescente se quaisquer que sejam x1,To € D,
x1 > 1o = f(11) < f(22)

A funcao f € mondtona se € uma funcdao crescente ou decrescente.

Teorema 3.3.36. Se a funcao f é mondtona em I =|a,b[, em qualquer
ponto interior de I, ¢ € I, existem os limites laterais f(ct) e f(¢7) i.e. as
descontinuidades da funcao f sdo de primeira espécie.

Demonstracao.
Seja f crescente em I. Mostre-se que para ¢ € int I existe f(c™).
A fungdo f é majorada em |a, c[ por f(c), existe assim supremo

s = sup f(x) < f(c)

z€a,c|

Da defini¢ao de supremo tem-se

. flr)<s ¥
z€la,c|
3 —
* 630 a€la,c| f(a) - 5’

Ora como f é crescente em [

f(x) > fla) > s =4, ]V [
TE|a,C
Assim para o < x < ¢
V s=0< f(z)<s< f(c7)=s= sup f(z)
6>0 z€a,c|

Analogamente se mostra que existe

f(c"y=t= inf f(x).

z€]e,b|
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Observagao 3.3.37. Sendo a fun¢ao f crescente em |a,b], f € uma funcgdo
magjorada em |a, c[ e minorada em |c,b| tendo-se f(c™) < f(c) < f(cT).

Mesmo quando a e b nao pertencem a R pode definir-se

lim f(z) = b.

r—ra

generalizando a nocgao anterior de limite. Em particular:

I — :
o xjglmf(x) 00 se e 80 se

V 4 Va>1/le= f(x)<—-1/6

6>0 >0 zeD

e lim f(z) =400 seesdse
z—at

V 3 Va<z<at+e= f(z)>k.
k>0 €0 z€D

3.4 Funcoes continuas em intervalos.

Definigao 3.4.38. Seja f : A C D — R. Diz-se que [ é continua em A se
e so se [ € continua para qualquer a € A.

A fungao f é continua em A C D C R se e 86 se f|4 for continua. As
funcoes que sao continuas em conjuntos limitados e fechados ? tém proprie-
dades especiais.

Antes de enunciar o teorema da limitacao de f, recorde-se a nocao de funcao
limitada em A C D.

Definigao 3.4.39. A funcao f : D C R — R ¢ uma fung¢do limitada em
A C D se existir M € RT tal que qualquer que seja x € A

[f(z)] < M
i.e se € limitado o conjunto

(A) = {f(z) : €A},

2A C R é um conjunto fechado se e s6 se qualquer sucessao de termos em A convergente,
converge para um elementos de A. Sendo A um conjunto fechado limitado e ndo vazio, o
sup A e o inf A pertencem ao conjunto.
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Teorema 3.4.40 (Teorema da limitagao de f). Seja I = [a,b] C R um
intervalo limitado e fechado e f: I — R, uma funcao continua em I entao
f € uma funcao limitada em 1.

Demonstracao.
Suponha-se que a fun¢ao f nao é limitada. Entao para qualquer n € N existe
x, € I tal que

Mas sendo x, uma sucessao limitada uma vez que I é um intervalo limitado
tem uma subsucessao convergente x,,, o que, atendendo a que I é fechado
conduz a que z,, — x € I.
Ora f é continua em x vindo f(x,,) — f(x). Assim f(z,,) é uma sucessao
limitada o que contraria

Fn)] > .

]

Em seguida considere-se o teorema do valor intermédio que traduz de
forma abreviada mas pouco precisa, que uma funcao continua num intervalo
limitado e fechado nao passa de um valor a outro sem passar por todos os
valores intermédios.

Teorema 3.4.41 (Teorema de Bolzano ou teorema do valor intermédio).
Seja
e [ =[a,b] C R um intervalo limitado e fechado.

o f: I — R, uma funcao continua em I.

o fla)# f(b).

Entao qualquer que seja k estritamente compreendido entre f(a) e f(b) existe
c €la, b tal que
fle) = k.

Demonstracgao. *
Vai-se supor que f(a) < k < f(b). Divida-se o intervalo [a,b] a meio. Para
um dos dois intervalos obtidos por exemplo [ay, b1] tem-se f(a;) < k < f(by).
Fazendo a divisao a meio deste intervalo obtém-se um segundo intervalo
[as, bo] satisfazendo f(az) < k < f(be). Repetindo sucessivamente este pro-
cesso obtém-se uma sucessao de intervalos

[a,b] D [a1,b1] D [az,b2] D ... D [an,by] D ...
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tal que, para qualquer n, se tem

fla,) <k < f(bn)

Pelo principio dos intervalos encaixados ? existe um ponto ¢ comum a todos
os intervalos tal que
¢=lim a, =lim b,

Ora sendo a funcao f continua em ¢ tem-se precisamente

fle) = lim f(a,) = lim f(b,) =k

n—o0 n—oo

Se f(a) > k > f(b) a demonstracdo reduz-se a anterior substituindo f(x)
por —1(z).
]

Consequéncia imediata do terorema de Bolzano sao os corolarios seguintes

Corolario 3.4.42. Seja [ : [a,b] — R uma fungdo continua que nao se
anula em I = [a,b]. Entao os valores de f(x) qualquer que seja x € I tém o
mesmo sinal.

Corolario 3.4.43. Seja f : [a,b] — R uma fung¢do continua em I = [a,b].
Se f(a).f(b) <0 a equagao
f(z) =0

tem pelo menos uma solu¢ao em |a, b|.

Exemplo 3.4.44. Sendo f : [0,1] — [0, 1] uma funcao continua mostre que
existe um ponto fizo de f (existe x € [0,1] tal que f(z) = z).

Seja g : [0,1] = R, g(z) = f(x) — x uma fungao continua em [0, 1] = I.
Demonstre-se por absurdo a existéncia de ponto fixo.
Se g(x) # 0, x € I, pelo teorema de Bolzano g(z) > 0 ou g(z) < 0. Ora
atendendo a que

g(1) = f(1)-1<0, g(0) = f(0) >0

conclui-se que existe x € I tal que g(x) = 0.

3Seja I, = [an,b,] C R, n € N uma sucessdo de intervalos limitados e fechados tais

+o00 too
que I,41 C I, entao (i) () I, # 0, (ii) Se inf{b, —a,} =0, N L, ={c}, ceR.
n=1 n=1
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Definigao 3.4.45. Seja f: I — R
o [ tem mdzximo em I se existir xp; € I tal que

fl@) < flem),  wel

o f tem minimo em I se existir x,, € I tal que

flz) > flam), rel.

Teorema 3.4.46 (Teorema de Weierstrass). Seja I = [a,b] C R um intervalo
limitado e fechado e f : I — R, uma funcao continua em I. Entao f tem
maximo e minimo em I.

Demonstracao.
Sendo f(I) é um conjunto limitado tem supremo e infimo em R e se sup f(I)
e inf f(I) pertencem ao conjunto f(I) sao o valor, respectivamente, maximo
e minimo da funcao.
Se f(I) é um conjunto fechado tem-se que sup f(I), inf f(I) € f(I). Mostre-
se que f(I) é um conjunto fechado. Sendo y, € f(I) uma sucessao conver-
gente, mostre-se que limy,, € f(I).
Seja a sucessao y, = f(x,) em que z,, ¢ uma sucessao limitada ja que z, € I.
A sucessao r, tem uma subsucessdao convergente z,, tal que z, — x €1
pois I é fechado.
Por outro lado como f é uma funcao continua

Yny, = f(ajnk) — f($) € f([)

Sendo y,,, uma subsucessao de y,, tem-se assim que y,, — y € f(I) concluindo-
se que f(I) é um conjunto fechado. m

Exemplo 3.4.47. f:[-1,1] = R, f(z) = ||
max f([-1,1]) =1 min f([-1,1]) =0

Quando nao ¢ satisfeita alguma das hipdteses do teorema de Weierstrass
pode nao existir maximo ou minimo.

Exemplo 3.4.48. Seja g: R — R,

1/x se x#0

g(zx) =
0 se x=20.

Tem-se que g é continua em ]0,1] = I, mas em [ tem minimo, mas nao
tem maximo, nem sequer supremo.
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1
Exemplo 3.4.49. Seja h: R — R, h(z) = o2
x

A fungao h tem maximo, mas nao tem minimo.

Evidentemente uma fun¢ao pode ter méaximo e minimo num determinado
conjunto sem que sejam verificadas as condicoes do teorema de Weierstrass.
As condigoes sao suficientes, mas nenhuma delas é necessaria. Por exemplo,
a fungao de Dirichlet,

1 se z€Q
D(z) =
0 se ze€R\Q.

¢ uma funcao com maximo e minimo em qualquer subconjunto nao vazio de

R.

Teorema 3.4.50. Seja [ C R um intervalo limitado e fechado e f: I — R,
uma fungao continua em I entao f(I) € um intervalo limitado e fechado.

Demonstracao.
Se f(I) ¢ limitado entdo existem sup f(I) e inf f(I) e sendo f(I) fechado,

sup (1), inf £(T) € (1),

Sejam M = sup f(I) e m = inf f(I). Tem-se naturalmente que f(I) C
[m, M]. Pretende-se mostrar que f(I) = [m, M].

Sejam m = f(x,,) e M = f(xp). Do teorema de Bolzano tem-se que que f
assume todos os valores entre f(x,,) e f(xyr) assim f(I) = [m, M]. =

Observacao 3.4.51. A propriedade anterior nao € exclusiva das funcgoes

continuas. Sem ser continua, f: R — R

sen(l/z) se x#0
fz) =

0 se x=0.

transforma um intervalo I C R num intervalo.

Observacao 3.4.52. Em geral f(I) # [f(a), f(b)]. Seja f : [-1,1] — R,
f(z) = |z|. Tem-se

f)y =101 e fl=1)=f01)=1.
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Exemplo 3.4.53. Seja g : [0,1] — R, uma func¢ao continua positiva. Mostre
que existe o > 0 tal que

g(x) > a, rel=101]

Pelo teorema 3.4.50, g(I) = [a, f]. Mostre-se que o > 0.
Admita-se que o = 0. Entao existe ¢ € [0, 1] tal que

glc)=a=0

o que nao ¢ possivel pois g(z) > 0, x € [0, 1].

Teorema 3.4.54. Seja f : I — R uma fungao mondtona em I = [a,b], a,b €
R. Se f transforma o intervalo I no intervalo f(I) entao f € continua em
I.

Demonstracao.

Seja f crescente em I e admita-se que em ¢ € I a funcao f nao é continua.
Tem-se

f(e) # fle) = flc7) < fle)
ou

fle) # f(c") = f(e) < f(c")
O facto de f ser crescente leva a que f nao possa assumir um valor entre
f(c7) e f(c) na primeira hipétese, ou entre f(c) e f(c™) na segunda hipdtese.
Assim se f nao é continua f(/) ndo é um intervalo o que contraria a hipétese.
[ |

3.5 Continuidade da funcao inversa.

Comece-se por relacionar a monotonia com a injectividade de fungoes reais.
Se f é estritamente mondtona, evidentemente que é injectiva. Pode mostrar-
se também facilmente como consequéncia do teorema de Bolzano que:

Proposigao 3.5.55. Se f : [a,b] — R € continua e injectiva em [a,b] entao
f € estritamente mondtona em |a, b].

Introduza-se de seguida a definicao de funcao inversa.
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Definicao 3.5.56. Seja f : A — B uma fung¢ao injectiva.
Diz-se que a fung¢ao f tem inversa se existe uma fungao g : f(A) — A tal
que

g(f(x)) ==z, z€A

flaw) =y,  yefl4)
Observacao 3.5.57. Os pontos do grdfico de g obtém-se dos pontos do
grafico de f simplesmente trocando as coordenadas. O grdfico de g resulta
de refletir o grdfico de f na recta y = x.
Exemplo 3.5.58. Seja f: RT — RY, f(z) = 2% A fungdo f tem inversa,
sendo a funcao g : R™ — R™, g(y) = \/y a inversa de f.

Passando a continuidade da funcao inversa tem-se

Teorema 3.5.59. Seja I = [a,b] um intervalo limitado e fechado e a fun¢ao
f I — R, uma funcao estritamente mondtona e continua em I. Entao
existe a funcgao inversa da funcao f que € estritamente mondtona e continua

em f(I).
Demonstracgao.
Seja f estritamente crescente. Consequentemente f é injectiva e existe g :

J — I tal que f(g(y)) =y, y € J = f(I).
Verifique-se que g é estritamente crescente.

Seja y; = f(x1) < y2 = f(x2). Admita-se que x; > xo. Entao

f(x1) > f(x2) & 1 > 4o

0 que nao é possivel vindo

r1 <19 & g(y1) = 9(f(21)) < 9(y2) = g(f(22)).

Quanto a analise da continuidade da funcao inversa tem-se que a funcao g
transforma o intervalo f(I) em /. Ora se ¢ é uma fun¢do monétona em [ e
se g(I) é um intervalo conclui-se que a func¢ao g é continua.

[ ]

Exemplo 3.5.60.
. . . , Tom ,
A fungdo arco-seno € a inversa da fungdo seno, restrita a [—5, E] ou seja
tem-se
x €[-7m/2,7/2] A senx =y < x = arcseny

A fungao arco-coseno € a inversa da fungao coseno restrita a [0, 7] ou seja
tem-se
r €[0,7] A cosx =y < x = arccosy
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3.6 Diferenciabilidade. Funcao derivada

Definicao 3.6.1. Seja f : D CR — R, a € int D *.
Designa-se razao incremental da funcdo f no ponto a

g:D\{a} — R

T —a
Definigao 3.6.2. Seja f: D CR — R, a € intD.
A fungao f tem derivada em a se a razao incremental da funcao f tem limite
em R quando x — a. Tendo-se

o)t 13 = 1)

A fungao f diz-se diferencidvel em a se a derivada da funcdo f em a €
um niumero real.

Note-se que sendo x = a + h se tem também

) — tim L0 = S@)

h—0 h

Observacao 3.6.3.
e Quando f'(a) existe e € real existe tangente ao grdfico de f no ponto
(a, f(a)), a recta que passa nesse ponto e tem declive f'(a):

y=[fla)+ (x—a)f(a)

e Quando f'(a) = oo a tangente ao grdfico de f € a recta vertical de equagdo
r=a.

e Quando para x — a e a razao incremental de f nao tem limite diz-se que
o0 grafico de f nao tem tangente em (a, f(a)).

Exemplo 3.6.4.
i) Seja g : R — R, g(x) = sen(x). Determine a equacao da recta tangente
ao grdfico de g em (0,0).

it) Seja h : R — R, h(x) = Jx. FEuxiste tangente ao grifico de h em
(0,0)? Justifique.

i1i) Seja f: R — R, f(z) = |z|. Ewxiste derivada em x = 07 Justifique.

4int D representa o conjunto dos pontos interiores de D. Um ponto a € D é ponto
interior de D se existe € > 0 tal que V(a) C D.
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i) Tem-se
— 0
4(0) = lim sen(x) — sen(0) _ lim sen(x) 1
x—0 €xr — O x—0 X

sendo y = = a tangente ao gréfico de g em (0,0).

ii) Em x =0, h'(0) = 00 e o gréfico da func¢do h tem tangente vertical de
equacao x = 0.

||

iii) Tem-se lim, o+ u =1 e lim, ,p- — = —1. Assim nao existe em R
x

x
[ =0
I‘_

o limite da razao incremental e consequentemente nao existe

derivada em x = 0.

Este ultimo exemplo sugere a nocao de derivada lateral.

Definicao 3.6.5. Define-se derivada lateral a direita/esquerda, respectiva-
mente, por

fita) = Jim TS ) = i S0

A funcao f tem derivada em a se e s se existem as derivadas laterais de
f em a com o mesmo valor.

Exemplo 3.6.6. Considerando a funcao f do exemplo anterior, tem-se

fa(0) =1, f2(0) = -1

Uma funcao pode ser continua num ponto onde nao existe derivada. A con-
tinuidade nem sequer garante a existéncia de derivadas laterais.

Exemplo 3.6.7. Seja

zsen(t) se x#0

f(z) =
0 se x=0.

Quando x — 0 nao existe limite para a funcao f, nem sequer limites

laterais pois
f(z) — f(0)

po— = sen(;)

O exemplo que se apresenta de seguida, ilustra que a existéncia de deri-
vada infinita nao garante a continuidade.
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Exemplo 3.6.8. Seja

— se x#0
fle)y=4 7
0 se =020
Tem-se:
— 1 -1
limwzlim—:—l—oo e lim — =4+
z—01 xT z—0t T z—0— X

vindo f’(0) = +o00. A fungao contudo é descontinua em z = 0.

Relacione-se a nocao de continuidade e a de diferenciabilidade.
Teorema 3.6.9. Seja f: D CR — R, a € intD.
Se a funcao [ € diferencidvel em a entdo a fungao f € continua em a.

Demonstracao.
Seja g a razao incremental de f em a. Tem-se para x € D\ {a}

f(z) = f(a) + (z — a)g(x)
vindo

lim f(z) = lim (f(a) + (z — a)g(z)) = f(a) + 0.f"(a)

Tr—a Tr—a

Assim lim,_,, f(z) = f(a). =

Defini¢ao 3.6.10 (Fungao derivada de f). Seja f: D CR — R, D; C D
o conjunto dos os pontos interiores a D em que f ¢é diferencidvel. Em D,
define-se a fun¢ao que em x € Dy tem por valor f'(z) designada por funcao

derivada
f':D; —R r — f(x)

A funcao f : Dy € R — R é uma funcao diferenciavel em Dy C D
se e s0 se for diferenciavel em qualquer x € D;. A funcao f é uma funcao

diferencidvel em D; se e s6 se f|p, é uma funcao diferencidvel.

Teorema 3.6.11. Se f, g sao funcoes diferencidveis em a, as funcoes f £ g,

f.g e f/g sao diferencidveis em a e
i) (f £9)(a) = f'(a) £ ¢'(a)

i) (fg9)'(a) = f'(a)g(a) + fa)g'(a)

i) (f/g)(a) = 1090 = fa)g'(a)




Demonstracao.

(f +9)lath) = (f+9)(a) fla+h)— f(a) gla+h) —g(a)

Hm h = Jim h +lim 3 -
= f'(a) + ¢'(a)

ii)

iy 9@+ h) = (fg)(a)
h

h—0

_ (@t Wglath) = fla+hg(a) + Fa+ h)gla) ~ f(a)g(a)
h—0 h

g<a+ h}z — g(a’) +g(a)}llli%

= lim f(a +h) f(“Jrh]i_f(a)

= fla)g'(a) + ['(a)g(a)

ja que se f é diferenciavel em a entao f é continua em a sendo

limf(a + h) = f(a).
h—0
iii) Facilmente se conclui de (ii), uma vez que f/g = f.1/g.

3.7 Derivada da funcao composta. Derivada
da funcao inversa

Teorema 3.7.12 (Derivacao da fun¢ao composta). Sejam I,J intervalos
abertos, e as funcoes f, g tais que

e f:]I—R, g:J—Ref(l)CJ,
e [ diferencidvel em a e g € diferencidvel em f(a).

Entao a funcdo composta go [ € diferencidvel em a e

(go f)(a) =4 (f(a))[f (a).
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Demonstracao. *
Sendo f uma funcao diferencidvel em a e g uma funcao diferenciavel em
be f(I),paraa €l eh e R tal que a+ h € I considere-se °

fla+h) = f(a) = h(f'(a) + a(h))
eparabe f(I) ek € Rtal que b+ k € f(I)

g(b+k) —g(b) = k(g'(b) + 5(k))
em que

lim a(h) =0 e lim B(k) =0.

h—0 k—0

Sendo b= f(a) e k= f(a+ h) — f(a) tem-se

g(fla+h)) —g(f(a)) = (fla+h) = f(a)(g'(f(a)) + B(f(a+h)— f(a)))
vindo para ¢ =go feh #0

pla+h) = pla)
h

Assim uma vez que limy,_,o (h)) = 0 e limy,_o B(f(a+h) — f(a)) = 0, tem-se

L gla+h) = (o)
h—0 h

= (f'(a) + a(h))(g'(f(a)) + B(f(a + h) — f(a))

= ['(a)g'(f(a)).
|

Exemplo 3.7.14. Determine os conjuntos em que sao diferencidveis as
funcoes f,g: R — R

;)) f(x) = xlz|
r?sen(l/z) se x#0
g(x) =
0 se x=0.

5

Lema 3.7.13. [2] Se f € diferencidvel em xq entdo

f(x) = fzo) + (f'(x0) + 6(x)) (x — 20)

em que 0 € uma funcgdo definida numa vizinhanga de zq tal que

lim 0(x) = 6(xp) =0

T—To
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i) A fungao f é diferencidvel em R* e R™ pois

2 se x>0

f(z) =
—22 se z<0.

A fungao f é pois uma fungao diferencidvel em R\ {0}.
Tem-se
f'(x) = 2|z, z € R\ {0}

Por outro lado para x =0

f(z) — f(0)
z—0

= |z| = lim|z| =0
z—0

Assim a funcao f é diferenciavel com derivada continua em R.

ii) Para z € R\ {0}, a funcdo  — senz e a fungdo x — 1/z sdo di-
ferencidaveis em todo o seu dominio e portanto a funcao definida em
R\ {0} por x — sen(1/x) é diferencidvel no seu dominio com derivada

—1/2%cos(1/x)

A func@o g em R\ {0} é pois diferencidvel com derivada

g'(x) = —cos(1/x) + 2z sen(1/x).
Por outro lado para x = 0,

2 1 -0
im 2 sen(1/7) = limzsen(1/x) =0
x—0 €xr — O z—0

concluindo-se que a fungao g é diferencidvel em zero sendo ¢'(0) = 0
Finalmente g é diferencidvel em R com derivada

2zsen(l/z) —cos(l/x) se x#0
g(x) =
0 se x=0.

Note-se que a fun¢ao ¢’ nao tem limite quando x — 0 sendo descontinua
em 0.
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Teorema 3.7.15. Seja I C R um intervalo aberto e f : I — R uma
funcao estritamente mondtona e continua em I, diferenciavel em ¢ € R com
f'(c) # 0. Entao a inversa de f, g, € diferencidvel em d = f(c). Sendo

Demonstracao.
Seja H(y) a razao incremental correspondente a g(y)

H(y) = g(yy) : Z(d).

Sendo g estritamente monétona entao g(y) # g(d) se y # d.
Considere-se

y—d
)= S =@
Existe
f,(C) _ llmf(x) - f(C)

xr—C Tr — C

pois f é diferenciavel em c. Ora, como = = g(y) e ¢ = g(d),

fx)—=fle)  flgw)— flg(d)) — y—d
z—c gy —gd)  gly)—gld) H(v)

Quando x — ¢ uma vez que a funcao g ¢ continua, y — d, assim

lim1,(y) = f'(c)

i.e.
1 1
limH(y) = lim = )
y—d (y) y—>dH1 (y) fI(C)
[
. o 21
Exemplo 3.7.16. Considere a fun¢ao injectiva f :] — —, 5[—> R
T
1
zrarccos(—2z) se 0<z< 3
HHOER 0 se =0
T )
Tre 2 se — <z<0.
\ 2 T

Calcule a derivada da funcdo inversa em zero.
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Vai-se aplicar o teorema 3.7.15 e em particular a formula

1
Y () = — se f'(c)#0
em que d = 0 = f(c). Conclui-se neste caso de imediato que ¢ = 0.
Determine-se assim f(0). Tem-se
_ xw/2
i LSOy TR0,
20— x—0 20~ r—0
e
lim f(z) — £(0) ~ im x arccos(—2z) — 0 /2
z—0+ T — z—07F z—0

concluindo-se que f'(0) = /2 # 0.

Finalmente tem-se: 1

—1\/
- — —9/r.
Exemplo 3.7.17. Seja f : R — R, f(z) = z|z|. Calcule a derivada da
funcao inversa.

A funcao f é estritamente mondtona e continua, diferencidvel em R™ e
R~ com derivada nao nula.
Sex > 0,dey = f(z) = 2 tem-se g1(y) = = /y, e se x < 0 de
y = f(z) = —2 tem-se goly) =7 = —y/—y
A derivada da fungao inversa da fungao f é assim, para x > 0,

1 1 1

Fx) ~ PH) - 2

91(y) =

e para para r < 0,

para gi, go tem-se, respectivamente, a esquerda e a direita de zero

-0 —v/—y -0
lim \/ﬂ = 400 e lim A

y—0+ Yy y—0~ Yy

+00

73



3.8 Extremos relativos. Teorema de Lagrange.

Definicao 3.8.18. Seja f : D C R — R.
Diz-se que f tem um mdximo relativo ou minimo relativo em ¢ € D se existe
respectivamente uma vizinhanga € de ¢, V.(c), tal que

f(x) < f(e), reV(e)ND

fx) > f(o), x€eVi(ie)ND

Diz-se que f tem um extremo relativo em ¢, se tem um méaximo ou um
minimo relativo em c.

Quando uma funcao tem maximo em todo o seu dominio esse maximo é
também um maximo relativo. Sendo f(c¢) o maximoem D de f: D C R —
R ter-se-4, qualquer que seja € > 0, f(z) < f(c¢), € V.(c) N D. A reciproca
nao ¢ evidentemente verdadeira.

Exemplo 3.8.19. Seja f : R — R, f(z) = |x|. Averigue se a funcao f tem
extremos.

A funcao tem um minimo absoluto em z = 0, uma vez que
f@) > f(0)=0 zeR

Teorema 3.8.20 (Extremo interior). Seja I C R um intervalo, ¢ € int 1.
Se f tem um extremo relativo em ¢ e se f € uma fungao diferencidvel em c
entao

f'le)=0

Demonstragao.
Suponha-se que f tem minimo relativo em c. Existe entao ¢ > 0 tal que a
diferenca f(z) — f(c) é maior ou igual a zero no conjunto V.(c) N D.
Nesse conjunto tem-se assim

f(l’)—f(c)zo’ w e
r—c

f(x)—f(0)<0 o e
x—c

Existindo f’(c) existem também com o mesmo valor f!(c) e fi(c). Ora das
desigualdades anteriores tem-se

ff’l(c)zlimMZO, se  x>c
z—ct r—cC
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fé(C)ZlimMSO, se x<c
r—c r —cC

Vindo da diferenciabilidade de f em ¢ que f.(c) = fi(c) = f'(¢) = 0.

Analogamente se demonstrava se f tivesse um maximo relativo em c¢. m

Exemplo 3.8.21. Seja g : R — R, g(x) = z(2*> — 1) uma fungdo com

extremos relativos. Determine os possiveis valores do dominio de g que sao
extremos relativos.

0 derd ¢ 2 " V3

A fungao derivada de g é ¢'(z) = 3z° — 1. A fungao g tem em i?

possiveis extremos relativos.

Observacao 3.8.22. A reciproca do teorema 3.8.20 € falsa.

Exemplo 3.8.23. Seja f : R —» R, f(z) = 23. A funcio f'(x) = 322 ¢ a
sua fun¢ao derivada. Tem-se f'(0) =0, contudo f(0) ndo é extremo relativo
de f.

Observacao 3.8.24. Podem existir extremos locais em pontos onde a func¢ao
nao € diferencidvel.

Exemplo 3.8.25. Seja f : R — R,

l—2 se >0

fz) =

1+2 se z<0.

A fungao f ndo € diferencidvel em x = 0 e f'(x) # 0 para x # 0. Tem-se
contudo f(0) mdzimo absoluto e relativo, pois qualquer que seja x € R

flx) < f(0)=1

Teorema 3.8.26 (Teorema de Rolle). Seja f : [a,b] — R, b > a, uma
fungdo continua em [a,b] e diferencidvel em |a, b|.
Se f(a) = f(b) entdo eziste ¢ €|a,b| tal que

fe)=0.

Demonstracao.
Pelo teorema de Weierstrass se a fungao f ¢é continua em [a, b] tem mdaximo
M e minimo m nesse intervalo. Se M = m f é constante em [a, b] e portanto
/' anula-se em qualquer ponto de |a,b[. Se M > m a hipdtese f(a) = f(b)
permite reconhecer que pelo menos um dos pontos com imagem M ou m é
atingido em ¢ €|a, b] vindo do teorema 3.8.20 f'(c) =0. m
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Observagao 3.8.27 (Interpretagao geométrica). O grdfico de uma fungdo
nas condicoes do teorema de Rolle entre dois pontos com a mesma ordenada
tem sempre pelo menos um ponto de tangente horizontal.

Exemplo 3.8.28. Seja f : [—a,a] — R, a # 0, f(z) = 2®. A funcao é
diferencidvel em | — a,al e

A fungao f tem tangente horizontal em ¢ €] —a, a] em particular em ¢ = 0.

Exemplo 3.8.29. g : [—a,a] — R, g(x) = ||

g(—a) = g(a)

Nao existe ¢ €] —a, a[ tal que ¢'(c) = 0 pois a funcao g nao ¢ diferencidvel
em | — a, a[, j4 que nao é diferencidvel em 0.

Facilmente se estabelecem os seguintes corolarios do teorema de Rolle.

Corolario 3.8.30. Entre dois zeros de uma funcao diferencidvel num inter-
valo hd pelo menos um zero da sua derivada.

Corolario 3.8.31. Entre dois zeros consecutivos da derivada de uma fungao
diferencidvel num intervalo nao pode haver mais de um zero dessa fungao.

Demonstragao.
Se existissem, por exemplo, dois zeros da funcao, existiria um terceiro zero
da funcao derivada entre esses zeros o que contraria a hipétese dos zeros da
derivada serem consecutivos. m

Teorema 3.8.32 (Teorema de Lagrange). Seja f : [a,b] — R, a,b € R,
uma fungdo continua em [a,b] e diferencidvel em |a,bl.
Entao existe pelo menos ¢ €la, b tal que

oy J(b)— fla)
f(e) = B
Demonstracao.
Seja
NOE)
b—a
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ou seja A € R tal que

f(0) = b= f(a) — Aa
A igualdade anterior mostra que a funcao g(x) = f(x)— Az tem valores iguais
nos extremos do intervalo [a, b]. Sendo ¢ continua em [a, b] e diferencidvel em
Ja,b] o teorema de Rolle assegura a existéncia de ¢ €]a,b] tal que ¢'(c) = 0
ou seja tal que

Concluindo-se que
f(b) — f(a)

fle) ==

Exemplo 3.8.33. Sendo a > 1 mostre-se aplicando o teorema de Lagrange
que:
(1+x)*>14ax, x>0
Aplique-se a g(t) = (1 +1t)“ o teorema de Lagrange em [0, z]. Tem-se que
existe ¢ €]0, z] tal que
(14 x)*—1
z—0
Como a > 1, ¢ > 0 tem-se (1 + ¢)*™* > 1 vindo (1 +2)* > 1 + az, z > 0.

=o(l+ c)a_l.

Estabelecam-se alguns corolarios do teorema de Lagrange.
Corolario 3.8.34. Se f'(x) =0, x € I = [a,b] entdao f € constante em I.

Demonstragao.
Seja r1 < x5 e x1,12 € I. Estando a funcao f nas condicoes do teorema de
Lagrange

. f(za) — f(21)

c€lz1,xa| To — X1

= [(c) =0= f(x2) = f(a1)
concluindo-se que f é uma funcao constante em /. m

Corolario 3.8.35. Se f, g sdo duas fungoes diferencidveis em I = [a,b] e se
para qualquer xz € I, f'(x) = ¢'(x) entao f — g é constante em I.

Demonstracao.
Tem-se (f(z) — g(x)) = f'(z) — ¢'(x) = 0, x € I vindo do coroldrio anterior
que f — g é uma funcao constante. m

Considere-se finalmente um corolério importante na analise da injectivi-
dade de funcoes.
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Corolario 3.8.36. Seja f : [a,b] — R, a,b € R, uma func¢do continua em
[a,b] e diferencidvel em ]a,bl.
Se f'(x) > 0 qualquer que seja x €la,b] ou f'(x) < 0 qualquer que seja
x €la,b| entdo f € respectivamente estritamente crescente em |a,b] ou estri-
tamente decrescente em [a, b]

Demonstracao.
Seja f'(x) > 0 qualquer que seja = €|a,b[. Se x1,xs € [a,b], T3 > 1 tem-se
em [x1, Zo)
T =T _ ey e for,m.
To — X1
Vindo
f($2)—f($1) :f/(c)-(@—fﬁ) >0 CE]ZEl,l'Q[.

Assim

vy >x1 = f(a) > f(x1).

Concluindo-se que f é uma funcao estritamente crescente em [a,b]. =

3.9 Teorema de Cauchy. Regra de Cauchy

Teorema 3.9.37 (Teorema de Cauchy). Sejam f,g : [a,b] = R, a,b € R,
fungoes continuas em [a,b], diferencidveis em |a,b[ e ¢'(x) # 0, x €la, b].
Entao existe pelo menos ¢ €la, b tal que

)~ fla) _ £
g(0) —ga) _ (0

Demonstracao.
A fungao g é continua em [a, b], diferencidvel em Ja,b| e ¢'(z) # 0, x €la, b],
concluindo-se do teorema de Rolle que g(a) # g(b).

Seja
f(b) = f(a)

A= 00— o)

ou seja A € R tal que
f(b) = Ag(b) = f(a) — Ag(a).

Defina-se h : [a,b] — R, h(z) = f(x) — Ag(x). A fungao h é continua em
[a, b], diferencidvel em |a, b] e h(a) = k(D). Pelo teorema de Rolle

W(c) = f'(c) = Ag'(c) = 0

c€la,b|
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concluindo-se que

]
Consequeéncia directa do teorema anterior é o resultado seguinte designado
por regra de Cauchy

Teorema 3.9.38 (Regra de Cauchy). Sejam f,g : [a,b] — R, diferencidveis
em |a, b] verificando as condigoes

) g@)#£0, e

i1) lim f(z) = lim g(x) = 0, (lim f(z) = lim g(z) = +00)

T—ra Tr—a T—ra T—ra

Entao se existe em R

['(z)
z—a g’(m)
existe
lim _f(x)
T—a g(x)
€ /
lim @ = lim f/(x)
T—a g l’) r—a g (:L‘)
Demonstracao. *
/
Seja | = lim f/((ﬂi)) € R e 6 um ntmero real positivo arbitrario. Determine-se
z—a g'(x
B €la, b] por forma que se tenha, para = €]a, 0[:
/
-6 < f,(:”) <l+96
9'(z)

Sendo x,y dois pontos distintos do intervalo ]a, 5[, do teorema de Cauchy,
existe um ponto & entre x e y e consequentemente também no intervalo |a, 8]

o f@) - ) FE©
g(x) —g(y) g€

Assim para quaisquer x e y nas condicoes indicadas

[—0< = <l+9
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Considere-se a hipdtese de f, g tenderem para zero, quando x tende para a.
Fixado = qualquer que seja de |a, 3], e fazendo y — a na desigualdade ante-
rior, tem-se

f(z)

l—0<—=<1+9¢

9(x)

e conclui-se assim que existe lim M e que lim M = 1.
r—a g(x) r—a g(l’)
Analogamente se demonstra quando se considera a hipotese de lim f(x) =
r—a
lim g(z) = £o0.
T—ra
/

Observacao 3.9.39. Pode existir lim /(@) e nao existir lim f/ (z)

T—a g(x) T—a g ((L‘)

Se a € int I =]ay, b | demonstra-se facilmente o coroldrio seguinte:

Corolario 3.9.40. Seja I um intervalo aberto, a € I e f,g duas funcgoes

diferencidveis em I\ {a}. Se ¢'(x) # 0, x € I\ {a} e as fungies tendem

ambas para 0 ou oo quando xr — a entao
/

lim @ = lim f,(:p)

zoag(x)  wzag(z)

sempre que o sequndo limite exista em R.

A regra de Cauchy permite resolver varios problemas de indeterminagoes.
Considerem-se alguns exemplos

1—
Exemplo 3.9.41. lim— = — 1/,
x—0 x
De facto . ,
lim( — cosx) _lmsemaczl/2
x—0 (,j(,’2>’ z—0 2],‘
In(1
Exemplo 3.9.42. lim "0 %) _ 1.
x—0 x
De facto In(1 ) m
i nd+2)” . 1/A+a)
z—0 x! z—0 1



Exemplo 3.9.43. lin%)x Inx = 0.
T—

De facto
: o Inz
limzlnz = lim—
x—0 x—0 1/{13
vindo | ) .
lim(nx> = lim /x = —limx =0
$—>0(1/x>’ x—)O—l/,ﬁ(:2 x—0

1 1
Exemplo 3.9.44. lim (— — ) =
x

De facto
) 1 1 . senx —x
lim | — — = lim——
a0 \x senx =0 T sen T
vindo
/!
. (senz —x) cosx — 1 , —senx
lim———= = lim = lim =0
=0 (rsenx) 20 Sen T + r cosT 20 2CO0ST — T SeN T

Antes de se considerar mais alguns exemplos de aplicacao da regra de Cauchy
defina-se para r > 0 a funcao z, a € R

& = 0 acR

e sendo f(z) >0
F@)f® = @mf@ 4 e R

Exemplo 3.9.45. Determine-se lim x%"® = lim e*"*»2,
z—0t z—0t
Tem-se
, (Inz)’ , 1/x . sen’zx 1
lim ————— =—1lim —————=—1lim =0
z—0t (1/senx) z—0+ cosx/ sen’ x z—0t T COST
assim
lim 2°"* =1
z—0t

1 xT
Exemplo 3.9.46. Determine-se lim (1—|— —) = lim e*n(+1/2)
x

T—-+00 Tr—+-+00
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Tem-se

In(1+1/z)) 1
lim zln(l+1/z) = lim M = lim =1
T——+00 T——+00 (]_/x) z—+oo 1 + ]./ZE

assim

. 1\"*

lim (1 + —) =e

Tr—r—+00 €T
Exemplo 3.9.47. Determine-se lim z'/®=Y = lim e!/(z-Dnz,
T—+00 r—+00
Tem-se | , .
r— 400 (af — 1)’ Tr—+00 1

assim

lim zV/=Y =1
T——+00

3.10 Derivadas de ordem superior.
Foéormula de Taylor

Considerando uma funcao f : D C R — R, convenciona-se designar por D;
o subconjunto de D em que a funcao f é diferencidvel, dominio da funcao
derivada f’. A funcao f diz-se duas vezes diferenciavel em a € Dy, se [’ for
diferencidvel em a. Em D, conjunto em que f’ é diferenciavel, define-se a
segunda derivada f”, e mais geralmente tem-se:

Definigdo 3.10.48. A derivada de ordem n € Z§ de f, f™, ¢ definida por
nducao

f(O) = f, f(n+1) _ (f(n))’ ’ neN

sendo o dominio de f™+V), D,.1, o conjunto em que f™ € diferencidvel.

A fungao f diz-se n-vezes diferenciavel em a € D se e s6 se existirem as
derivadas f'(a), f"(a),..., f™(a). A funcio f diz-se indefinidamente dife-
renciavel em a € D se e 86 se, para qualquer n € N, f é n-vezes diferenciavel
em a.

Tem-se f € C"(A) se e sé se f é n vezes continuamente diferencidvel no
aberto A ou seja se f é n-vezes diferencidavel em A com £ funcdo continua
em A.
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Exemplo 3.10.49. Seja f: R — R f(z) = 2*H(x)
Tem-se
0 se >0

fi(x) =

2r se x <0.

As derivadas de ordem superior ndo estao definidas em x = 0

0 se >0

f'(z) =

2 se x<0.

f™(z) =0 n>3 r#0

Observacao 3.10.50. As funcoes elementares, por exemplo, a exponencial
e a logaritmica, sao funcoes indefinidamente diferencidveis.

Demonstra-se facilmente usando o principio de inducao matematica e os
teoremas 3.6.11, 3.7.12, 3.7.15 a seguinte proposicao.

Proposicao 3.10.51. Se f, g sao fungoes n-vezes diferencidveis em a, também
0 sao as fungoes f +gq, fg e f/g se gla) # 0. Tendo-se

(f £9)"(a) = f™(a) £ g™ (a)

n

(f9)™ (a) =

k=0

n!

mf(n_k)(a)g(k)(@) ; (formula de Leibnitz)
n — k)k!

Aborde-se agora o problema da aproximacao de funcoes reais de varidvel
real por meio de polinémios. Em termos muito gerais a questao consiste em
determinar o polinémio que melhor possa substituir a funcao f sob certas
condicoes com erro controlado. Comece-se por analisar, se um polinémio do
1° grau pode constituir uma boa aproximacao local da fungao f.

Sendo a fungao f diferencidavel em a, o polinémio

pi(z) = f(a) + (z —a)f'(a)

que verifica as condigoes



constitui uma boa aproximacao local da funcao f. Geometricamente corres-
ponde a substituir na vizinhanca do ponto de abcissa a, a curva de equacao
y = f(z) pela sua tangente nesse ponto o que leva a cometer-se o erro

r(z) = f(z) = pi()

em que
_ . _ /
L on() @) = fe) - = a)fle)
rx—=all — @ r—a T — Q
T—a €T —Q
representado simbolicamente por
ri(z) = o(z — a) quando = — a

Conclui-se assim que, se a funcao f é diferenciavel em a
f(x) =pi(z) + o(x — a) quando =z — a

Analise-se, em seguida, a situacao em que o polinémio que se pretende que
aproxime a funcao f é de grau n sendo a aproximacgao num intervalo em vez
de local. Esta andlise conduz ao teorema de Taylor. O teorema de Taylor
estabelece precisamente que é possivel aproximar por um polinémio de grau
n, uma funcao n + 1 vezes diferenciavel num dado intervalo. O teorema de
Taylor fornece mesmo uma férmula para o erro que se comete quando se
substituir a fungao pelo polinémio, férmula que em principio permite obter
um majorante do erro.

Teorema 3.10.52 (Teorema de Taylor). Seja I = [a,b], a,b € R, g,z € [
e f: 1 — R tal que as funcoes f, f', f",...f™ sdo continuas em I e f+1)
existe em |a,b| entao

f(z) = P.(z) + Ru(x), (formula de Taylor)
em que
"o ™) (5,
P.(z) = f(xo) + f'(x0)(x — m0) + / ;! )(x —x0)% + ...+ fn—(')(x — x)"

€ o polinomio de Taylor de grau n relativo a xq e
f(n+1)(c)
(n+1)!

€ o resto de Lagrange.

R.(x) =

(x — x9)" 1, c €]z, zo|
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Demonstracao.
Seja J = [z, z0] em que zg > = e defina-se para x fixo
F:J—R

F(t) = f(x) = f(t) = (x=t)f'(t) —... - @;—!”nﬂ”)(t),

tal que
F() lt=ao = f(z) = Pa()

2(x —1t) P = (@ =0 (1) + ... — (x —!t)nf(n—l-l)(t)

F(t) = =)+ 1)+ = -

Aplicando o teorema de Cauchy as fungoes F' e GG, sendo a fungao G definida
por
G(t) = (z —t)"*! t € [z, xo),

tem-se

= ¢ €]z, xo|

vindo
Flzo) _ f(@) = Pu(2) _ (&= iy, 1
(o= 20) ™~ (o201 A ey T
e finalmente ( e
f(x) = Py(x) + Wf(n+l)<0)

Observacao 3.10.53. Sen = 0 a formula de Taylor € equivalente ao teorema
de Lagrange em [z, zo]: f(z) = f(xo) + (x — xo) f'(c)

Exemplo 3.10.54. Aproximar por um polinomio de Taylor de grau 2 em
x a funcio f : R — R, f(x) = cosx e majorar o erro de aproxima¢io no
intervalo I = [—1,1].

A funcao f é indefinidamente diferenciavel em R e tem-se
f(z) =cosz — f(0)=1 f'(x) =—senz — f(0)=0
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f"(x) = —cosx — f"(0) = —1 f"(x) =senx — f"(c) =senc
Assim |
Fl@) =1 L2+ Rafa)

3
em que Ry(z) = 5 sene.

Atendendo a que [senc| <1 e |z| <1 tem-se:

|Ro(z)| < 1/6 x € [-1,1]

3.11 A férmula de Taylor e os extremos de
uma funcao

E necessario, mas nao suficiente, para que uma funcao f diferenciavel em g
tenha um extremo local, que f'(zg) = 0. De uma forma geral chamam-se
pontos de estacionaridade de uma funcao f aos zeros da sua derivada. Para
esclarecer se um ponto de estacionaridade é ou nao um ponto de maximo ou
minimo local tém-se, essencialmente, dois caminhos:

i) recorrer ao sinal da 1* derivada.

(Por exemplo se f'(zg) = 0e f'(z) é positiva em |«, zo| e negativa em |z, 3],
a <z < B, f(zo) ¢ um méximo local de f)

i) recorrer a féormula de Taylor.

Teorema 3.11.55. Seja f : I - R, I = [a,b], g € I tal que:

o cxistem f', f", ..., f™;

e o funcdo f™ € continua numa vizinhanca de o;

o Flwo) = ["(0) = .. = [ D(ag) =0, , F) () £ 0
entao

i) sen € par tem-se

o f tem em xo um minimo local se ™ (xg) > 0.

o f tem em xo um mdrimo local se ™ (xy) < 0.
i1) se n € impar tem-se que f ndo tem mdximo local nem minimo local em
x.

Demonstracao. Nas condi¢oes do teorema numa vizinhanca de xy pode
escrever-se a formula de Taylor de ordem n — 1

f™(e)
n!

flx) = f(xo) =

(x — x)" ¢ €lxg, z[.
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i) Se n é par, tem-se (x — o)™ >0

e Seja f(™(xq) > 0
Sendo f™ continua em x( existe uma vizinhanca de zy em que f™(x) > 0.
F(e)

n!

Assim de (x—x0)™ > 0 tem-se que f(x) > f(zo) ou seja existe minimo
em Ig.
e Seja f(™(xq) < 0.

Analogamente tem-se f(x) < f(zg) ou seja existe méximo em z.

i1) Se n é impar, (r — )" qualquer que seja a vizinhanga de zy muda de
sinal consoante x > zy ou r < x(y consequentemente nao existe maximo nem
minimo. |

A férmula de Taylor permite também analisar a posicao do grafico de
uma funcao na vizinhanca de um ponto em relagao a tangente ao gréfico
nesse ponto.

Seja

e f diferenciavel em g

o 1(x) = f(xo) + (x — x0) ['(w0)

Se existe € > 0 tal que em V,(x) o gréfico de f estd por cima do grafico
de t diz-se que a funcao f é convexa em xy ou que o seu grafico tem a
concavidade voltada para cima.

Se existe € > 0 tal que em V,(x) o gréifico de f esta por baixo do gréfico
de t diz-se que a funcao f é concava em xy ou que o seu grafico tem a
concavidade voltada para baixo.

Se existe € > 0 tal que num dos intervalos |xg — €, x¢[ € ]zg, 2o + €[ 0
grafico de f estda por cima do grafico de t e no outro o grafico ¢t esta por
cima do grafico de f diz-se que xy é um ponto de inflexao de f ou que o seu
grafico tem uma inflexao em zy (Se f é continua em xg e se f'(z9) = 400 ou
f(zg) = —oo também se diz que f tem uma inflexdo em x).

Teorema 3.11.56. Seja f: I - R, I = [a,b], g € I tal que:
e a funcao f én vezes diferencidvel;
e o funcdo f™ € continua em xy € I;
o f(xo) =...= f""V(xg) =0, f"(x) #0
entao
i) sen € par tem-se que
e f tem a concavidade voltada para cima em xy se f™ (o) > 0.
e [ tem a concavidade voltada para baivo em xy se f™(xy) < 0.
i1) se n € impar tem-se que xo € ponto de inflexdo.
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Demonstracao. Numa vizinhanca de zy pode escrever-se a férmula de
Taylor de ordem n — 1

(n)
(@) = (F(a0) — (2~ 20)(z0)) = T
i) Seja n é par

Se f™(xq) > 0 o grafico de f estd acima da tangente.

Se f™(z4) < 0 o gréfico de f estd abaixo da tangente.
i1) Seja n é impar, o grafico de f estd abaixo do gréifico da tangente ou acima
consoante x > xg ou xr < xg designando-se xy um ponto de inflexao.
]

Observagao 3.11.57. Seja f'(xg) =0

e Sen € par tem-se que xo € ponto de minimo se f™(xy) > 0 e zy € ponto
de mdzimo se f™(z) < 0.

e Sen € impar, o € ponto de inflexdo com tangente horizontal.

(x —x)" ¢ €]z, [.

3.12 Assintotas ao grafico de uma funcao

Associado ao conceito de limite envolvendo 400 ou —oo surge o conceito
de assintota de curvas, que de uma forma pouco precisa designa uma recta
arbitrariamente proxima da curva.

Seja f : D C R — R. Existem trés tipos possiveis de assintotas
ao grafico de f. Assintotas horizontais. Assintotas verticais. Assintotas
obliquas.

i) Uma recta definida por y = b, b € R é uma assintota horizontal a curva
y = f(z) se
lim (f(zx)—0)=0  ou lim (f(z)—0)=0

T—+00 T——00

ii) Uma recta definida por z = ¢, ¢ € R é uma assintota vertical a curva
y = f(x) se pelo menos uma das condigoes seguintes se verifica

lim f(z) = o0 lim f(z) = o0
z—ct T—c~

iii) Uma recta definida por y = ax + b, a,b € R, a # 0 é uma assintota
obliqua a curva y = f(x) se

lim (f(z) —ax —b)=0 ou lim (f(z) —ax —b) =0

T—+00 T—r—00
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Analise-se de seguida com mais pormenor as assintotas obliquas

Proposicao 3.12.58. Para que o grafico da funcdo f tenha como assintota
quando © — +00(—00) a recta y = ax + b € necessdrio e suficiente que exis-
tam e sejam finitos os limites

lim /(@) =

i) LAY

Tz—+oo(—00) I

it)  lim  (f(x) —ax)=0>

z—+00(—00)

Demonstracao. Se a funcao f tem uma assintota obliqua, y = ax + b,
quando z — 400(—00) tem-se f(x) = ax + b+ ¢(x), em que

lim  @(x)=0

z—+00(—00)

Assim por um lado

T im g
X xT x z—+oo(—00) T

e por outro lado

lim (f(x)—ax)= lim (b+¢(z)) =0

z—~00(—00) z——+00(—00)

Reciprocamente, se existem e sao finitos os limites indicados definindo a
fungao p(z) = f(x) — ax — b tem-se

lim  @(x)=0

z—+00(—00)

e a recta de equacao y = ax + b é assintota obliqua a curva y = f(x). =

Exemplo 3.12.59. Seja f :] — 00,0[U]1. 4+ co[— R

20 — 1
se x>1
r—1
flz) =
32 +4r +1
— se <0
T

Verifique se existem assintotas a curva y = f(x)
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Para z > 1 tem-se

e y = 2 é uma assintota horizontal a curva y = f(z) quando x — +o00.
Tem-se igualmente

lim f(x) = lim = +00
z—1+ (z) =1+ ¢ — 1
assim x = 1 é uma assintota vertical a curva y = f(x)

Para z < 0 tem-se
lim (f(z) —3z—4)=0

T—r—00
e a recta y = 3z + 4 é uma assintota obliqua a curva y = f(z) quando

xr — +00.
Finalmente tem-se

lim f(z) = —o0

z—0~

concluindo-se que z = 0 é uma assintota vertical a curva y = f(z).

Sejam P, () fungoes polinomiais que nao tém zeros comuns e f a funcao

definida por
P(x)
flz) = ,
Q(x)

sendo A o conjunto dos zeros reais da funcao polinomial Q.

reR\A

e Se o grau de P é igual ao grau de () tem-se

L R@)
T@ =0+ 50)

em que R é uma funcao polinomial de grau menor que Q).
Uma vez que

beR

lim R(x)
A Q)

tem-se que y = b é uma assintota horizontal da curva y = f(z).

=0

e Se o grau de P é maior que o de () uma unidade tem-se

R(x)
Q(x)
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em que R é uma funcao polinomial de grau menor que Q).
Uma vez que
R
lim (z)
a:—):l:ooQ(m)

tem-se que y = ax + b é uma assintota obliqua da curva y = f(x).

=0

e Seja c € A ou seja Q(c) = 0.
Facilmente se verifica que quando z — ¢* tem-se f(z) — oo (depen-
dendo dos sinais dos coeficientes principais das fungdes polinomiais P e @)
concluindo-se que a recta x = ¢ é uma assintota vertical a curva y = f(x).

3.13 Exercicios

3.13.1 Exercicios resolvidos
Exerc 3.13.1. Seja f: RT — R a funcao definida por:

? —sen(y/r) se x €]0,+00]
fz) =

0 se z=0

i) A fungdo f € continua no seu dominio? Justifique.

. , 1+2n : o -
i1) Considere x,, = 1 Determine o limite da sucessdo f(x,).
n

i11) A funcao tem mdximo e minimo em [2,3]. Justifique.
Resolugao.
i) A funcdo f é continua em z = 0, uma vez que

lim f(x) = lim (+* — sen(v/7)) = 0 = /(0)

A fungao f ¢é igualmente continua para x # 0 uma vez que resulta da
composi¢ao e adigao de fungoes continuas.

ii) A sucessao z, € Rt e

. ) 1+2n
lim z, = lim

=2
n——+00 n—+oo M + 1

Sendo a func¢ao f continua em x = 2 tem-se

lim f(zn) = f(2)

n——+oo
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iii) Uma vez que [2,3] C R e a fungdo é continua em R, também é
continua em [2,3]. Sendo o intervalo [2, 3] limitado e fechado, s@o sa-
tisfeitas as condigoes do teorema de Weierstrass o que permite concluir
que a funcao tem nesse intervalo maximo e minimo.

[ |
Exerc 3.13.2. Seja f: R — R a funcao definida por:

rln(l+e%) se z €] —o00,]]
fx) =

Viz—1 se z €]l,+o0]

i) A funcao f € continua em x = 17 Justifique.

i1) Defina a funcgdo derivada de f.
Resolucao.
i) A func¢do f nao é continua em x = 1, uma vez que

lim f(z) = lim Va2 —1=0%# f(1) =In(1 +¢)

z—1+ r—1+

ii) Nao sendo a fungdo f continua em z = 1 também nao é diferencidvel
nesse ponto.
Para x < 1 e para x > 1, a funcao f é diferencidvel pois resulta do
produto e da composicao de funcoes diferenciaveis.

re*

1+ e®

In(1+ e*) + se €] —o0,1]

fz) =
?(arz— 1) 3 se z€]l,+o0]
n
Exerc 3.13.3. Considere a fungdio f :[—1,4+00[— R
In(x4+3)+1 se x>1
flz) =

cos(arcsenz) se —1<zx<1
i) A funcgao f € diferencidvel em x = 17
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i1) Defina a funcgdao derivada de f.

iii) A fungdo f é mondtona no intervalo [1,4+00[? A funcao f tem extremos
no dominio? Justifique.

Resolucao. Simplificando a funcao f,
In(x+3)+1 se x>1
VI—22 se —1<zx<1

i) A fungao f nao é diferencidavel em x = 1, uma vez que nao é continua
emz = 1.

flx) =

f(1) # lim In(z +3)+1=1In(4) +1

z—14

ii) A funcao derivada de f define-se

— se x>1

\/1__’67 se —l<z<l

iii) A fungao é estritamente crescente no intervalo [1, +o0[, pois f(z) > 0.
A fungdo tem um méximo local em x = 0, uma vez que f'(0) = 0,
f'(z) > 0paraz €] —1,0[ e f'(z) > 0 para x €]0, 1[. Seja g a restri¢ao
da fungao f ao intervalo [—1, 1], g é uma funcdo continua no seu dominio
e como [—1, 1] é um intervalo fechado e limitado a fungao g tem maximo
e minimo em [—1, 1].

]
Exerc 3.13.4. Considere a funcio f : R — R
arctg(z? —1) se >0
flz) =
2¢ (In(—z)+1)—1 se x<0
i) A funcao f € diferencidvel em x = 0% Defina a fun¢ao derivada de f.
i1) A fungao é mondtona em R*? Justifique.

iii) Determine os possiveis extremos locais da funcao f para z < 0.

93



Resolucao.

i) Recorrendo a regra de Cauchy

21In(—
lim 2zIn(—z) = lim n(=z) 0.
z—0~ z—0~ 1/ZE
De facto )
im 2%~ lim 20 = 0.
z—=0- —T z—0~
Assim
lim f(z)= lim 2z (In(—x) +1)—1 = —1 # f(0) = arctg(—1) = —n/4.
rz—0~ rz—0~

Conclui-se que a funcao f nao é continua em x = 0 consequentemente
também nao é diferenciavel em x = 0.
A funcao derivada de f define-se

2x

m se x>0

f'(x) =
2In(—z)+4 se <0

ii) Como f'(x) > 0 a fungdo f é mondtona em R*.

iii) Para x < 0 os pontos de estacionaridade sao as raizes de f'(z) = 0
ou seja as raizes de 2In(—x) +4 = 0. f(—e™?) é o tnico ponto de
estacionaridade em R™. Sendo f”(z) = 2/x para z < 0, f"(—e™?) <0
e tem-se que f(—e %) é um méximo local em R™.

|
Exerc 3.13.5. Seja f: R — R tal que
In(l—2z) se <0
flz) =
4 5, 1
3z° — 4z +§ se x>0

i) Defina a func¢dao derivada de f.

i1) A fungdao tem extremos para x > 07 Justifique.

i11) A equacao f(z) =0 tem solugao em [0,1]? Justifique.
iv) Analise a existéncia do limite

glclg(l) xf(cosx).
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Resolucao.

i)

ii)

iii)

iv)

Como lim, g+ f(z) = 1/2 e lim,_,o- f(x) = 0 sdo reais diferentes f
nao é continua em xr = 0 consequentemente f nao é diferenciavel em
x=0.

A funcao derivada define-se

L se <0
flay=9 17F (3.13.1)

1223 — 1222 se x>0

Para z > 0, f'(z) = 122® — 1222, Analisando f'(z) = 0 tem-se:
122°(r —1)=0=2=0Vz=1

r = 1 é ponto de minimo pois f'(z) < Opara0 <z < 1le f'(z) >0
para z > 1.

Como f(0)f(1) < 0e fi = flpa é continua em [0, 1], do teorema de
Bolzano, conclui-se que existe um zero em |0, 1[.

1
xggl+xf(cosz) x%1+x( cos” & — 4 cos x—l—z)

Por outro lado

In(1 —
lim 2 f(cosz) = lim 2= ¢082)
20— 20— 1/x

e da regra de Cauchy

sen x 2 2
. l1—coszx . resenax . 2xrsenx + x“cosx
hm—lz—hm—:—hm =
s z—0- 1 — cosx 20~ sen x
— lim 2z — lim xcosx =0
r—0— r—0~ SEN T

Concluindo-se que

lim zf(cosz) = lim zf(cosx)
z—0~ z—0t
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Exerc 3.13.6. Seja f :]0,1[— R wma func¢do diferencidvel em 10,1[ e tal
que para n € N

1 1
f(n+1) _f(n+2>
Supondo que existe lim, .o f'(x), determine o valor desse limite.
- - , , 1 1 .
Resolugao. A funcao f é continua em | ,——1, n € N, e dife-
) ) n+2 n+1
rencidvel em |——, ——[ n € N, assim do teorema de Lagrange, existe
n+2n+1
€] ! [ tal que
Cn ©l——F — =
n+2 n+1 d
1 1
£ ) — [f( )
1 2
n—|—1 {l—F :f/(cn>:0
n+l n+2
. . . 1 1
Construa-se entao a sucessao de reais, c¢,, tal que < ¢ < —,
2 n—+1

sucessao que ¢ convergente para 0, pelo teorema das sucessoes enquadradas.
Como existe lim, o f'(z) qualquer que seja u,, — 0 existe lim f(u,). Como
se tem ¢, — 0 tal que lim f’(¢,,) = 0 entao lim, o f'(z) =0. =

Exerc 3.13.7. Seja f : RT — R uma func¢ao diferencidvel e tal que f'(x) #
1, qualquer que seja x € R*. Mostre que existe quando muito um nimero
real positivo o tal que f(xg) = o

Resolugao. Admita-se que existem zg,7; € RT, 1y < x, tais que
f(zo) = xge f(x1) = x1. Afungao h: Rt — R, definida por h(z) = f(x)—=x
tem entao zeros zg,r;. Como a funcao h é diferencidvel em R™ pois resulta
da soma de funcoes diferencidveis, aplicando o teorema de Rolle a funcao h
no intervalo [xg, z1] existe ¢ €]xg, x1[ tal que h'(c) = 0 ou seja f’(¢) = 1 0 que
é falso pois contraria a hipotese. Assim existe apenas xg tal que f(xg) = xo.
|

Exerc 3.13.8. Mostre, através do teorema de Lagrange, que

1
In(z+1) —lnzx < —, x>0
x

Resolugao. A funcdo f : Rt — R, f(t) = Int é uma fungao dife-
rencidvel. Uma vez que a fungao é continua em [z, + 1] e diferencidvel em
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|z, x + 1] aplicando o teorema de Lagrange a fungao f no intervalo [z, z + 1],
x > 0, existe ¢ €]z, x + 1] tal que
In(z+1)—Inz 1
r+1—z ¢

1 .
Ora como — < — conclui-se que
c

1
In(z+1) —lnzx < —, x>0
x

Exerc 3.13.9. Seja f : [a,b] — R, a,b € R uma fun¢ao continua. Sendo
f uma fungdo com quatro zeros em |a,b[ com derivada de terceira ordem
continua em |a,b[, terd a funcao f" um zero em |a,b[? Justifique.

Resolugao. Sendo f uma fun¢ao com quatro zeros em |a,b[, a,b € R,
da aplicacao do teorema de Rolle a f, concluimos que existem trés zeros de
f em |a, b, aplicando novamente o teorema de Rolle a f’, concluimos que
existem dois zeros de f” em Ja, b[ e finalmente aplicando o teorema de Rolle
a f”, concluimos que a fungao f” tem um zero em |a, b

|

Exerc 3.13.10. Seja f :|—1,1[— R tal que existem ' e f". Sendo f"(z) <
0, z €]—1,1[ mostre que se existe uma sucessao v, €]—3, 1| tal que f'(z,)
1

—— entao f tem pelo menos um mdximo local.
n+1

Resolugao. A sucessao z, €] —1/2,1/2[ sendo uma sucessao limitada.
Assim pelo teorema de Bolzano-Weierstrass z,, tem uma subsucessao x,
convergente e z,, — c € [—1/2,1/2].

Ora como f’ é continua em [—1/2,1/2] entdo tem-se f'(z,,) — f'(c) em que

f'(¢) =lim f'(z,,) =0

O nidmero real ¢ é um ponto de estacionaridade de f que como f”(c) < 0
f"(x) < 0 para z €] — 1, 1]) tem como consequéncia que f(c) é maximo de

f

Exerc 3.13.11. Determine se existirem os sequintes limites

arctg x 2 T COST —Senx
8L i) limyoysoo(1+ =) dd) limy o
Inz x
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Resolucao.

i)
Y arctgr  arctg0™" 0
im = =
z—0t Inx InO+

ii)

Lim (1 + g)x — elimx_>+oozln(1+§)

T——+00 T
determine-se
o In(1+2)
lim %
Tr—r—+00 P
Da regra de Cauchy como
_ (n(1+2)) 2
lim — = lim 5 = 2
r——+00 (E)/ x——4o00 | + s
tem-se
o In(1+2) . (In(1 4 2))
lim — == lim o =2
T——+00 < T——400 <5>’

e finalmente lim,_, (1 + %)1 —e
iii) Da regra de Cauchy, como

_ —rsenx _ —senx
lim = lim =
=0 2xtgx + 22/ cos’x  2—02tgx + x/cos® x

2 —senax 0082 T

. —Sen x cos“ x .
= lim = lim ——*~ =-1/3
z—02senxcosxy +x  z—0 72(:083:4-1

conclui-se que

T COST — Ssen
lim = —1/3.
z—0 r2tgx

Exerc 3.13.12. Determine em R, se existirem, os sequintes limites:

Lo 2?5046 (1 e
i) im ————— it) lim ([ —senx :
z—3 sen(x — 3) z—0T \ T
Resolucao.
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i) Da regra de Cauchy

20 +1
im—— =1.
z—3 cos(x — 3)
concluindo-se que
. 22 —51+6
lim —— = 1.

z—3 sen(z — 3)
i) ’
1 ’ -
lim (— sen($>> — elimaot s (3 sen@) _ 0 _ ¢

z—0t \ &

uma vez que pela regra de Cauchy

!
. (In(Lsen(z))) | TSmEEICsT _genx +axcosa
lim = lim —%%T __ — |im
z—0+ x! z—0t 1 z—0+ Trsenzx
e
) —zsenx . —SenT — T COST
lim = lim =0.

z—0+ SeNT + rCcosxr  z—0+t 2CO0ST — rsenx

[ ]
Exerc 3.13.13. Seja f : R — R a funcdo definida por:

_ =2

f(‘”)_|x|+1

i) Estude a fun¢ao f considerando nomeadamente a continuidade, diferen-
ciabilidade, monotonia, extremos, concavidades, assintotas.

it) Esboce o grdfico da funcao f.
Resolucao.

i) A fungao f é continua em R pois resulta da composigao de fungoes
continuas. E diferencidvel em R \ {0} pois resulta da composigao de
fungdes diferenciaveis. Em x = 0 nao é diferenciavel, uma vez que f’(0)
nao existe,

A fungao f é uma fungao par (f(z) = f(—=x)) sendo o grafico da fungao
f simetrico relativamente ao eixo das ordenadas.
Quando z > 0



Uma vez que f'(z) > 0, a fungao f é estritamente crescente em = > 0.

4

f'(@) =~ (z+ 1)

Uma vez que f”(z) < 0, a fungao f é concava em x > 0.

r—2 . 1-2/x

lim f(z) = lim im =
z—+00 z3+oo L +1  zo4oo 1+ 1/$

Quando x < 0 da paridade da funcao f tem-se que a funcao f é estrita-
mente decrescente, concava e também com assintota horizontal quando
T — —00.
Em z = 0 a fungao tem um minimo absoluto, uma vez que a funcao f
é continua, estritamente crescente em x > 0 e estritamente decrescente
em x < 0.

ii) O grafico da funcao f é:

Exerc 3.13.14. Seja f ;] — 00,1] — R, f(z) = In(1 — z). Determine o
polinomio de Taylor de 2° grau em poténcias de x + 1 associado a f.

Resolugao.

(r+1)?

Py(w) = f(=1) + [(=)(z + 1) + ["(=1) =

determine-se os coeficientes

f(_l) =In 27
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fi=1) ==t le= = —1/2

(=) = —qple=—1 = =5
Assim . 2
Po(z)=In2—1/2(x + 1) — Z%

Exerc 3.13.15. Seja f : R — R, definida no exercicio 3.13.4. Indique o
polinomio de Taylor do 2° grau em poténcias de x + 1 associado a fungao
e determine um majorante para o erro cometido ao aproximar a funcao por
esse polinomio no intervalo [—11/10,—9/10].

Resolucao. O polinémio de Taylor do 2° grau em poténcias de = + 1
associado a funcao ¢ o polinomio
/ " (1} + 1>2 2
Pyz)=f(-1)+ f(-1)(z+1)+ f (—1)T =-3+4(zx+1)—(x+1)
Quanto ao majorante para o erro, do teorema de Taylor para ¢ € [-11/10, —9/10]
tem-se

r+1)>3
f(x) = Pa(z)| = |Ra(2)] = |f"'(0)%|
vindo uma vez que |z + 1] < 1/10
2 |(z + 1)% 1 102 1
R == < < =
@) =173 1= 3152 = 3109 ~ .10

Exerc 3.13.16. Seja f :| — 3, +oo[— R, f(z) = In(x + 3) + 1. Indique
um magjorante do erro que se comete ao aproximar a funcdo f em [1,3] pelo
polinomio de Taylor do 2° grau em poténcias de x — 2.

Resolugao. Do teorema de Taylor, f(z) = Py(z)+ Ry(x) para z € [1, 3],
em que Py(r) = £(2) + f/(2)(x — 2) + ()& — 272 o
Ry(w) = ()& — 2)°/31, c € [2,1]
Tem-se assim para ¢ € [2, z]

)= Palo)] = | Rala)] = £ a2 /3] = 1 5o

Exerc 3.13.17. Seja f : R — R, f(z) = zIn(1+€”). Indiqgue um majorante
para o erro que se comete ao aproximar a fun¢ao f no intervalo | — 1, 1[ pelo
polinomio de Taylor de 1° grau em poténcias de x.
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Resolugao. Do teorema de Taylor tem-se

2

f(x) = Pi(x) + Ra(x) = £(0) + f/(0)z + ["(c) =

o7 €€ 0, x]

Assim para x €] — 1, 1],

[f(z) = Pu(x)| = [Ri(2)] =

2e% + (2 + c)e”
(14 e°)?

2?2 2e* 4+ (2 +c)ef _ 2e% + (2 + c)e” _ 2e* + 3e
2 2(1 + e0)? 2 2

]
Exerc 3.13.18. Considere a funcao f:R™ — R
f(z) =2z (In(—z)+1) -1

Indique o polinomio de Taylor do 2° grau em poténcias de x + 1 associado
a funcao f e determine um majorante para o erro cometido ao aprorimar a
fungao por esse polindmio no intervalo [—11/10,—9/10].

Resolucao. O polinémio de Taylor do 2° grau em poténcias de = + 1
associado a fungao é o polinémio

(x+ 1)

Py(z) = f(=1)+ f'(=1)(z+ 1)+ f"(-1) =-3+4(x+1)—(z+1)?

uma vez que

flle)=2(-z) +4,  [f(z) =2/x

Quanto ao majorante para o erro, do teorema de Taylor, para ¢ € [—11/10,—9/10]
tem-se

z+1)°
0) - (o) = 1Rato)| = 170 2L
vindo uma vez que |z + 1] < 1/10
2 |(SL’ + 1)3| 1 102 1
R =|= < < _
‘ 2($)| |02 3! | — 3.103.¢2 — 3.103.92 35 10

Exerc 3.13.19. Seja f : [a,b] — R com segunda derivada continua em
Ja,b] e xo €]a,b]. Mostre que

"(20) = lim f(xo+h) —2f(xo) + f(xo — h)

h—0 h?
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Resolucao. Considere-se a féormula de Taylor de 1* ordem da funcao f
em r = xy + h, com resto de Lagrange

oot ) = (o) + 1 G+ T
eemx=1x9—h
Flao—h) = flao) — fzo)h + T

Somando ambas as equacoes tem-se
f@o+h) —2f(xo) + flzo—h) _ f(d) + f"(c)
h? 2
Sendo a funcao f” continua em [a,b], de ¢ €|xg,xo + h| e de d €]xy — h, x|

tem-se quando h — 0 respectivamente f”(c) — f"(zo) ¢ f"(c) — f"(x0)
concluindo-se

f”(fo) _ ]115% f($0 + h) — Zf}Efo) + f(xo _ h)

3.13.2 Enunciados de exercicios
Exerc 3.13.20. Sendo f: R — R a funcao definida por:
2x + arctg(L) se z €]0, 400

1
1+22

se x €] — 00,0
i) A fungao f € continua em x = 07 Justifique.
i1) Defina a func¢do derivada de f.

iii) Indique um majorante para o erro que se comete ao aproximar a fun¢do
f mointervalo [1, 3] pelo polindmio de Taylor de 1° grau em poténcias de x—2.

Exerc 3.13.21. Sendo f :] — 2 s[— R a funcdo definida por:

)

zarcsen(—2z) se x €0, 3]

flz)=¢ 0 se z=0



i) A fungao f € continua em x = 07 Justifique.
i1) Defina a fun¢ao derivada de f.

ii) Determine a derivada da fungdo inversa g = f~' em f(3).

Exerc 3.13.22. Sendo f: R — R a funcao definida por:
z(2+sen(l)) se x €0, +oo
flz)y=¢ 0 se =0

1—x
T

se x €] —o00,0]
i) A fungdo f € continua em x = 07 Justifique.
i1) Defina a funcgdo derivada de f.

ii1) Determine a derivada da funcgdo inversa g = f~1 em f(—2).

Exerc 3.13.23. Sendo f : R — R a funcao definida por:

rarctg(2x) se x#0

f(z) =
0 se =0

i) Estude a fungao f do ponto de vista da continuidade. Analise a existéncia
de derivada em x =0

i1) Defina a funcgdo derivada de f.
iii) Escreva o polinomio de Taylor de 2° grau em poténcias de x — 1 as-

sociado a fungao f.

Exerc 3.13.24. Sendo f : R — R a funcao definida por:

zln(L) se x#0
fx) =

0 se =0
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i) Estude a fun¢ao f do ponto de vista da continuidade. Analise a existéncia
de deriwada em x = 0.

i1) Defina a fungdo derivada de f.

iii) Escreva o polindmio de Taylor de 2° grau em poténcias de x — 1 as-
sociado a fungao f.

Exerc 3.13.25. Sendo f : R — R a funcao definida por:
rln(l1+2) se |z} >1
flx) =
0 se |z|<1
i) Estude a fungao f do ponto de vista da continuidade.

i1) Defina a fungdo derivada de f.

iii) Escreva o polindmio de Taylor de 2° grau em poténcias de x — 2 as-
sociado a funcao f.

Exerc 3.13.26. Determine se existirem os sequintes limites

1 | |
i) Timy ot PN i) limg o+ w §44) limg o+ tgi
1
| - V2 1
iv) lim, o+ n(z) v) lim, o+ e T Inz vi) limg oo VT T

vV 14+2v222 + 1

Exerc 3.13.27. Determine se existirem os sequintes limites

: i41) lim, o+ (cosx)®

i) lim,_,+ (sen z)* i) limg o0 (1)

iv) lim,_,o+ (x)%® v) lim,_,o+ (z)%"® vi) lim,_,o+ (tgz)*

Exerc 3.13.28. Seja I C R um intervalo aberto que contéem 0O el e f: I —

R uma funcao continua em I e tal que para todo on € N
1 1
) =3

n n?

105



Determine f(0) e mostre que [2,3] C f(I).
Exerc 3.13.29. Mostre que a equagao
327 —e” = 0.
tem exactamente trés solugcoes em R.
Exerc 3.13.30. A equacao polinomial em R
2* +pr+q=0.
em que p,q € R e p >0 tem mais que uma solucao em R? Justifique.

Exerc 3.13.31. Mostre, através do teorema de Lagrange, que para x €
[0, +00]

e < arctgx
T

Exerc 3.13.32. Seja f : [a,b] — R com derivada f' que é uma fun¢ao
continua em [a,b], diferencidvel em |a,b| com derivada ndo nula. Mostre que
existem &1, & €la, b e ¢ €]&, & tais que

F"(Of (&) = f(&)] = F(Olf (&) = f'(&)]
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Capitulo 4

Integral de Riemann

Os principais resultados da teoria do integral de Riemann para fungoes limi-
tadas definidas em [a, b], a,b € R sao apresentados neste capitulo.
Definem-se, no sentido de Riemann, o integral definido e funcoes integraveis.
Indicam-se exemplos da determinacao do integral recorrendo a definicao.
Estabelecem-se critérios de integrabilidade. Conclui-se que as fungoes li-
mitadas que sejam mondtonas e as funcoes limitadas que sejam continuas
sao integraveis. Indicam-se as principais propriedades do integral definido.
Demonstra-se o teorema fundamental do calculo integral. Define-se integral
indefinido e estabelece-se a férmula de Barrow. Indicam-se métodos gerais
de integracao: Integracao por partes, Integracao por substituicao. Analisa-se
a integracao de fungoes racionais. Indica-se procedimentos para a integracao
de fungoes irracionais e de fungoes trigonométricas.

4.1 Definicao do integral de Riemann

Considere-se o problema de determinar a area sombreada da figura

em que f : [a,b] = R é uma funcao continua e

A={(z,y): a<z<b, 0<y< f(2)}
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O problema formulado suscita 3 questoes que se associam aos trés topicos
centrais da teoria do integral de Riemann

e O que se entende por area da regiao limitada A ?
Como se define o integral de Riemann?

e Qual a classe de funcgoes para as quais a definicao de integral faz sen-
tido? Como caracterizar as funcoes integraveis?

e Como determinar a area?
O que estabelece o teorema fundamental do cédlculo integral? Quais os
métodos de integracao?

Nesta seccao vai-se abordar a primeira questao formulada: Como se de-
fine o integral de Riemann. Tendo por objectivo a determinacao da area
da regiao A uma ideia natural é recorrer a aproximagoes por excesso e por
defeito, recorrendo a areas de rectangulos e melhorando essas aproximacoes,
aumentando o nimero de rectangulos. Num certo sentido ¢é esta a ideia que
estd na base da definicao do integral de Riemann.

Definigao 4.1.33. Seja I = [a,b]. Chama-se decomposi¢ao do intervalo I a
um conjunto finito de pontos interiores de I

d= {Z)’Jl, N CL’n_l}

em que
A=< <...<Tp1 <xp=0>

Definigao 4.1.34 (Somas de Darboux). Seja f : I — R uma fun¢ao limitada
e d uma decomposi¢ao de I = [a,b]. Designa-se por:
e soma inferior de Darboux de f relativa a decomposicao d

n

Z M. (Tx — Tk—1) = Sqa = S(f,d)

k=1

em que
my = inf{f(x): x € [zp_1, 1]}, k=1,2,...,n

e soma superior de Darboux de f relativa a decomposicao d

n

Z Mk(l'k — l'kfl) =S¢ = S(f: d)

k=1
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em que
Mk:Sllp{f(fL'): xE[‘rk—laxk]}’ k:1)27"'an

Proposicao 4.1.35. Seja f : [a,b] — R uma fungdo limitada e Sy, sq as
somas superior e inferior de Darboux relativas a decomposicao d, entdo

54 < Sy
Demonstracao. Evidente, pois m; < M, m

Definicao 4.1.36. Sendo d, d' duas decomposicoes de I diz-se que d' € uma
decomposi¢cao mais fina que a decomposicao d se

dcd

Cada decomposi¢ao d = {z1, ..., T,—1} com n — 1 pontos decompoe o
intervalo I em n subintervalos [xg, z1], ..., [z,_1, ;). Em particular se n = 1
o subintervalo tinico coincide com [ e as somas superiores e inferiores sao

M(b—a) e m(b— a)
em que M e m sao, respectivamente o supremo e o infimo da funcao em 1.

Proposicao 4.1.37. Seja f : [a,b] — R wuma funcgao limitada, Sy, sq as
somas superior e inferior de Darbouz relativas a decomposicao d, e Sy, Sq,
as somas superior e inferior de Darboux relativas a decomposicao d' mais
fina que d. Entao

sq < sq¢ < Sa < Sa

Demonstracao. Faz-se a demonstracao quando d’ tem mais um ponto
que d ja que no caso geral se pode sempre supor que a passagem de d para
d' é realizada por etapas sucessivas.

Seja ) € d'\ d tal que 2| €]zg,z1]. Sendo M| e M}, respectivamente, os
supremos de f em [zg,x]] e [z}, 1] e M;, i = 1,2,...,n, os supremos de f
em [x; 1,74

M{ S Ml [§ M{/ S Ml

Vindo

M (x) — o) + MY (zy — o)) < My(a) — o) + My (21 — o) = My(z1 — 20)

Mi{(x) — xo) + M{ (1 — 2}) + My(xg —21) + ... + My (2, — 2 1) <
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< My(xy — o) + May(zo — 1) + ... + My (2, — 21)

Concluindo-se que

Sa < Sy .

De forma analoga se demonstraria que sy < sg 0 que atendendo a que sy <
Sy termina a demonstracao m

Proposicao 4.1.38. Seja f : [a,b] — R uma fun¢do limitada, d' e d’ duas
decomposicoes quaisquer de I, Sy a soma superior relativa a d' e sqr a soma
inferior relativa a d”. Entao

sqr < Sy

Demonstragao. Seja d = d' Ud” a decomposi¢ao sobreposta a d’ e d”.
Como a decomposicao sobreposta a duas decomposicoes arbitrarias d’ e d” é
sempre mais fina que qualquer delas

Sar < 8q < Sg < Sy

u
Sendo f uma funcao limitada em I = [a,b] e D(I) o conjunto de todas as
decomposigoes de I, designe-se por

=150, D} aepy

o conjunto formado pelas somas superiores de f relativas a todas as decom-
posicoes de I e por

o =A{s(f,d)}aepr)
o conjunto formado pelas somas inferiores de f relativas a todas as decom-
posicoes de I.

A proposicao 4.1.37 permite concluir que ¥ tem um elemento maximo
e 0 um elemento minimo os quais sao respectivamente as somas superior e
inferior M (b — a) e m(b — a) relativas & decomposigao vazia. Por outro lado
a proposicao 4.1.38 mostra que qualquer elemento de ¢ é menor ou igual a
qualquer elemento de . Assim X e ¢ sao conjuntos limitados com infimo e
supremo em R ( note-se que a decomposicao de I tem um numero finito de
elementos mas que o conjunto de todas as decomposi¢oes é infinito ).

Definigao 4.1.39. Seja f : [a,b] — R uma func¢do limitada. Designa-se por:

e Integral superior de Darbouz de f em I = [a,b]

b
S = I,(f) =inf{S, : dGD(I)}Z/f:/f

1
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infimo do conjunto das somas superiores de f relativas a todas as decom-
posicoes de 1.

e Integral inferior de Darboux de f em I = [a, ]

S = L(f) = supfsa : deD(I)}zlf:/Lbf

supremo do conjunto das somas inferiores de f relativas a todas as decom-
posicoes de I.

Se I;(f) = Is(f) a fungdo diz-se integrdvel no sentido de Riemann em
[a,b] e designa-se por integral definido de f em [a,b] ao valor comum destes
dois integrais

b b
[ 1=t =10~ [t
Exemplo 4.1.40. Seja f : [a,b] — R, f(x) = C =constante. Analise-se se
f € integravel em [a, b]
Qualquer que seja a decomposigao de [a, b] tem-se My, = my, = C. Assim

n

Sq = Z my. (T — 1) = CZ (g —xp—1) = C(b—a)

k=1

e analogamente

Sd: C(b—a)

Concluindo-se que Y e ¢ sao conjuntos singulares com um unico elemento
C(b— a). Tem-se pois que [ é integravel em [a, b] e

/adew:/abC'dx:/ab f(x)dz = C(b—a)

Exemplo 4.1.41. Seja a funcao de Dirichlet D : R — R

1 se z€Q
D(z) =
0 se zeR\Q

Verifique que D nao € integrdvel em |a, b].
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Qualquer que seja a decomposicao de [a, b] e qualquer que seja o intervalo
[T)_1, )] tem-se My =1 e my = 0. Assim

n

Sq = Z mk.(xk — ZL'k_l) =0=o0= {0}
k=1

Sd:Z Mk.(l‘k—l‘k_l) =b—a = E:{b—a}
k=1
Concluindo-se que a fungao f nao ¢ integravel pois

b—a:TD(x)dx + £D(x)dx:o

4.2 Critérios de integrabilidade

Teorema 4.2.1 (Critério de integrabilidade de Riemann). Uma condi¢do ne-
cessdria e suficiente para que a fungao limitada f : [a,b] — R seja integrdvel
em [a,b] € que
A = Sd — Sqg < €
>0 deD(I)
Demonstracao.
Comece-se por demonstrar que a condicao é suficiente.
Admita-se que f nao é integravel i.e.

S>s
e seja 0 < e < S — s. Entao para qualquer decomposicao d € D(I) tem-se
e<S—s5<85;,— 34

pois Sg > S e sg < sjaqueS éoinfimo de ¥ e s é o supremo de o.

Demonstre-se que a condigao é necessaria.

Seja f integravel i.e. S = s.

Por definicao de supremo e infimo qualquer que seja € > 0 existem necessa-
riamente decomposicoes d’ e d” tais que

Sd/<s+€/2 (§ Sd//>8—€/2

Assim designando por d a decomposicao sobreposta a d e d’ (d = d' U d")
tem-se
Sqa<S+e€/2 e Sq>8—¢€/2
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e portanto, sendo f integravel, conclui-se que
Se—584<S+¢€/2—s+¢/2=c¢
[ |

Corolario 4.2.2. Seja f : I — R uma funcao limitada. Se existir uma
sucessao de decomposicoes d, de I tal que

lm (Sy, — sq,) =0 (4.2.1)

n—-+o0o

entao f é uma funcao integrdvel e

b
[ s = tim_ s = tim s
Demonstragao. Da condigao (4.2.1) qualquer que seja € > 0 existe N
tal que paran > N
Sdn — 84, <€

Assim do teorema 4.2.1 conclui-se que f ¢ integravel. Além disso Sy, ¢ uma
sucessao decrescente e minorada consequentemente com limite. m

Corolério 4.2.3. Para que a fungao [ seja integravel em I = [a,b] e

/ab F@)do =k

€ condi¢ao necessaria e suficiente que para qualquer € > 0 exista uma decom-
posicao d de I tal que Sy, sq € V().

Demonstragao. (*)
Demonstre-se a condicao necessaria.
b . I .
Sendo fa flz)dx = k qual'quer que seja a decomposicao d que Verlﬁgue
Sy — sq < €, tal decomposicao existe de acordo com o teorema anterior,
ter-se-a

k>ss>8;—e>k—¢e¢ e E<S;<sg+e<k+e

Concluindo-se assim que

S, Sa € Ve(k)

Demonstre-se agora a condigao suficiente.
Se para qualquer ¢ > 0 existe uma decomposigao d tal que Sy, sq € Vi(k),
tem-se

Sg<k+e e Sq >k —¢€
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concluindo-se que para qualquer € > 0 existe d tal que Sy — sq < 2¢ e que f
¢é integravel.

Por outro lado se o integral tiver um valor diferente de k, por exemplo, se
S = s > k nenhuma soma superior pertenceria a V.(k) desde que ¢ < S — k
visto que todas as somas superiores sao maiores ou iguais a S concluindo-se
assim que o valor do integral é k (se S = s < k o raciocinio é analogo).

[ ]

Exemplo 4.2.4. Sendo f : [0,1] — R, f(z) = z, analise-se se a fun¢io é
integrdvel em [0,1] e em caso afirmativo determine-se fol f(z)dz.

Considere-se a sucessao

1 1 2 1 2 n—1
d d =, = dpy =1{—,—,...,
@ 2 — {2} 3 — {37 3}7 ) {n n n }
Tem-se [zj_1,z;] = 21, £] e como f é crescente neste intervalo tem-se
kE—1 k
n n
Assim
—~ k-1 I~ k-1
Sdn:Z - (Tr — 1) - -
k=1 k=1
e
~ k I~ k
Sa, = —(z) — 1) = — —
dn Z 0 (»Tk T 1) n n
k=1 k=1
concluindo-se que f é integravel pois
1 1
— = — —=— — 0
Sdn = Z n n n—-+oo
Quanto ao integral
I~ k 11 1 1
/f lim — — = lim —. /n+ n=-
n%Jroo n —1 n n—+oon, 2 2

4.3 Integrabilidade de funcoes mondtonas e
continuas

Teorema 4.3.1. Seja f : [a,b] — R uma fun¢ao mondtona e limitada. Entdo
f € uma funcao integrdvel em [a,b).
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Demonstracao.

Se f(a) = f(b) a fungao f é constante em [a,b] ¢ é evidentemente in-
tegravel. Considere-se f(a) < f(b) e consequentemente a funcao f crescente
(se fosse decrescente a demonstragao seria andloga).

Seja d,, = {x1,...,Zk,...,2,_1} uma decomposi¢do que subdivide [a, ]
em n subintervalos iguais

b—a

T — Tg—1 =

Sendo f crescente
my = f(xr-1) e My = f(z)
e portanto

n

Sty = San = Y (flan) = flax-)) (wx — xp1) =

k=1

Tem-se assim
lim (Sdn — Sdn) =0

n—-+00

concluindo-se que f ¢é integravel.
]

Observacao 4.3.2. O teorema anterior é generalizavel a funcoes secciona-
mente mondtonas e limitadas.

Exemplo 4.3.3. Analise-se se € integrdvel a fungao f:[0,1] = R,

0 se z=0
flz) = !
i se z€lmg,7, keN
Considere-se a particao P, = (%, %, . %) Tem-se
n—1 n—1
1 1 1 1 11 1
S B = +k:1 PR et vl

Hfungao mondtona com um nimero infinito de pontos de descontinuidade
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11 1
s(f,Pa) =0+ E(E_k—ﬂ)
k=1
Assim .
lim (Sg, —s4,) = lim — =0
n—-+4oo n—+oon,

Conclui-se pois que f é integravel apesar de ter uma infinidade de desconti-
nuidades.

Teorema 4.3.4. Seja f : [ — R uma funcao limitada e continua em I =
[a,b]. Entao f é uma funcgao integravel em I.

Demonstragao. (*) A fungao f ¢ uniformemente continua ? em I = [a, b]
(toda a fungao continua num intervalo limitado e fechado é uniformemente
continua nesse intervalo). Assim dado € > 0, existe § > 0 tal que para
|z —y| <0 setem |f(x) — f(y)| < e€/(b—a) para z,y € I.

Sejan € N tal que (b—a)/n<ded, ={x,...,2k,...,2y_1} uma decom-
posi¢ao que subdivide [a, b] em n subintervalos iguais

b—a

n

<9

T — T—1 =

Pelo teorema de Weierstrass existem vy, wy € [xr_1, xx] tais que my = f(vg)
e My, = f(wy) por conseguinte

My, —my = f(ve) — f(wr—1) < €/(b—a)

n

Z (Mk — mk)(xk — xk,l) < €

k=1

concluindo-se que f é integravel.

Observacao 4.3.5. O teorema 4.3.4 generaliza-se para funcoes limitadas
com um conjunto de pontos de descontinuidade contavel.

2Uma funcdo f : I — R diz-se uniformemente continua em I = [a, b] se

oDl et <8 = (@) - fO)] <€
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Analise-se de seguida as principais propriedades do integral definido

Teorema 4.3.6. Sejam f,g: [a,b] = R funcoes integrdveis em I = [a,b] e
c uma constante real. Entao

i) f+g éuma fungdo integrdvel e

/1(f+g):/1f+/lg

i1) c.f é uma fungao integrdvel e

/I(c.f) :c./lf.

Demonstragao. (*) Sendo

[fae [oe9

qualquer que seja € > 0 existem decomposicoes dy, dy tais que
Séll’ 8&1 € ‘/;/2(@)7 Sélga 5212 € K/Q(ﬂ)
Tem-se entao
Sh sy €Vipla) & a—€e/2<s;<a<S)<a+e/2

Si, sq €Vep(B) & f—€/2<sy <P <S;<P+e€/2
Assim
sh+sieVia+p) e S+ S)eVi(ia+ ).
Considerando a decomposigao sobreposta d = dyUds designe-se por M;, M}/, My,
mj,, my, my os supremos e infimos das fungoes f, g e f+ g em [rg_1, 7% €
conclua-se que s4,5; € Ve(a+ ().

Tem-se
my > my +mjy, M, < Mj, + My,
Assim
n n n
Sq = my.(Tp — 1) > Z my..(xy — 1) + Z my. (T — Tp_1)
k=1 k=1 k=1
e
n n n
Sq = My (), — 2—1) < Z My, (z) — 1) + My (x — 1)
k=1 k=1 k=1



tendo-se finalmente
S&—FSgSSdSSdSSL/i—FSg

Assim
Sq, Sa € Ve(a + B)

o que permite do corolario 4.2.3 obter a proposicao i).
Anélogamente se demonstra a proposigao ii). m

. /a“f:o
o Seb<a tem-se /abf:—/baf.

Teorema 4.3.8. Sejam a,b,c € R, a < ¢ < b.

Observacao 4.3.7.

i) Se f € integrdvel em I = [a,b] é também integrdvel em qualquer intervalo
ndo degenerado J C I e para qualquer ¢ €]a, b

/abfz/achr/cbf-

ii) Se f é uma fungdo integrdvel em [a,c| e em [c,b] entao f é uma fun¢ao

integravel em |a,b] e
c b b
[rofo-fr

Demonstragao. (*)

i) Sendo f uma funcao integravel em I = [a,b] e ¢ €]a,b], demonstre-se
que f é integravel em J = [a, c].
Atendendo ao critério de integrabilidade de Riemann, teorema 4.2.1,
considere-se € > 0 e determine-se uma decomposigao d; € D(I) tal que
Sa, — Sa; < €. Sendo dy = dy U {c} uma decomposi¢ao mais fina que
a decomposicao d; tem-se também Sy, — s4, < €. Considere-se entao a
decomposicao do intervalo J, d = dsN]a, c[, e mostre-se que

Sd — S84 S Sd2 — Sdy (431)
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em que Sy, sq sao as somas superior e inferior relativas a d.
Sendo d = {z1,...,xpm 1} edy ={x1,... T, ..., xy_1}, onde a = 25 <
1< ... <Typ=c<Tpi1 <...<z,=>0tem-se

Sd2 — Sdy = Sd_sd“‘ Z (Mk—mk).(l’k—$k_1)

Uma vez que as parcelas do somatério da igualdade anterior sao nao
negativas, tem-se (4.3.1), concluindo-se que Sy — sq < €, e do teorema
4.2.1, a integrabilidade da fungao f em J = [a, ¢].

Analogamente se prova a integrabilidade da fun¢ao f em J = [¢,b] e
consequentemente em qualquer intervalo J = [¢,d], com a < ¢ < d < b.

ii) Sendo a = [ fef = fcb f, do critério de integrabilidade de Riemann,
teorema 4.2.1, existem decomposicoes d; € D([a,c]) e d2 € D(]c, b)) tais
que

a—€/2<s5 <a< Sy <a+e€/2

B—€/2<84, <P <Sq, <B+e/2

Designando por d a decomposigao de [a, b], definida por d = dy U{c} Ud;
tem-se
a+f—-—e<sg<a+p< S <a+p+e

concluindo-se que f ¢ integravel em [a,b] e que o + = fab f.

[
Como consequéncias do teorema anterior tem-se
Observacao 4.3.9. e Se f : [a,b] — R éintegrdvel em I = [a,b] ecy,ca,... ¢y €
[a,b] entdo
b c1 co b
/f=/0f+/tﬁw”+/f.

a a c1 Cn
e Se f éintegrdvel em |a, 1], [c1, o), ..., [cn,b] entao f € integrdvel em [a,b]
tendo-se

‘[ﬁ+lfﬂa“+£lew.

Teorema 4.3.10. Sejam f, g fungées integrdveis em I = [a, b]

i) Se f(x) >0, z €1 entao
b
[ 1=
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ii) Se f(x) > g(x), x €I entdo

/abf Z/abg

iii) Se f € integravel entdo |f| também é integravel e
b b
[al<[u

i) Sendom > 0o infimo da fungao em I = [a, b] tem-se fab f >m(b—a) >0

Demonstracao.

ii) Se f(x) > g(z), = €1 tem-se f(z) — g(x) > 0 e entao fab (f—9) >0

iii) Sendo M, ™y, o supremo e infimo de |f| em [x}_1, 4]

M=y, = sup{[|f()| = [f O], =,t € Lk} <sup{|f(x)=f(t)|, z,t€ L}
My —my, < My, — my

Assim
Si—54 < Sq— 54

concluindo-se que |f| é integrével.
Por outro lado tem-se

—[fl <f<|f]

—lﬁﬂg[fglﬂﬂ
Kﬂglﬂﬂ

Observagao 4.3.11. Quando a fungao |f| € integrdvel ndo se pode concluir
que f seja integravel. Por exemplo a funcao

C se 2z€Q

vindo

—C se zeR\Q

nao € integrdvel mas a fungao |f| € integrdvel.
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4.4 Teorema fundamental do calculo integral.
Férmula de Barrow

A diferenciacao e a integragao sao dois dos topicos mais importantes em
Anélise. O primeiro é um processo local uma vez que a derivada depende
apenas dos valores da funcao numa vizinhanca do ponto, o segundo é um
processo global no sentido de que o integral de uma funcao depende dos seus
valores num intervalo. A primeira do vista pareceria nao existir qualquer
relagao entre estes dois topicos contudo o teorema fundamental do célculo
integral mostra o contrario.

Sendo a fungao f : I — R integravel em I = [a, b] o teorema 4.3.8 permite
concluir que existe

/Cf(t) dt, c € [a,b]

Definigao 4.4.1. Seja f : [a,b] — R uma fungdo integrdvel. Designa-se por
integral indefinido de f em I = [a,b] a fung¢io F: I — R

F@—/V@@

Teorema 4.4.2. (1°Teorema Fundamental do Cdlculo Integral)
Seja f: I — R uma funcao integrdvel em I = [a,b]. Entdo

i) A funcao integral indefinido de f, F', é continua em I.

it) Se f € continua em ¢ €la,b, a fungdo integral indefinido de f, F, é
diferencidvel em c e

Demonstracao.

i) Mostre-se que F' é continua em I, i.e. que sendo ¢ € [a, ]

V 3:zel,jlz—c<e= |F(z)—Flc)| <o (4.4.1)

6>0 >0

Tem-se para x > ¢

Fla) = Flo) = [ fayie— [ o= [ i

vindo

|F(z) = F(o)| =

/fo(t)dt‘ S/j|f(t)|dtgA./j1dt:A_|x_C|
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em que A = sup|f(z)|. Conclui-se assim que para qualquer § > 0,
zel
escolhendo € = §/A se verifica (4.4.1). Analogamente quando z < ¢ se

verificava (4.4.1). A fungao F' é assim continua em ¢ €|a, b[.
ii) Sendo f é continua em ¢ €]a, b]

V 3:rzel,lz—c<e=|f(x)— fle) <é

6>0 >0

Analise-se a diferencibilidade da funcao F' em c.
Seja h = |xr — ¢| < € e analise-se

F(c+h}i—F(c)_f(c>:%/cwhf(t)dt_%/ccﬂzldt:

-5 [ uw-seya

Tem-se

F(c+h)—F(c)
h

c+h
—Mﬁsﬁ/ () — fO)dt <

S /c+h ’h|
< — ldt=—6=9
Al Je I

Assim F' é diferencidvel em c e

Definicao 4.4.3. A funcao f : I — R diz-se primitivdvel em I, se existir
F:I— R tal que
F'(z) = f(x), vel P

F diz-se uma primitiva de f e representa-se por [ f(t)dt* ou por P(f).

Proposicao 4.4.4. Se f : I — R € continua em I = [a,b] entdo a fun¢ao
integral indefinido é uma primitiva de f em I.

3Nos pontos extremos de I a derivada é a derivada & esquerda ou & direita, consoante
se trate do extremo mais a direita ou mais a esquerda de I.

4Muitas funcdes elementarmente primitivdveis ndo tém como primitiva uma funcio
elementar.
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Proposicao 4.4.5. Sejam Fy, Fy duas primitivas da funcao f em I, entao
Fy — Fy5 é uma funcao constante em 1.

Demonstragao. Sendo Fi, Fy duas primitivas de f em I = [a, b],
(Fy — Fy)(x) = F{(z) — Fy(x) = f(z) — f(z) =0, z € I. Assim tem-se
([ —F)(z)=C, z€l =

Proposicao 4.4.6. Se a fungao f é primitivavel em I, dados x1 € I e« € R
existe uma e uma 6 primitiva Fy de f tal que

Fo(z1) =«

Demonstracao. Sendo F' uma primitiva de f em I qualquer outra pri-
mitiva em [ sera:
Fy(x) = F(x)+C
Escolhendo C' = a — F(21) tem-se Fy(z;) = o. E imediato que Fy é tnica,
pois se existisse outra primitiva F, satisfazendo a mesma condicio ter-se-ia
EFi(z) — Fi(z) = 0, x € I e Fy(1) — Fy(x1) = 0 permitindo o teorema de

Lagrange concluir que a diferenca Fjy — Fj era identicamente nula em [. m

Teorema 4.4.7. (2° Teorema Fundamental do Cdlculo Integral)
Seja f : I — R uma fungao integrdvel e primitivivel em I = [a,b] e seja F
uma primitiva. Entao

/b f(t)dt = F(b) — F(a) = [F(1)]" Formula de Barrow (4.4.2)

Demonstragao. Seja uma decomposicao d = {x1,z2,...,2,_1} de I e

n

F(b) = Fla)=)  (Fla) — F(ap-1))

k=1
O teorema de Lagrange em [r;_1, zx] permite concluir, sendo ( €|xk_1, xx[,
que:

n

Fb) = Fla)=)  FG)r—w) =) fG)(ar — i)

k=1

Ora como
mi < fag) < M,

tem-se

3

> mulwy — wpo1) < F(b) — Fla) < M (), — 25_1)

k=1
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sup s(f,d) < F(b) = F(a) < inf S(f.)

Sendo f integravel

sup s(f,d) = i%fS(f, d)
d

b
F(b)—F(a):/ £(t) dt

Note-se que no caso particular de f ser continua

Fz) = / oL ¢ €la, b

é uma primitiva de f e, de imediato

/abf(t)dtz/acf(t)dtJr/cbf(t)dt:/be(t)dt—/caf(t)dt:F(b)—F(a)

Exemplo 4.4.8. Aplicando a formula de Barrow aos integrais sequintes,

tem-se: .
1 1
° /t2dt:—[t3]1:—
0 3 0o 3

1 1
——dt =|In(1+1¢)], =In2
o[ ma-mah-m

1
. / sentdt = — [cost]; =2
0
2m
o / sentdt = — [cost]2" =0
0
4.5 Meétodos gerais de integracao

Teorema 4.5.1 (Integracao por partes). Sejam as funcgoes f,g: I = [a,b] —
R diferencidveis com funcoes derivadas integraveis em I. Entao

/ﬂmwwﬂmmm—/ﬂmmﬁ
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Demonstracao.
As funcoes fg' e f'g sdo funcoes integraveis ja que o produto de funcgoes
integraveis é integravel, por outro lado

h=(fg) = fg+fd
Assim sendo primitiva de h = (fg)’ a fungao fg
[ nwrde= g0l = [ rwades [ o i
Concluindo-se que:
b b
| rwsa =gl - [ rogoa

Exemplo 4.5.2. Determine-se ffxlnwdx recorrendo ao método de inte-
gracao por partes

Exemplo 4.5.3. Determine-se f()% sen® z dx recorrendo ao método de inte-
gracao por partes

: 3 H 2 /
I3 = sen” x dx = sen” x.(—cosx) dr =
0 0

O vy

™
2
= [—sen’ z. cos z] —/ 2senz. cosx(—cosx)dr =
0

3 ) 3 3 5
=2 senx.cos” xdx = 2 senx dr — 2 sen” x dx
0 0 0

Sendo [; = fog sen z dr tem-se
2
13 = 2([1 - 13) = 13 = §[1

ora como [; = 1 conclui-se que

[GVIN )
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Observacgao 4.5.4. O método de integragao por partes é também um método
de primitivacao por partes considerando f e g funcoes diferencidveis com
deriwada continua. De facto

/W%mmwszmm—/ﬁwﬂmﬁ

Exemplo 4.5.5. Determine-se uma primitiva da fun¢ao f(t) = tcostsent.

/ tcostsentdt = |—-tsen’t| — —/ sen’tdt =
0 2 0 2 0

1 9 1/$1—0082t
= —g.sen“x — — —dt =
2 2 Jo 2

1 9 x+1 9
= - |zsenx — - + —sen2w
2 2 4

Teorema 4.5.6 (Integragao por substituigao). Seja a fungdo f continua em
[a,b] e ¢ : [a, ] = [a,b] diferencidvel com derivada integrdvel em [a, (], tal

que a = p(a) b= p(B).
Entao a funcao (f o).’ € integrdvel em [a, (] e

b B
| tarin= [ o) a
Demonstragao. Seja F' uma primitiva de f em [a,b] e para t € [«, []

h(t) = [F(e(t)]" = F'(e(1))-¢'(t) = fp(t) £ (t)

Tem-se entdo, sendo F' o ¢ uma primitiva de h em [a, ],

B B8
/hwﬁ:/ mW»¢®ﬁ=Fww»—ﬂM®F:

b
:F(b)—F(a):/ f(z)dx
u

Observagao 4.5.7. A funcao ¢ do enunciado do teorema 4.5.6 pode nao
ser bijectiva contudo na primitivacao por substituicao € mecessdrio que
seja bijectiva. E primitiva da fungdo continua f em x € |a,b], a fun¢do

x o™ (=)
/fwmz/ Fo®)¢(8) dt

~1(a)



Exemplo 4.5.8. Determine-se o integral

1
/ VvV1—22dx
0

recorrendo ao método de integracao por substituicao.

Sendo a substituicao ¢ : [0,7/2] — [0,1], ¢(t) = sent, ¢'(t) = cost
tem-se

s

3 il 1 [z
/ \/1—sen2tcostdt—/ costcostdt—i/ (14 cos2t)dt =
0 0 0

) P %)g u
= — — n = —
2 |' T2 T

Exemplo 4.5.9. Determine-se o integral

[

-1
dx
T

recorrendo ao método de integracao por substituicao.

Sendo a substituicao ¢ : [0,1] = [1,2], p(t) = 1 + 12, ©'(t) = 2t tem-se

1 \/15_2 1 1 T
2 tdt =2 1— dt =2t — tt1:2<1——>

Exemplo 4.5.10. Determine-se o integral

L |
—d
[ L+¢E$

Recorrendo & substituicio ¢ : [1,v/2] — [1,2], o(t) = 2, ¢'(t) = 2t tem-se

V2o V2 1
/ ———%ﬁ:2/‘ 1—— ) dt=
L 1+t ) 1+1¢

:Qﬁ—JM1+ﬂH@:2<¢§—1—hKL+¢®+hﬂ>

Exemplo 4.5.11. Determine-se uma primitiva da funcio f : Rt — R
x) = .

/(@) 1+ x
Recorrendo & substituicio u = t* = p(t) tem-se

[oaa [ (- )
o L+vu Ty 1+t

= [2(t = In(1 + )Y" = 2(vx — In(1 + v/z))
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4.6 Integracao de funcgoes racionais

Nesta seccao analisa-se a determinacao de integrais quando a funcgao inte-
granda é uma funcao racional, funcao que é elementarmente primitivavel.
Associada a determinacao de integrais de funcoes racionais inicia-se a sec¢ao
com uma abordagem sucinta a decomposicao de polinémios em polinémios
irredutiveis e a decomposicao de uma funcao racional em fracgoes simples.

A fungao racional p/q em que p e ¢ sdo polinémios ¢é representada por
uma fraccao prépria se o grau do polinémio numerador for menor que o grau
do polinémio denominador, e representada por uma frac¢ao imprépria caso
contrario.

Sendo p um polinémio arbitrario e ¢ um polinémio de grau maior ou igual
a um, mostra-se que existem sempre polinémios univocamente determinados
r e ¢ tais que

p(z) = q(z)c(z) +r(z)

em que o grau r < grau g < grau p.

Dividindo ambos os membros da igualdade anterior por ¢ tem-se

plx) _ c(z) + r(z)

q() q(z)’

o que atendendo a que um polinémio é imediatamente primitivavel reduz
a primitivacao de funcgoes racionais impréprias a primitivagao de funcgoes
racionais proprias. Nesta seccao consider-se-a apenas fungoes racionais re-
presentadas por fracgoes préprias.

Comece-se por analisar a decomposi¢ao de um polinémio de coeficientes
reais em factores irredutiveis.

Definicao 4.6.1. Um polinémio q de coeficientes reais e de grau n > 1 €
redutivel se existirem dois polinomios, qi,qs, ambos de grau inferior a n tais
que

q=q1-92

Diz-se irredutivel em caso contrario.
Mostra-se que:
e Nos polinémios de grau impar, os polinémios de grau 1 sao irredutiveis. Os

polinémios de grau superior a 1 sdo redutiveis ( estes polinémios, ¢, tém li-
mites infinitos de sinais contrarios quando x — 400 ja que existindo a,b € R
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tais que ¢g(a).q(b) < 0 existe ¢ € R tal que ¢(c¢) =0 ).
e Nos polinémios de grau par, os polinémios de grau superior a 2 sao re-
dutiveis. Os polinémios de grau 2 podem ser irredutiveis ou redutiveis.
Considere-se

q(z) =2* + bz +c

Se b? —4c > 0 os polinémios sao redutiveis (q(z) = (z — a)(z — 8), a, B € R,
ou ¢(r) = (x — a)?). Se b* — 4c < 0 os polinémios sao irredutiveis (q(z) =
(x+/2)* + (dc = 0°) /4 = (z = p)* + ¢*, p.q €R).

Um polinémio com coeficientes reais factoriza-se em:
e polinémios de grau um (com raizes simples; com raizes simples e miltiplas)
e polinémios de grau dois irredutiveis (com raizes simples; com raizes simples
e multiplas)

Analise-se de seguida a decomposicao de uma funcao racional em fracgoes
simples comegando por definir polinémios primos entre si.

Definigao 4.6.2. Dois polinémios q; € qa sao primos entre si se nao existirem
polinomios, ¢, s € q tais que
@ =4q-¢ Q2 = 4.0
Proposicao 4.6.3. Sejam q; e gz polinomios primos entre si e p um po-
lindmio tal que grau p < grau (q1.q2). Entao existem polindmios py e po tais
que
x x x
pr) @) | pae) (4.6.1)
()@@ al@) @)
em que o grau p; < grau q;, © = 1,2.

Demonstragao. (*) Do teorema de Bezout existem polinémios p; e py
primos entre si tais que
D1-q1 + D2q2 =1

Multiplicando ambos os membros da igualdade anterior por ﬁ tem-se

4192 q2 q1

Ora,
pP1 = haga + p2 pp2 = hiqi + p1
em que h;, p;, i = 1,2 sao polinémios e grau p; < grau g;.
Assim
L P
4192 42 ¢
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o que atendendo a que grau (¢.q;) > grau p conduz a (4.6.1) m

Exemplo 4.6.4. Determine-se o integral

/3@¥+x+1
B 7
2

P —x
Seja
f:R\{-1,0,1} - R
1) 4t +x+1 A+ B N C
€Tr) = = —
rz—1)(z+1) 2z z—-1 z+1
em que

(( A+ B+C =4
B-C=1

—A=1

\

De facto usando o principio da identidade de polinémios
4 +2+1=(A+B+C)2>+(B-C)r— A
Assim

1 3+2
r x—1 z+1

e
3
/ fx)de =[—In|z|+3In|z — 1|+ 2In|z + 1]] = —=3In3 + 81n 2.
2

Proposicao 4.6.5. Sejam a € R e p,q; polindmios tais que grau p <
n+grau q; e q1(a) # 0. Entao

p(z) - Ay A A, 1 p1(x)

() (z—a) (z—a) (z—a)"! Tt r—a qx)

em que grau py <grav qi e




Demonstragao. (*)
Seja q1(x) = 1 e consequentemente grau p< n — 1.
A férmula de Taylor para o polinémio p relativamente a x = a tem resto nulo

(1) (g

P =ple 4, W“”m“ﬁ”—aw—l
p(x) Ay Ay A,

(z — a) (x—a)”_'_(x—a)”—l—i_'“_'_gj—a

em que A, = ﬁp(kfl)(a).

Seja q1(x) # 1. Tem-se neste caso

(k=1)
em que £ €]0, 7] e Ay = 2 (ﬂ> (a). Assim

(k=)' \ @1

p(x) A Ay A,
P T EEr T e o

+ R(z)

em que R é uma funcao racional cujo denominador nao se anula em a. =

Exemplo 4.6.6. Determine-se o integral

/2 dr +1
i i—
p w(r+1)3

Seja
f:R\{-1,0} - R
. 4l’+1 _A A3 A2 A1
f(x)iaz(:c+1)3 o Jr:c+1+(:c+1)2+(:c+1)3
em que

( A—f-Ag:O
3A+2A3+A,=0

A+ A3+ A+ A =4

A=1
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Note-se que as constantes A, Ay, A3 podem ser determinadas resolvendo
o sistema anterior ou recorrendo a férmula

1 1\ *-b
Ay = —— 4+ - k=12 3.
k (kf—l)'( +.T) ) ) 4y

Recorrendo a formula anterior tem-se

rz=-—1

1 1 1\’ 1
A =4-1=3, Ay=[-—-— =—1, As3=—[-= == = —1.
! ’ ? ( xQ)ac—l 7 ’ 2' ( x2)$—1 (x3>x—

Assim
1 1 1 3
A R ) A PR )
e
2 1 3 1 ) 9
/1f(x)dx—[lnm—ln]x—i-l]%—(x_'_l)+§(x+1)2 1—111(4/3)—ﬂ

Na integracao de funcoes racionais é central a decomposicao em fracgoes
simples. Vai-se estabelecer em seguida um resultado que contém como casos
particulares os anteriores.

Teorema 4.6.7 (Decomposicao em fracgoes simples). Sejam p, q polindmios
tais que grau p < grau q. A fung¢do racional p/q é a soma de um nimero
finito de fraccoes simples da forma

A le‘i_BQ
(x —a)"’ ((z —p)?+¢*)m
em quen,m € N; A, B;,By € R; a,p,q € R.

Demonstracao. (*) A fungao racional p/q é decomponivel, da pro-
posicao 4.6.3, numa soma de parcelas em que ¢;, ¢ = 1,...,n, sao factores
irredutiveis tais que grau p; < grau g;

p(x) ~ (@) _ +pn—1(fv) +pn(rv)

@(@) . (@) () @le) T (@) ()

As parcelas da igualdade anterior sao da forma

() 20

w—an K () 2 )= @ -pP+ e paeR

g™ ()
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em que pp, Py sao polindmios. A decomposigao das parcelas da forma (i) foi
analisada na proposicao 4.6.5, quanto a (ii) tem-se

p1(l’) _ Bz + Cl n Byxr + CQ B,,x + Cm
qm™(r) qm(z) gvt(z) q(x)

igualdade estabelecida por recorréncia a partir das igualdades

pi(z) = q1(2)q(x) + co(z) q1(7) = qa(z)q(x) + 1 ()

5

em que ¢, Co, g2, ¢1 sao polindmios que se obtém de divisoes inteiras. ° =

Exemplo 4.6.8. Determine-se o integral

3
2
/953—1— dx
9 x°—1

Seja
fR\{1} =R
f()_x—i-Q_ A N Bx+ C
x_a:3—1_x—1 24+ r+1
em que
( A+B=0
A-B+C=1
A-C=2
\

uma vez que do principio da identidade de polinémios
r+2=(A+B)2*+(A-B+C)x+A-C .

Tem-se assim

3 31 o+
[ o= [ A [

Como o primeiro integral é imediato analise-se apenas a determinacao do
segundo integral. Tem-se
z+1 z+1 B r+1
e+l (e+1/2243/4 (z-p)?+¢

®Nao existe férmula para as constantes correspondentes as raizes complexas se exis-
tir contudo s6 um factor desse tipo pode obter-se fazendo a diferenga com os factores
associados as raizes reais.
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em que p = —1/2,¢ = v/3/2. Ora recorrendo ao método de substituicio para
r=p(t)=p+qt =—1/2+/3t/2, ¢'(t) = v/3/2 tem-se

V3 11 2

31ie 215

concluindo-se que

3 1
t) = £ arctgt + — In(1 + t?)

o
( 3 2

2
3

‘Af@Wm:bﬁx—n—ngagééx+ﬁ3_1mﬂ+§@+gﬂ

Assim, uma vez que t = (:c + %), tem-se

al

3 3 3 2 3 2

Exemplo 4.6.9. Determine-se o integral

/3x4—:n3+6:r2—43:+7
dx
5 (z —1)(2% + 2)?
Tem-se
f:R\{1} =R
at — a3+ 622 —Ar+ 7 A Bx+C Dzx+FE
flx) = = + +
(x —1)(22+2)? r—1 2242 (224 2)?
em que
((A+B=1
B4+ C=-1

4A+2B—-C+D =6

—2B+2C+FE—-D=—4

4A-2C - FE =7

\

uma vez que do principio da identidade de polinémios
vt —2® 4627 —dr +7 =

= (A+B)2*+(C—B)2* +(4A+2B—C+D)2*+(—2B+2C+E—D)r+4A—2C—E .
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Tem-se assim

3 3 1 3 1 3 -1
/ f(x)dx:/ dx—/ dx—i—/ e
9 s T—1 5 242 o (22+2)2

O primeiro integral é imediato. Determine-se uma primitiva com vista a
determinacao do segundo integral.

Tem-se
/ / % _ arctg <\/i§)
x? + 2 2 v V2
1+ (75

Analise-se agora o terceiro integral.

Tem-se ) .

xr — xr

T de= | - de— [ ————d

[ wrrapie | aiapee | Grape
em que
/ T J 1 -1
@+22 " T 2@+ 2)

(§]

/ 1 d_1/ 2 d_l/x2+2—x2d_
@+22 T 2) @r2e™ T 2) @@r2e T

1 1 1 22
S (¥ R
2/:1:2+2 . 2/(x2+2)2 .

e usando o método de primitivacao por partes na ultima parcela

/Ldmz/dex:—g ! —1—1/ ! dx
(22 +2)2 (2 +2)? 222+2 2 ) 2242
obtém-se | | |
/mdxzz<x2::2+/w2+2dx)
3 5 T 1z+2]°
/Zf(x)dx: {1n|x—1|—marctg(ﬁ>—é—l$2—+2}2

Em conclusao de uma forma sucinta tem-se como método de integracao
das fungdes racionais representadas pela fracgao prépria p/q

Assim
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(A) Decomposicao em fracgoes simples da fungdo integranda.
(A7) Sao polinémios irredutiveis de coeficientes reais:
e ax + b, a # 0 (polinémio de 1° grau com raiz real).
e ar?+bx+c, em que b? —4ac < 0 (polinémio de 2° grau sem raizes reais).

(Aii) Qualquer polindémio ¢(z) de coeficientes reais tem uma factorizacao

g(x) =clx —a)™ ... (x —apy)™ ((x —p1)* + q%)sl . ((x —pm)? + q?n)sm

em que oy, ..., (,, sao raizes reais de polinémios com graus de multiplici-
dade r1,..., rmepr £ qit, ..., Pm L qmi, pj,q; €R, 7 =1,...,m sao raizes
complexas de polinémios com graus de multiplicidade s1,..., S,

(Aiii) A factorizacao do polindmio associa-se a decomposi¢ao em fracgoes
simples da funcao racional.

T A A A r Am Am Amr
plr) _ _Au 2y 2 pmm g
g(z) x—0ar (r—oq)? (x —aq)n T—Qy (x—ap)? (x — app)™m
BH.CL’ + Cll 8213: + 021 3511$ + Csll i 4
(@=—p)?+a (z-p2+¢)?  (@-p)+d)"
Bnlx + Cnl BnQI + CnZ annl' + Cnsn
ot — T e
(@ =p)? + a7 ((z—pa)?+¢2) ((z=pn)* + )

(B) Integragao das fracgoes simples.

(B.4)

Ailnjz —a| se n=1

se n>1

/ B,z + C,, dr
(x=p)2+ )"

Recorrendo a substituigao ¢(t) = p + gt = = tem-se
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Byp + Bgt + Cry / Mt / N,
Mgdt= | —2_dt+ [ " dt
/ (@z+)" ! (+1) (Z+1)

em que
M,

Myt ) 20—m)(E
/ 2+ 1)" dt

se m>1

M
711n(t2—|—1) se m=1

N, N, arctg(t) se m=1
RS

Note-se que se m > 1

formula de recorréncia se m>1

/ dt _2m—3/ a1 t
@+1)"™ 2m-2) @+1)"  2m-2"(24+1)" "

sendo o resultado final obtido aplicando m —1 vezes a primitivacao por partes

até obter primitiva de .
p v t2+1

(C) Aplicagao da propriedade da linearidade dos integrais.

4.7 Integracao de funcoes irracionais e de funcoes
trigonométricas

Comece-se por analisar a integracao de classes de fungoes irracionais. Considerem-
se as classes de funcoes:

(i) R(:v, (i:g)) a,f €R
(id) R(m,m>

em que R (z,y) representa uma fungao racional separadamente em cada uma
das variaveis x e y.

(i) Seja o integral
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A substituicao
(i_g) :t:>:v=a—:<ﬂ(t) © w(t):((lOé——tQ)z

permite reduzir a determinacao do integral I a determinagao de um integral
cuja funcao integranda é uma funcao racional.

~Hz2) _
]:%a—m/w R(a &20( L
»

L) 1—¢27 ) (1—12)?

Exemplo 4.7.1. Determine-se o integral

J; V- =

4

Considere-se

1
2— 2 2t + 1 2t
( f) —tsa= () e @)=
l‘_

/¢(x—11)(2_x)dx:/(i:f)é2:@‘“
1

1 ot 1
—. dt =2 dt =2 tot
/t 2= o(t) (1+£2)2 /<1+t2> arctgt +C

Tem-se

Ora

Assim

w

dx == |2 arctg t]‘/ig =

T 1
é Ve —1)2—z) 53

(ii) Seja o integral

:/”R(x,m) da

1

e Se b?2 — 4ac >0

O trinémio ax?+bx+c tem duas raizes reais «, 3 e é aplicavel o procedimento
anterior ja que
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NI

mz\{a(x—a)%(x—ﬁ)
:ﬁ(x_&>2(x—6), a>0

r—p
e Seb?—4ac<0,a>0
A substituicao

var? +br+c=+ax +t

em que

3;_752—_0_ () =t = '(2)
“bh_ovat ¥ =

permite reduzir a determinacao do integral I a determinagao de um integral
cuja funcao integranda é uma funcao racional.

o H(x2)
1= / R(p(t),1) &'(t) dt

“1(x1)

Exemplo 4.7.2. Determine-se o integral

2
1
dz
/1 (x2—|—k2)v/x2+k2
Considere-se
k—t*

Vil+ k2 =z+t=>x= =op(t) e ¢{t)=

2t

Tem-se

/2 1 de — _/t2 1 Rt
1 (2?2 + k2)Va? + k2 y (+t)2(x+1t) 22

to t 2 to
0 (12 +k2) 2+ k2],

emquet; = —1+V1+k2ety=—2+V4+ k2%

Considere-se a finalizar a seccao a integragao de uma classe de funcoes
trigonométricas. Seja o integral

[:/ R (senx,cosz) drx

1
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A substituicao

xZ ' :
tgg =t=az=2arctgt =), ¢)=1773
(§
2t 1-¢
seny = —— COST = ———>
1+ L+ 82

permite reduzir a determinacao do integral [ a determinagao de um integral
cuja funcao integranda é uma funcao racional.

o @) o0 1-12\ 1
I = 2/ R , dt
o=1(z1) 1+t2714+t2) 1+¢2

Exemplo 4.7.3. Determine-se o integral

w/2 1
/0 1+senz +cosz

Considere-se

xr = 2arctgt
Tem-se
/2 1 ! 1 2
/ 1+ sena + dx:/ T S
0 senx + cos x 0 (1+t2 + e+ 1)

1
1 1
/ot‘i‘l Inft+1]]; =In

jAquet; =0ety =1

4.8 Exercicios

4.8.1 Exercicios resolvidos

Exerc 4.8.1. Determine o valor dos sequintes integrais:

) /Ol(xQ—\/E)dx i) /lecosxdx

Resolugao.

i) Directamente da férmula de Barrow
3 1

[ @ = v = [ = Sa) ==

0 3
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ii) Recorrendo ao método de integracao por partes
1 1
/ rcoszdr = [rsen x| — / senzdr =senl+cosl —1
0 0

Exerc 4.8.2. Determine o valor dos integrais

4x arcsen >

1/2 1
/ i7) / arctg z dz.
V4 - (V2x)t 0

Resolugao.

i) Directamente da férmula de Barrow

12 Srarcsenz? oy o11/2 T2
dz = [arcsen® 2*] /" = —
V4= (V22)!

0 36
ii) Recorrendo ao método de integracao por partes

1 1
T
arcte x do = [z arcteg 2]t — dr =
/0 Bods = [pasctgzly /01+x2

1
= (l.arctg 1 — 0.arctg0) — [lnvl + xz] =71/4—InVv2
0

Exerc 4.8.3. Determine o valor dos integrais

us

/ed—$ iz’)/senx shz dz
1 /4 — (Inx)?’ 0 '
Resolugao.

i) Directamente da férmula de Barrow

/EL_/QLM_ [arcsen(m_w)r m
1 x4/4 — (Inx)? 1 /1_(lnTx>2 2 1 6
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ii) Tem-se, recorrendo ao método de integragao por partes,

2 s 2
/ senz sha dr = [— cosx shz|? —/ —cosz chxdx
0 0

Aplicando mais uma vez o método de integracao por partes tem-se

2 s 2
/ cosx chxdr = [senz chz|} —/ senz shxdz
0 0

Assim obtém-se a equacao

s

% s usd 2
/ senx sha dr = [—cosx shz|} + [senz chz]] —/ senz shx dx
0 0

Concluindo-se que

VB

ch%
senx shxdr = —=
0 2

Exerc 4.8.4. Determine o valor dos integrais

1 1 72
i) / rarctgz dx i1) / 5 dx
0 o (z+2)(xz+1)

Resolugao.

i)

1 2 1,2
1
/0 xarctgxdx:[%arctgw]é—i/o 1—T—:z:2 dx =

T 1[ ‘ ]1
= — — — — ar —_ - — —
3 2.7: arctg x|

ii) A funcao integranda é uma funcao racional que se decompoe em fracgoes
simples

1 xQ 1 1 1 1 1 1
/ 2d93:A/ d:zc—l—B/ —Qd:H—C/ dr =
0 (l’+2)(.’l§'+1) 0 x4+ 2 0 ($—|—1) 0 x+1

1
= Alln(z +2)]p = Bl—= 1o + Clln(z + 1.
A determinacao das constantes A, B, C' é feita pelo método dos coefici-

entes indeterminados ja que

°=(A+C)z* + (2A+ B+3C)z + A+ 2B +2C
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Tem-se A =4, B=1, C' = —3 concluindo-se que:

/0 (z+2)(x + 1) dr =41In(3/2) +1/2 — 31n(2).

Exerc 4.8.5. Determine, usando o método de substituicao, o valor do inte-
gral

5
xXr
/—dx
2 \/l’—1+2

Sugestao: Utilize a substituicao Jxr —1 =1

Resolugao. Aplicando o método de integracao por substituicao
5 2 12
t*+1
/ S — - / T rdt =
2 Vr—142 1 t+2

2 43 2
B4t ~10
- dt = 2 =2t +54+—— | dt =
/1 £+ 2 /1 ( * +t+2)

= [*/3 — > + 5t — 10In(t + 2)}? =13/3 —101In(4/3)

Exerc 4.8.6. Determine, usando o método de substituicao, o valor do inte-

gral
/2 dx
1 (ez — 1)2.

Sugestao: Utilize a substituicao e* =t

Resolugao. Aplicando o método de integragao por substituicao

/2 dx _/62 dt

(et =1 e -1
“/A B S|

= —+ + dt = /—dt+/ —d+/ —_dt=.
/e (t t—1 (t—l) t—1 e (t—1)

e

= Inf¢ — [n(t - 1)]¢ —L_l] hl(e —1)+e 21
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Exerc 4.8.7. Calcule o sequinte integral por substituicdao, recorrendo a fun¢ao

o(t) = 2arctg(t)
ER |
J
o l+senxz

2tg(Z
(Sugestdo: senx = %)
14 tg (5)
R luca Send - =2 / . 2
esolugao. Sendo z = ¢(t) = 2arctg(t), ¢'(t) = B
e
9 to((Zarcte(t)) o
sen(2arctg(t)) = g(2 (zgmtg(g) =T
1+ tg?(EgEtl)
tem-se
3 1 1 ] ) . _
/ s _/ 2t 2dt_/ S dt=[-2t+1) =1L
o Tsens™ "y B TEET o (14
1+1¢2
n

Exerc 4.8.8. Considere a fun¢ao f : [a,b] — R injectiva e diferencidvel,
com derivada continua, tal que, f'(x) # 0 para x € [a, b].
Mostre que se f([a,b]) = [c,d], a fungdo inversa f~' : [c,d] — R € integrdvel

‘ d f7Y(d)
/ F ) dy = £ (d)d — f0)ee - / f(o)de.

f=He)

Resolugao. f~! é continua em [c,d] e consequentemente integrdvel. In-
tegrando por partes

/ F ) dy = [ ()l — / Y (9)y dy

Ora sendo y = f(x)
b
f(@)

Assim integrando por substituicao em que z = f~1(y)

(f @) =) (f2) =

v [
[orsan= [ it
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Exerc 4.8.9. Considere a fun¢ao F :]0, 7[— R

CcCOos T 1
FO=) Jaea e

i) Defina a derivada de F(x)

ii) A funcao F' é mondtona? Justifique.
Resolugao.

i) Sendo

v 1
Fl(x):/o \/(1—t2)(4—t2)dt e f(x)=cosx

a funcao F = Fj o f. Assim pela derivada da funcao composta

F'(z) = F{(f(2)).f'(z)
Ora f’(z) = —senz e pelo teorema fundamental do calculo integral

1

h = )

rel—1,1]

Em conclusao

—Ssenax

Fie) = V(1 —cos?z)(4 — cos® )

z €]0, 7|

ii) A fungao F' é mondtona, estritamente crescente, em x €]0, [ uma vez

que

F'(z) = _ o >0, z €0
V(1 —cos?z)(4 — cos® )

Exerc 4.8.10.
Considere a fungao G : RTU{0} — R

42 t2
= —dt
G @) /O 41

i) Defina justificando a func¢do derivada de G.
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i) O contradominio de G estd contido em R* U {0} ¢ Justifique.

Resolugao.

i) Sendo

T t2 5
Gl(x)—/o t4—|—1dt e flz)=z+x

a funcao G = G o f. Assim pela derivada da funcao composta

G'(z) = Gi(f(2)).f'(x)

Ora f(z) = = + 2? e pelo teorema fundamental do cdlculo

z
G =
1 () t+1
Em conclusao tem-se
2
G (z) = M(?x +1)
(z+a22)' +1

ii) Sim, tem-se CDg = {G(x) : © € Rt U{0}} C Rt U{0}. Da alinea
anterior deduz-se que G, em que G(0) = 0, ¢ uma funcdo continua
crescente, pois G'(xz) > 0 para z > 0, concluindo-se do teorema de
Bolzano e da monotonia da fungao G que CDg C R U {0}.

Exerc 4.8.11. Considere a funcio G: R — R

cos 2z t
G(zr) = dt.
9= e
i) Calcule G(0).

ii) A funcao G € diferencidvel no seu dominio? Justifique e em caso afir-
mativo determine a funcao deriwada de G.

Resolucgao.

i) Tem-se pela férmula de Barrow

' t 293711 _ B
G(O):/O et = [+ ) = V2 -1
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t
V1+1t2

t

fundamental do calculo, Gy (z) = [ ———=dt é diferencidvel em R.
() fo Jit e

Assim a fun¢ao G = G o f, em que f(x) = cos 2z, é diferenciavel pois

resulta da composicao de fungoes diferenciaveis tendo-se

ii) A funcao g(t) = ¢ uma funcgao continua em R e do teorema

COS 2%

V1 4+ cos? 2x

G'(x) = —2sen2x

Exerc 4.8.12. Considere a fun¢ao G : |1/2, 400 — R

2+4cosx 1
6o = [
1

———dt
3+ 2t2 4+t

i) Calcule G(3F).
i) Justifique que G € diferencidvel em |1/2,+00[ e calcule G' (x), para
x>1/2.

Resolugao.

i)
3 2+4-cos 3m/2 1 2 1
G(l):/ —dt:/ R —,
2 1 3+ 212+t B2+t

A funcao integrando é uma fungao racional que se decompoe em fracgoes
simples

1 A B C
Br22 4t ¢t t+1 0 (¢ 41)?

emque A=1, B=—-Ae(C =-1jaque

1=(A+B)t**+QA+B+O)t+A.

Assim
21 1 1 12
1 <¥_t+ 1_(t n 1)2)dt =[nt—In(t+1)+(t+1) ], =2In2-In3-1/6.
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1 ,
=————¢
134+ 2t2 + ¢
uma funcao continua no dominio e, do teorema da derivada da funcgao
composta tem-se que G é uma fungao diferenciavel em |1/2, +oo[ tendo-

se para x > 1/2

ii) Do teorema fundamental do cdlculo, uma vez que f(t)

, —senx
G (x) = 3 2
(24 cosx)” +2(24 cosz)” + (2 + cosx)

Exerc 4.8.13. Sabendo que f tem derivadas continuas até a 2* ordem em
R, e que para a € R, [7 f'(t)dt = f(z) — f(a), mostre que

f(2) = f(a) + Fla)(z —a) + / ") -t

Resolucao. Recorrendo ao método de integracao por partes

f(@) - fa) = / "Wt = [ @) / it =

— o @)-af @)= [ 180t = 2 @) =af (@) +af (@) —af (0)- [ 7" @) -

— (z—a)f'(a)+a(f'(2)— f'(a)— / C4f ()t = (2—a) f (a) b / " ()i / Cip (e

a a

Assim
f(z) = fla) = f(a)(@ —a) + / £ @ — .
||

Exerc 4.8.14. Seja f : [a,b] — R uma fungdo diferencidavel. Mostre que
se F' € uma primitiva de f em |a,b],

/ fA(z)dx = F(b)F'(b) — F(a)F'(a) — / F(x)F"(x)dz.

Resolucao. Sendo f é diferenciavel e F' uma primitiva de f tem-se que
f é continua e que F'(x) = f(x). Assim integrando por partes

[ @)@ = f@FE)E - [ 1P

Ora



/a b F(2)F(z)dz = / b F(2)F"(z)dx.

o que conduz de imediato a proposicao que se queria demonstrar. m

Exerc 4.8.15. Calcule a drea da regido limitadas pela curva y* = z(1 — x)?
easrectasx=0ex=1/2.

Resolugao. Sendo A a area da regiao tem-se

1/2 1/2 1/2 1/2
A:2/ xl—xzdx:2/ Vr(l—z)de =2 / $1/2d:17—/ 32 dx
oV (1—x) i (1—x) i i

Aplicando a férmula de Barrow obtém-se
1/2 1/2
ao (2] 2,0\ 27 5
3 0 5 0 30

Exemplo 4.8.16. Determine a drea da regiao plana delimitada pelas rectas
verticais de equagoes x = —1, x = 1 e pelos grdficos das fungoes arctg |z,
2

x® — 1.

~nl —
As funcoes arctg |z|, 22 — 1 sdo fungoes pares tendo-se

A= /_ (arctg |z| — (2* — 1)) do = 2/0 (arctgz — (2* — 1)) da

1

Ora usando a primitivacao por partes

1
/l.arctgxda::x.arctg:p—/xQﬁ_ld:ﬁ:xarctgm—§1n(x2+1)

Assim

1 3 Yo o4
A=2 tgr — = In(z® +1) — — =—+-—1In2
[xarc 8T — 3 n(z® + 1) 3 +xL 5Tz~ In
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4.8.2 Enunciados de exercicios

Exerc 4.8.17. Determine o valor dos sequintes integrais

21 ! 1
) ——1)d X} —d
i) /1(x Jd i) /0 2 13r 2

Exerc 4.8.18. Determine o valor dos sequintes integrais

) /Ol(x—ez)dx i) /01\/1::__xdx

Exerc 4.8.19. Determine o valor dos sequintes integrais

7) /Og(ac + senx)dx i1) /01 @t 1;@ ey dx

Exerc 4.8.20. Determine o valor dos sequintes integrais

i) /Og(1 — cosz)dr i) /01 V1 — zd

Exerc 4.8.21. Determine o valor dos sequintes integrais

i) /12(%—1)61;5 i) /leewdx

Exerc 4.8.22. Calcule por substituicdo, recorrendo a fungao p(t) = 2 arctg(t),

o integral
ER |
/ o
0 2+cosx

1 —tg*(5
(Sugestdo: cosx = #}
1 + tg (5)
L . N 1— ¢
Exerc 4.8.23. Calcule por substituicdo, recorrendo a fungdo p(t) = 78

o integral

1
1 1—
/ \/ L.
o 1+zV 14z

Exerc 4.8.24. Calcule por substituicdo, recorrendo a fungdo p(t) = 2 arctg(t),

o integral
B 3
| oy
0 senz + 2

2tg(L
() st +1=(0+1)2+2)

Sugestoes: sentr = ———=—
(Sug 1+ tg2(%)
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Exerc 4.8.25. Considere a fungdo F : |1/2,+o0c[ — R, definida por
2z t
Fla) = / dt
1 24+ 1

i) Justifique que F € diferencidvel em ]1/2,4+o0[ e calcule F'(x), para x >
1/2.

Exerc 4.8.26. Considere a fungio G : |1/2,+o00[ — R, definida por

22 1
G(z) = ———dt.
(z) /1 1+ 422

i) Calcule F(1).

i) Calcule G(1).

i) Justifique que G € diferencidvel em ]1/2,+o0[ e calcule G' (), para x >
1/2.

Exerc 4.8.27. Considere a fungdo F : |1/2,+00[ — R, definida por

1'2 1
F(z) = /1 N dt.

i) Calcule F(1).

i) Justifique que F € diferencidvel em ]1/2,+o0[ e calcule F'(x), para x >
1/2.

Exerc 4.8.28. Considere a func¢io G : |1/3,4+00] — R, definida por

3z 1
i) Calcule G(1).

i) Justifique que G € diferencidvel em ]1/3,4+o00[ e calcule G' (), para x >
1/3.

Exerc 4.8.29. Considere a func¢io F : |1/2,4+00] — R, definida por

2+senx 2
o= [ 2
. 3+t

i) Calcule F(r).

i) Justifique que F € diferencidvel em ]1/2,4+o0[ e calcule F'(x), para x >
1/2.
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Capitulo 5

Séries numeéricas e séries de
poténcias

Inicia-se o capitulo com a definicao de série numérica e com a nocgao de
convergéncia de séries numéricas, indicando-se exemplos, em particular o
exemplo da série geométrica. Considerando séries numéricas com termos
nao negativos e nao positivos estabelece-se uma condigao necesséaria de con-
vergéncia e o critério de Cauchy bem como as suas consequéncias imediatas.
Estabelecem-se para séries de termos nao negativos critérios de convergeéncia.
Estabelece-se o critério de comparagao, o critério da razao e o critério da raiz.
Define-se série absolutamente convergente e analisa-se a consequéncia deste
conceito na andlise da natureza de séries de termos reais. Aborda-se suma-
riamente a determinacao aproximada da soma de uma série convergente.
Introduz-se o conceito de série de poténcias. Estabelecem-se para estas séries
condicoes de convergéncia e indica-se, quando possivel, expressoes para a sua
soma.

5.1 Série numérica. Definicao. Exemplos.

Procurando estender a nocao de adicao a um numero infinito de parcelas e
atribuir significado ao simbolo

—+00
E Q.
n=1

em que a, ¢ uma sucessao de termos reais é natural pensar na sucessao de
termos reais
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S1 = a1

32:a1+a2

Sp=Q1 + a2 + ...+ ay.

Nem sempre é possivel contudo atribuir significado ao simbolo considerado
mas, se a sucessao s, convergir naturalmente

—+o00

lims,, = E an,
n

n=1

Definicao 5.1.1. Sejam as sucessoes de termos reais a, € s, = a; + as +
...+ a,. Designa-se por série numérica o objecto matemdtico definido pelo
par ordenado (ay,, Sy)

A série numérica por simplicidade representa-se por
+oo
D> an
n=1
em que a sucessao a,, ¢ designada por sucessao dos termos da série e a sucessao

sp € designada por sucessao das somas parciais. Note-se que as duas sucessoes
a, e s, sao determinadas uma pela outra

apb ———— S,=a+tax+...+a,
Sn - = Ap = Sp — Sp—1

Definicao 5.1.2. A série numérica
+oo
2 an
n=1
¢ uma série convergente(divergente) se e $6 se a sucessao s, € uma Sucessao

convergente(divergente).
Se a série € convergente a soma da série € o limite da sucessao s, i. e.

“+o00

g a, = lim s,
n

n=1
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+oo
Teorema 5.1.3. Se a série Y a, € convergente entdo a sucessio a, € um

n=1
infinitésimo
+o0
Demonstragao. »_ a, é uma série convergente se e s se a SuCessao
n=1

Sp = a1+ as + ...+ a, é convergente. Tem-se
Apt1 = Spnt+1 — Sn.

Ora sendo s,, uma sucessao convergente, uma vez que S,1 ¢ uma subsucessao
de s,

lim a,y; = lim s,47— lim s,=0
n—-+oo n—-+o0o n—-+oo
|
Exemplo 5.1.4. Seja a série geométrica
+oo
E a.r™ a€cR
n=1

Analise-se para que valores de r € R a série € convergente.

er=1
Sp,=a+a+...+a=n.a

A série é divergente pois s, € uma sucessao divergente.

or£1
1—r"
n — I'on = ]-_n = n— .-
Sp — 1.8, = a(l — 1) Sn = Q.
Como
+00 se r>1
lim r"=4¢ 0 se |r| <1

n—-+00

nao existe se r < —1.

tem-se que a sucessao s, converge se e sé se |[r| < 1. Consequentemente a
série geométrica indicada é convergente se e s se |r| <1 e

+o0o

B a
E ar" = .
1—r

n=1
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Exemplo 5.1.5. Analise-se a convergéncia da série

y L
n=1 \/ﬁ
Tem-se
1 " 1 N 1
ap=—= € S, = —+...+—=
vn V2 Vn
Ora ) )
n
Sp 2> —+ ...+ —==—==v/n—+
—vn Vnoon Vi
+o00
consequentemente a sucessao s, é divergente e a série > — é divergente.
n=1

Este exemplo mostra que a condi¢cao a,, — 0 é uma condigdo necessaria
de convergéncia mas nao é condicao suficiente, pois a, — 0 e a série é
divergente.

Exemplo 5.1.6. Seja a série de Mengoli

+o0o 1

— n(n+ 1)
Analise-se se a série € convergente.
Tem-se
1 1 n 1 R 1
ap, = Spn=—4+—+...
n(n+1) 1.2 23 n(n +1)
Ora
1 1 1
an = = — —
nn+1) n n+1
vindo
s1=1-1/2

so=(1—-1/2)+(1/2—1/3) =1—1/3

Sn=01-1/2)+(1/2=1/3)+...+ (=1/n)+ (I/n—1/(n+1)).
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Assim a sucess@o s, = 1 —1/(n + 1) é uma sucessdo convergente que tem
como limite 1. A série de Mengoli indicada é pois uma série convergente e

400 1

2wy =

Mais geralmente tem-se a proposicao seguinte

Proposicao 5.1.7. A série
+oo

> an
n=1
em que
Ay = Up — Upt neN

e a sucessao u, sao convergentes ou divergentes simultaneamente e em caso
de convergéncia

—+o00

g ap =uy — lim U,
1 n—-+o0o

n—=

Demonstracao. Considere-se a sucessao
Sp=a1+as+...+a, = (ug—ug)+ (ug —ug)+... 4 (Up — Ups1) = U — Uy

As sucessoes s, e u,, atendendo a expressao anterior, tém a mesma natureza.
Sendo convergentes

lim s, =u; — lim wu,.q.
n—-+00 n—-+o0o

Conclui-se esta seccao com resultados de operagoes algebricas envolvendo
séries.

Teorema 5.1.8.
i) Sejam
+0o0 “+oo
/ 1
E a, e E a,,
n=1 n=1

duas séries convergentes de somas respectivamente s’ e s”. FEntdo a
+o00o

série Y an, em que a, = a,, + all, € convergente de soma s = s' + §".
n=1
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i) Se
+o00o
D
n=1
+o00
¢ uma série convergente de soma s, e b € R. Entdo a série ) b, em
n=1
que b, = ba,, é convergente de soma bs.
Demonstracao.

i) Sejam s/, e s/ as sucessoes de somas parciais associadas as séries de
: 3 / "
termos gerails respectivamente a,, € a,,.
Tem-se

Sp=a1+...+ta,=(a}+a))+...4+ (a, +a) =
=(ai+...+a)+ (@ +...+a)=s, +s.
Concluindo-se que a sucessao s, ¢ convergente e

S, =8 +5 =s

ii) Sendo ¢, a sucessdo das somas parciais associada a série de termo geral
ba,, tem-se

b.a; +...+b.a, =b(a;+...+a,) = bs

Observacao 5.1.9.

+00 +o00
e Quando sao divergentes as séries Y al e > al' a série
n=1 n=1
+o00
!/ "
> (ay +ap),
n=1
pode divergir ou convergir.
+o0 +o0
e Quando uma das séries Y al ou Y a! converge e a outra diverge a
n=1 n=1
série
+o00o
E !/ "
n=1
diverge.
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5.2 Critério de Cauchy. Consequéncias

Em geral a convergéncia de uma série nao é analisada directamente a partir
da sucessao das somas parciais mas recorrendo a critérios de convergencia.
Analisa-se nesta sec¢ao uma condig¢ao necesséria e suficiente de convergéncia
designada por critério de Cauchy.

Teorema 5.2.1 (Critério de Cauchy). A série

—+00

>

n=1

€ convergente se e S0 se

V 3 r>qg>p = la otar] <e
e>0 peN =4 p |q+1+ t |

Demonstracao.
“+o0o
A série > a, é convergente se e sd se a sucessao s, = a; + ...+ a, é
n=1
uma sucessao convergente. Ora a sucessao s, ¢ uma sucessao convergente se

e 86 se a sucessao s, ¢ uma sucessao de Cauchy. Por outro lado s, é uma
sucessao de Cauchy se e sé se

V 4 r>qg>p = |s, —s,/ <ce
e>0 peN =4 p |T q’

Atendendo a que
Sp— 8¢ = Qgy1+ ...+ Q.

tem-se assim o critério de Cauchy. m

Observagao 5.2.2. A condi¢do necessdria de convergéncia a, — 0 pode
obter-se a partir deste critério:

>
E‘z’opglN r>q>p = |ag1 + —I—ar|<eri1|aq+1|<e

Exemplo 5.2.3. Analise-se se a série harmonica,
+o0o
>
n=1 n

€ uma série divergente
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Tem-se para r = 2q que

1 N 1 N _%1>;1+ ﬁ_1_1
g+1 qg+2 7 207 2¢ T 2 2

Assim pelo critério de Cauchy a série é divergente.

Corolario 5.2.4. As séries numéricas
—+o00 —+oo
E a, € E by,
n=1 n=1

em que eziste p € N tal que para n > p, a, = b,, sao da mesma natureza (a
natureza da série nao depende dos p primeiros termos)

Exemplo 5.2.5. Tém a mesma natureza as séries numéricas

1 1 1

§+6+E+ - (n+1 _Z n+1

1 1 =1
2434+ —4..4——+... =243 —
LT R s s * +;n(n+1)

Sdao ambas séries convergentes ainda que com somas diferentes.

Corolario 5.2.6. A natureza de uma série nao € alterada se for suprimido
um numero finito arbitrdario de termos i.e. para p € N as séries

“+o00 “+o00

E a, € E by,

n=1 n=1
em que b, = a,4p, Sa0 da mesma natureza.

Exemplo 5.2.7. Sao séries simultaneamente divergentes as séries:

1 1
]_ _
R E
1 1 R |
_+Z+'”+n—|—2+"'_znln—|—2
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5.3 Critérios de convergéncia para séries de
termos nao negativos

Teorema 5.3.1. Sendo a,, > 0 a série
+oo
>
n=1
€ convergente se e SO se a sucessao das somas parciais € majorada.

Demonstracao. A sucessao

é uma sucessao crescente ja que, como a, 1 > 0,

Spt1 = Sp + Gpaa > Sp .
Ora uma sucessao s, crescente é convergente se e s6 se é¢ majorada.
Teorema 5.3.2 (Critério geral de comparagao). Seja

0<a,<b, neN

+oo +oo
i) Se > b, € uma série convergente entao » , a, € uma série convergente.
n=1 n=1
+o0 +o0o
ii) Se > a, € uma série divergente entio Y b, € uma série divergente.
n=1 n=1
Demonstracao.

i) Sejam as sucessoes das somas parciais
Sp=a1+ ...+ a,, e t,=b+...+0b,.

+00
Como 0 < a, < b, tem-se s, < t,. Ora sendo »_ b, uma série conver-
n=1
gente do teorema 5.3.1, £, é uma sucessao majorada consequentemente
+o0o

a sucessao s, ¢ uma sucessao majorada concluindo-se que Y a, é uma
n=1

série convergente.
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ii) Tendo presente que sendo A, B proposigoes, A = B < B = A, tem-se
de imediato ii) de i) .

+00
Exemplo 5.3.3. Analise-se a convergéncia da série %
n=1T
+0oo 1
A série a analisar tem a mesma natureza que a série » , ———.
n=1 (TZ + 1)
Ora

1 1
<

(n+1)* ~ n(n+1) nel

“+00

em que », ——
q nz::l n(n+ 1)

de comparacao tem-se entao que a série

¢ uma série de Mengoli convergente. Do critério geral

+o0 1

PRI

n=1
é uma série convergente.

+oo ]
Exemplo 5.3.4. Analise-se a natureza da série > 7
n=1"T
+oo 1

1 . . . :
Uma vez que se tem — < 1—/3 € a serie E — e dlvergente a serie consi-
n n n=1

derada é uma série divergente.

Mais geralmente tem-se que as séries de Dirichlet

—l—oo1

np
n=1

sao séries convergentes se p > 1 e séries divergentes se p < 1

Teorema 5.3.5 (Critério geral de comparacao na forma de limite). Sejam
a, >0 eb, >0. Entao

i) Se existir o limite em R de a, /b, e for diferente de zero, as séries

+oo +oo
g a, € E by,
n=1 n=1

tém a mesma natureza.
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i) Se

. a
lim — =0
n—-+oo bn
+00 +00
tem-se que se Y b, € uma série convergente entio » a, € uma série
n=1 n=1
convergente.
iii) Se
. a
lim — = 400
n—-+4oo bn
+00 +00
tem-se que se Y a, € uma série divergente entdo Y b, € uma série
) n=1 n=1
divergente.
Demonstracao.
i) Seja
. Qp,
lim —=1#0
n—-4o0o bn
Entao

d n>p 0<l—e<a—n<l+6
€€]0,l[ bn

concluindo-se que
a’n
0< k?l < b_ < kQ

em que k; =1 —¢€, ks = [+ €. Assim do critério geral de comparacao

+o00 +o00 +00
tem-se que se »_ b, é convergente » a, é convergente e que, se Y ay
n=1 n=1 n=1

+o0
é divergente > b, é divergente.
n=1

ii) Sendo o limite zero

Vn>p oga—”

<e = a,<e¢b
e>0 bn_ =

obtendo-se a conclusao do critério geral de comparacao.
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iii) Sendo o limite +o00

a
Vn>p b—n26:>anzebn

>0 n

obtendo-se a conclusao do critério geral de comparacao.

Exemplo 5.3.6. Analise-se a natureza da série

Sendo
(v e
a, = N4

" n+l vn) nvn+l+(n+1)/n

tem-se ]
a
lim—— == #0
n*%+i 2 7&

+00
Assim a série ) a, é uma série convergente pois tem a mesma natureza que

n=1

a série Z —7, que ¢ uma série de Dirichlet convergente.
n=1 11

+oo

Teorema 5.3.7 (Critério da razdo). Seja Y. a, uma série de termos nao
n=1

neqgativos

i) Se existe r < 1 tal que a partir de certa ordem

Qn41 <
n
+oo
entao Y a, € convergente.
n=1
ii) Se a partir de certa ordem
n+1 > 1
ap
+o00
entao Y a, € divergente.
n=1
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Demonstracao.

+o0o
i) Seja b, = r". A série geométrica Y b, converge quando r < 1. Ora
n=1
An41 bn+1
<r=
an bn
. An+1 Qp, ~ Qp ,
Assim < — e a sucessao — ¢é decrescente tendo-se
n+1 n n
a aq
n < ==k
bn bl
Recorrendo ao critério de comparacao, uma vez que a,, < kb, se a série
+00 too
> by, é convergente é também convergente > a,, .
n=1 n=1

ii) Se a partir de certa ordem a,.; > a, entdo a, nao tende para zero e

+oo
consequentemente a série Y a, nao é convergente.
n=1
u
+oo
Corolario 5.3.8 (Critério de D’Alembert). Seja Y a, uma série de termos
n=1

positivos e suponha-se que existe

. An+1
lim —— =1
n—-+oo an
+o0
e Sel <1 asérie Y a, converge.
n=1

+oo
o Sel>1 asérie Y a, diverge.
n=1

+oo
o Sel=1% a série Y a, diverge.

n=1

Demonstragao.

e Se l < 1 escolhido € €]0,1 — I[ tem-se a partir de certa ordem

Ap+1

<l4+e<1
an

+oo
vindo do critério da razao que a série » | a, converge.
n=1
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e Nos restantes casos basta verificar que a condicdo necessaria de con-
vergéncia da série nao se verifica.

Exemplo 5.3.9. Considere-se a série

+oo

Z%, a>1

n=1

e analise-se se € convergente.

Tem-se
an+1
. An+1 . n+1)! . a
lim = lim ( a") = lim =
n—+00 (A, n—-+o0 o n—+oom + 1

concluindo-se pelo critério de D’Alembert que a série é convergente.
Como consequéncia da convergeéncia da série

an

lim — =0
n—+oo n!

i.e. quando n — +o0, a™ é desprezavel relativamente a n!, a™ = o(n!).

% nl
Exemplo 5.3.10. Considere-se a série ), — e analise-se se é convergente.
n=1"T
Tem-se
(n+1)! n
. Ap41 . n+1)7 1 . n 1
lim — = lim %:hm =-<1
n—+oo  Qy, n—too I n—+oo \ 1+ 1 e
n

concluindo-se pelo critério de D’Alembert que a série é convergente.
Como consequéncia da convergéncia da série

) n!
Iim — =0
n—+oo N

i.e. quando n — +o0, n! é desprezavel relativamente a n™, n! = o(n").
+00
Teorema 5.3.11 (Critério da raiz). Seja > a, uma série de termos nao

. n=1
neqativos.
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i) Se existe r < 1 tal que a partir de certa ordem {/a, < r entdo a série

+00
> a, € convergente.
n=1
+o00
ii) Se a partir de certa ordem /a, > 1 entdo a série Y a, € divergente.
n=1
Demonstragao.
i) Se para n > p se tem a, <" em que r < 1 entao
+oo +oo
g r’  série convergente = = g a, série convergente.
n=1 n=1

ii) Se existirem infinitos nimeros naturais tais que {/a, > 1, a sucessao a,

+o0
nao é um infinitésimo e consequentemente a série »  a, nao converge.
n=1
n
+oo
Corolario 5.3.12. Seja ) a, uma série de termos ndio negativos e
n=1
lim /a,, =1
+oo
i) Sel <1 asérie Y a, é convergente.
n=1
+oo
i) 1 >1 a série Y a, € divergente.
n=1
ii1) | =1 nada se pode concluir.
+o00o
Exemplo 5.3.13. Analise-se a convergéncia da série »  na"
n=1

Tem-se

lim vna® =a

n—-+0o0o

concluindo-se pelo critério de Cauchy que a série é convergente se a < 1 e
divergente se a > 1. Para a = 1 a série é divergente uma vez que nao satisfaz
a condicao necessaria para a convergéncia de séries.
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Observacao 5.3.14. Tem-se

. 1 _ 1
lim {/—==1 e lim {/—=1
n—-+o0o n2 n—-+o0o n
+oo ] +oo
Sendo a série ), — convergente e a série ) — divergente conclui-se que
n=1M n=1T1

sendo | =1 do corolario 5.3.12 nada se pode concluir quanto a natureza da
Série.

Teorema 5.3.15 (Critério integral). A série

+oo

IOF

n=1
em que f uma funcao continua, decrescente e positiva em {x € R: = > 1},
€ uma série convergente se e so se existe, em R,

lim /1 " ) do

m——+0o0
Demonstracao. Como a fungao f é continua, decrescente e positiva no
intervalo [k, k + 1], k € N, tem-se
k41

fk+1) < A (z) dx < f(F)

Ora considerando n—1 desigualdades para k = 1,...,n—1, e somando termo
a termo tem-se

Se— f) =3 f(k) = (1) < / @) dr <3 F (k) = s
||

o que permite obter de imediato o critério integral.

Este critério integral permite estabelecer a convergéncia das séries de
Dirichlet. Considerando hnj [ f(z) dz em que f(z) = & tem-se
m——+00

/ 1daz: =Inn—-Inl
1

T

esep#1 - X X
—dr = ——(
1 P I—p

np-l 1)

. . A . . m . s .
Assim da existéncia em R de lim  [[" f(z)dz conclui-se que as séries de
m—+00

Dirichlet sao divergentes se p < 1 e convergentes se p > 1.
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5.4 Séries absolutamente convergentes

Os critérios de convergéncia para séries

+oo

>

n=1

em que a, > 0 permitem analisar evidentemente a convergéncia das séries
+00
> b, em que b, = —a,, paran > p com p € N. O conceito de série ab-
n=1
solutamente convergente, que se introduz nesta seccao vai permitir alargar

o conjunto das séries cujos critérios de convergéncia de séries de termos nao
negativos se podem aplicar.

400
Definigao 5.4.1. A série > a, € uma série absolutamente convergente se
n=1
+oo
® > a, € uma série convergente;
n=1

e

“+oo
e > |a,| € uma série convergente.

n=1
+oo
A série Y a, diz-se uma série simplesmente convergente se for uma série
n=1

+o00o
convergente e a série Y |a,| for uma série divergente.
n=1

Observacao 5.4.2. Qualquer série convergente que tenha todos os termos
com o mesmo sinal € absolutamente convergente. Uma série simplesmente
convergente tem infinitos termos positivos e infinitos termos negativos.
Note-se que muitas das propriedades da adi¢cdo nao sao verificadas para as
séries simplesmente convergentes mas apenas para as séries absolutamente
convergentes.

+00 too
Teorema 5.4.3. Se Y |a,| € uma série convergente entio »_ a, é também
n=1 n=1

uma série convergente tendo-se

+oo +oo
> an <2 lad]
n=1 n=1
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+o0o
Demonstracao. Convergindo a série Y |a,|, do critério de Cauchy,
n=1

V3 r>qg>p = |laga|+.. . +la| <e

e>0 peN
Ora como
lagr1 + ...+ ar| <lage| + ...+ ar] (5.4.1)
+o00o
pode concluir-se, se > a, for convergente, que
n=1
g1+ ... +a,| <e
+o0o
o que pelo critério de Cauchy permite concluir a convergéncia da série > a,,.
n=1

Finalmente passando ao limite em (5.4.1) tem-se a relagdo entre as somas
das séries indicada. m

+oo +oo
Observagao 5.4.4. Se Y |a,| € uma série divergente, a série Y a, pode
n=1 n=1

ser convergente ou divergente.
+o00o
Exemplo 5.4.5. Analise-se quanto a convergéncia a série Y, r™ cos(nm), em

n=1

que 0 <r < 1.

Esta série é absolutamente convergente, uma vez que a série do médulos

“+oo “+00

“+oo
Z | cos(nm)| = Z P (—=1)"| = Zr”
n=1 n=1 n=1

¢ uma série geométrica convergente ja que 0 < r < 1.

5.5 A soma de séries

Conhecida a convergéncia de uma série numérica na pratica apenas em casos
particulares é facil o cdlculo da soma da série por passagem ao limite da
sucessao das somas parciais. Em geral opta-se por obter valores aproximados
da soma.

Considerando a série convergente

+oo

>

n=1
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do corolario 5.2.6 a série
400

2

n=p+1

¢ uma série convergente designada por resto de ordem p.
Fixando p € N o termo de ordem n + p da sucessao das somas parciais da
série pode escrever-se

Spap = Sp + (App1 + ...+ Qpin)

Passando ao limite em n tem-se

§=8p, Ty
“+o00o
em que 7, o resto de ordem p, é a soma da série ) a,. Assim a soma da
n=p+1
+oo
série Y a, pode ser aproximada por
n=1

Sp=0a1+ay+ ...+ ay,
COIN €ITO 7)) = § — Sp.
Vai-se indicar de seguida majorantes para o erro que se comete ao apro-

ximar a soma de séries absolutamente convergentes, cuja convergéncia foi
estabelecida pelo critério da raiz e pelo critério da razao.

+o0
e Seja > a, em que |a,|'" <r < 1. Tem-se

n=1
+00 p
D an=D antry
n=1 n=1

e
+o0 +o00 1
=1 als 3 =L
n=p+1 n=p+1

Assim se r = 1/2, p = 10 tem-se

|7“10’ S 2711.—

=210 < 0.001
1/2 ’
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<r<le

e Seja

An 41
a

400 P 400
Zan:Zan+ Zan a, > 0.
n=1 n=1

n=p+1
Tem-se
Ry a a
r'p = Za”:ap+1+ap+2+-~-:ap+1<1+ p+2+p—+3+...)
nept1 p+1 Gpt1

Ap+3 _ Gp+3 Ap+2
€ uma vez que =

Gp+1 Op+2 Apyl

a
ol < appa (147 +124..) < 24

—1—-r
Exemplo 5.5.1. Seja
+oo +oo
1 1 1 1 dey
Z;H_1+1+5+"'+H+"‘_1+25_6'
em que
a ;x 1
n+1 :(ntl): <1
an, ] n—+1

Considerando p =5 o erro que se comete na aproxrimag¢ao

~111 1 1 1 1
e=1+ +5+§+Z+a
€ majorado por 0,002 jd que
1 n+1
[ =
1-1/(n+1) n
1
® =
P (p+ 1)
e consequentemente
71
< —.— < 0,002
=66
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5.6 Séries de poténcias

Definicao 5.6.1. Sendo a,, uma sucessao, chama-se série de poténcias de
x € R com coeficientes a,, a série

+oo
E a,x" .
n=0
+o0o
A série ) a,x™ identifica-se com um polinémio se todos os coeficientes a,
n=0

forem nulos a partir de certa ordem. As séries de poténcias podem encarar-se

como generalizagoes de polinémios em x: ag + a1z + ... + a,x™.
“+o00

Designa-se por dominio de convergéncia de > a,x™ o subconjunto de R para
n=0

o qual a série é convergente.

Tal como um polinémio define uma funcao de variavel real em R, uma série
de poténcias define uma fungao no subconjunto de R onde a série é con-
vergente, precisamente a funcao que em cada ponto desse conjunto tem por
valor a soma da série no ponto considerado.

+oo
Teorema 5.6.2. Seja a série de poténcias Y a,z"™ em que existe lim, o /|y
n=0

A série é absolutamente convergente para x €| — r,r[, em que
1

r=- .
hmn—)—i—oo n\/ ’a'nl

Em x €] — oo, —r[U]r,+00[ a série é divergente.

Demonstragao. Seja a série |ag| + |ayz| + ... + |a 2™ + ... .
Tem-se para x € R

lim {/|a,||z"] = lim |z|{/|a,| = |z| lim {/|a,].
n—-+o0o n—-+00

n—-+o0o

Assim pelo critério da raiz para x € R fixo se |z|lim, ;0 {/|a,| < 1 a série
é absolutamente convergente. Consequentemente sempre que

2] <

1
hmn%Jroo n\/ |an|

a série é absolutamente convergente i.e. a série de poténcias é absolutamente
convergente para x €| — r,r[.
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Se x ¢ [—r,r] tem-se lim,,, 1o {/]asz"| > 1 e Z la,z™| é divergente o que

leva a concluir que a série dada nao é absolutamente convergente. Por outro
lado como lim,,_, 1 {/|a,z™| > 1 tém-se infinitos valores de n para os quais

{/|apx™| > 1 concluindo-se que a sucessao a, = a,z™ nao tende para zero e
consequentemente a série considerada é divergente para x €] — oo, r[U]r, +0o0.
u

Observacao 5.6.3.

e Designa-se | — r,r| por intervalo de convergéncia e r por raio de con-
vergencia.

o Selim, , o ¥/|a,| = +00 tem-se r = 0 e a série é divergente excepto
em x =0. Selim, o {/|a,| =0 tem-se r = +00 e a série é conver-
gente em R.

“+o00o
e O teorema anterior esclarece a convergéncia da série de poténcias ) a,z"

n=0
sex # —r ex # r extremos do intervalo de convergéncia. Nao existe

nenhum resultado geral para x = +£r.

Exemplo 5.6.4. Analise-se em R a convergéncia da série

+0o0

Zm":1+x+x2+...+x"+...
n=0

e determine-se quando possivel a sua soma.

Tem-se
r=4{/]a,| =1

Assim se |z| < 1 a série é absolutamente convergente e

+o0 1
dat=lta+a’+. . +a" .. = ,
n=0

se |z| > 1 a série ¢ divergente.

O dominio de convergéncia da série de poténcias ) a,z™ pode ser obtido
n=0
também partindo do critério de D’Alembert.
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+00
Corolario 5.6.5. O raio de convergéncia da série | a,x™, sempre que erista
n=0

o limite de € dado por:

CLn—&—l

Qn

r= lim
n—-+oo an-l—l

Demonstracao. Como

lim {/|a,| = lim an

n—-400 n—-+oo an+1

a expressao para r obtém-se de imediato do teorema anterior.
Note-se que directamente, do critério de D’Alembert, se

n——+00 A, " n—+o0o | G,

conclui-se que x pertence ao dominio de convergéencia da série o que permite
obter, de modo alternativo, uma expressao para r.

Exemplo 5.6.6. Analise-se em R a convergéncia da série

oo 4,

>

n!
n=0

e determine-se quando possivel a sua soma.

Do corolario 5.6.5 tem-se para o raio de convergéncia:

. a .
r= lim “|= lim (n+1)=+oo0.
n—-4oo an+1 n—-+4oo

Assim a série é absolutamente convergente em R e

oo

> = fw) = eap(a), zeR.

n=0
Exemplo 5.6.7. Analise-se em R a convergéncia da série

+oo
Z(—l)":v%: 1—2? a2t —a® 4 (D)™™ ...
n=0

e determine-se quando possivel a sua soma.
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Tem-se

In | 1,

r= lim

n—-+4o0o an+1

Assim se |z| < 1 a série é absolutamente convergente e

“+o0o
> (=1 = f(x) = Isz z €] —1,1].
n=0

Se |z| > 1 a série é divergente.

Definicao 5.6.8. Sendo a,, uma sucessao de termos reais a série de poténcias
de x —a, a € R, € por definicdo a série

+o0
Z an(z —a)"
n=0

+o0o

A série de poténcias Y a,(x — a)", converge em 1z, se e s6 se a série
n=0
+oo
> ayu™, em que u = xy — a, é convergente. Assim o dominio de con-
n=0

vergéncia da série de poténcias de x — a pode obter-se a partir do dominio
de convergéncia da série de poténcias de u. Se r = 400, o dominio de con-
vergéncia ¢ R ese r = 0 ¢é {a} = [a,a]. Para 0 < r < 400 o dominio de
convergéncia contém |a — r,a + 7| e estd contido em [a — r,a + ]| sendo a
convergencia absoluta em qualquer ponto do primeiro intervalo.

Exemplo 5.6.9. Determine-se o intervalo em que a série de poténcias

Z (_1>n (.I' _ 3)n

2n+1

n=0
€ absolutamente convergente.

Tem-se
(="

T on+1

ap | 2n+3

Con+1

an, = r=1

Qp+1

A série é absolutamente convergente no intervalo aberto |2,4[ sendo em
] — 00, 2[UJ4, +00[ divergente.
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Exemplo 5.6.10. Determine-se, se possivel a soma da série de poténcias

> ((_1)%;) (z—2)" Z(—l)"(x—Q)”—l—Z%(m—@”

Uma vez que os raios de convergéncia das séries parcelas sao repectiva-
mente

(1"
1

1/n!
1/(n+1)!

Qn

=1 e ry= lim ‘

lim
n—-+o0o

n—-+o0o

ry = lim
n—-+4o0o an—i—l

a série ¢ absolutamente convergente em

—-l<zr—-2<1 & 1<z<3 & z€l,3]

+oo _1)"
e Em 2 =1, a série > (1 + ( ') ) é divergente.

n=0 n:
+oo 1

e Em x = 3, a série ) ((—1)” + —') é divergente.
n=0 n:

Finalmente determinando a soma no dominio de convergéncia tem-se:

Jf ((_1)n + l,) (x—2)" = ! + e z €]1,3].

n=0

5.7 Exercicios

5.7.1 Exercicios resolvidos

Exerc 5.7.1. Analise a natureza das séries numéricas indicadas e determine
a soma de uma delas

XR3—en
1
Z /n2 ) ; 3n
Resolugao.
. . ~ _ _n — L i,
i) Sejam as sucessoes a, = 7= © b, Y — - COmM 0 mesmo com
portamento quando n — +o0o. Tem-se
v \/2715 : 1
lim =lim ———— =1 € R",
Vn 3 5
Vo 1422
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Do critério de comparacdo as séries >~ \/27 e > - tém a
- T

noé
mesma natureza. Como a série > - - é uma série de Dirichlet di-
né6
400 N
vergente, » ° | — com p < 1, a série ) 7= ¢ também divergente.
n=1
i) A serle
+o00 \n +o00
geométricas convergentes > (3)" ¢ > (£)
n=0 n=1

A soma da série é obtida a partir da soma das anteriores séries geométricas

3 en 1 e\n 1 6/3 e
Z 3n ;(3) ;(3) 1-1/3 1—¢/3 / 3—e

Exerc 5.7.2. Analise a natureza das séries numéricas

i) anl i) Ziflcos(m).

+ TL7/2 n
n=1
Resolugao.
i) Seja
Vo \/_ _ 1
n3 +ni n% n?
Do critério geral de comparagao a série >~ | SL é convergente, uma
n°+n?2
vez que a série ) - | =5 ¢ uma série Dirichlet convergente, > >° | -1 com
p > 1.
ii) Seja Y507, [ cos(nm)| = 3207, &
Tem-se
. Gpr1 . (n+DY R n!(n+ 1)n" , 1
lim —— =lim —————.— = lim =lim ——— =
an (n+ 1)"*1 n! (n+1)*(n+ 1)n! (14 )"
Assim pelo critério de D’Alembert a série Y7, n“ ¢é convergente e con-

sequentemente a série 0% | 2 cos(n) é uma série absolutamente con-

vergente.

nln”
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Exerc 5.7.3.

Determine, se possivel, o valor da soma das séries

—+00 —+00
2n+1 n2

2) Z en—1 ZZ) Z 1+ n2

n=1 n=1

Resolucgao.
i) A série
+00
2 n
2e E (=)
e
n=1
é uma série geométrica convergente uma vez que tem razao inferior a
um (2/e). O valor da sua soma é:

<= 2ntl 2/e 4e

-9 —
en—1 61—2/6 e—2

n=1

ii) A série nao satisfaz a condi¢do necessaria da convergéncia de séries ja

que
2
n
lim =1#0
n—oo 1 —+ 77,2 7&
zo +oo n2 7 7o . ~
consequentemente a série ) - ) T2 ¢ uma série divergente nao tendo
soma. Tn
]
Exerc 5.7.4.
Analise a natureza das séries
0 ogn X g = T T
7 27 217 CcoS — cos(—
) Ym0 g 3 (e ()
Resolucgao.
i) Tem-se
3" " 1
< -
1 + 32n — 32n 3n
Ora .
>
n=1



¢ uma série geométrica convergente consequentemente, do critério geral
n

“+oo

"=l 432

de comparacao a série ¢ uma série convergente.

ii) A série

+oo nn
Z Ll
— 27!

é uma série divergente, ja que do critério de D’Alembert:

(n+1)n+l n
Unp1  2F gl (n+1)"(n+1)  2"n!
an e n" 22"(n + 1)n!
‘ 1 n+1"
lim = m () =S >
n—+oo  Q, n——+oo 2 n 2

iii)

+o0o
Z (COS<n i 1) - COS(%)) é uma série de Mengoli convergente

n=1

j& que é um caso particular da classe de séries 37> (a, — @,41) com a

3 T
sucessao a, = cos(—) convergente.
n

Exerc 5.7.5.

Considere a série

, VN
2V e

i) A série € absolutamente convergente? Justifique.

n=1

ii) A sucessao

1 V2 AL
EJrﬁ—...Jr(—l) RN

¢ convergente? Justifique.

Uy = —

Resolucgao.
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i) Seja
+oo +o0
Z ,(_1)nly — Z _vn
— n3vn? +1  “—=n3yn? +1

e as sucessoes /i
n 1
ap,=———— ¢€e b,=—
n3vn? +1 n

com o0 mesmo comportamento quando n — 4+o0o0. Tem-se

[SIB

e as séries S a, e 3 b,,, do critério de comparagao, tém a mesma
natureza. A série 7> b, é uma série de Dirichlet convergente e con-
+00 \/ﬁ

sequentemente » == 713\/774—1 ¢ uma série convergente.
A série ZZE(_DHW\/\/% é pois absolutamente convergente.
ii)
+o00
Como Z(—l)"?)l ¢ uma série absolutamente convergente

é uma série convergente. Assim a sucessao das somas parciais

1 V2 vn

Up=——=+ —— — ...+ (1) ————
V2 85 (=1) n3vn? +1

¢ uma sucessao convergente.

Exerc 5.7.6.

Analise a natureza das séries numéricas indicadas e determine o valor da
soma de uma delas.

+oo +00 +oo
D IE R i) SV +1 i) > n’
n=1 n

— n'+n

Resolugao.
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i) A série

+0o0 “+o0o 1 n
E 37(2n+1) — 1/3 E (_)

n=1 n=1 9

é uma série geométrica de termos positivos convergente uma vez que

tem razao inferior a um (1/9). O valor da sua soma ¢é :
1

1/32(%)n—1/3 19 _ 1

1-1/9 24

+
8

S

+
—_

ii) A série
n*+n
¢ uma série convergente pelo critério de comparacao ja que para as

sucessoes com 0 mesmo comportamento quando n — 400

se tem
e a série >0 b, é uma série de Dirichlet convergente.

2

iii) A série
+00
>
— 14en
¢ uma série convergente pelo critério de D’Alembert.
(n+1)° )
. T ol 1\21/en! +1 1
lim 2 = i AT gy (14 e A lfe 1
n—+o0o Ay, n—+oo n n—+o0 n 1/en+1 +1 e
14 en

|
Exerc 5.7.7. Considere a série de poténcias
+oo
3TL
(1 . 21‘)71—&-3

Z pn+l

n=1
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i) Indique o maior intervalo aberto onde a série € absolutamente conver-
gente

ii) Determine no intervalo indicado em i) a soma da série.
Resolucao.

i) Tem-se para o raio de convergeéncia

n, . 3n.pnt? )
=g =3

r=lim|
Ap+1

Assim série converge absolutamente se |[1—2z| < 5/3. O maior intervalo
aberto onde a série de poténcias é absolutamente convergente é:

| —1/3,4/3]
ii)

(1 —2z)*

pnt1 5

n=1 n=1

Jio 3" (1= 22)" = (1-— 2x)3+2°° <3— Gx)” _ (1—2z)% &8

5

Exerc 5.7.8. Determine o intervalo de R onde é convergente a série de
poténcias

+oo n
-1
E (2”n)2 (z—1)"*, z €R.
n=1

Resolugao. Tem-se para o raio de convergéncia

1
. M2
| = lim —2~— =2
Ap+1 271 (n+1)2

Qn

r = lim |

Assim a série converge absolutamente se | — 1| < 2 ie. se x €] — 1,3].

+o00
Para x = —1, a série # é uma série de Dirichlet convergente. Para xz = 3,
n=1
a série Jio (_l)n| = Jio 1, 6 uma série de Dirichlet convergente
n=1 n? B n=1 n? & '
Em concluséao a série de poténcias converge absolutamente para x € [—1, 3].
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5.7.2 Enunciados de exercicios

Exerc 5.7.9. Analise a natureza das séries numéricas

+oo on +oo 3n
Z 2il laiom) i
Exerc 5.7.10. Considere as séries numéricas
<X 5S o e2n

i) As séries sao convergentes? Justifique.
ii) Determine a soma de uma delas.

Exerc 5.7.11. Seja a sucessio a, de termos reais nao nulos convergente
para a # 0. A série

“+oo
Z (an+1 + an)
n=1
¢ convergente? Justifique.
+o00o
Exerc 5.7.12. Sendo Y  (a, — 1) uma série de termos positivos conver-
n=1

gente, qual a natureza da série

+00 2
a, —1

~ 4+ a,

Justifique.

Exerc 5.7.13. Considere a série de poténcias

n22n 1

f (224 1)" L eR

Indique o maior intervalo aberto de R em que a série € absolutamente
convergente.

Exerc 5.7.14. Considere a série
oo
5z -1, zeR
n=1
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i) Determine o intervalo de R, onde a série é absolutamente convergente.

i1) Determine a soma da série quando r = 3.

Exerc 5.7.15. Considere a série

«= 1 Ry 1 1
n+1
§2n+2(:v+3) +;<—(n+1)!_m) x €R.

i) Indique o intervalo de convergéncia da série.
ii) Indique a soma da série no intervalo de convergéncia indicado.

Exerc 5.7.16. Determine o intervalo de R onde é convergente a série

+oo n +oo n3
oo @)+ Y — zeR.
n=1 2 n=1 n'
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