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Capitulo 1. Numeros reais: revisoes e propriedades

Expressoes algébricas, inequagoes. Supremo e infimo de um conjunto

1. Resolva as seguintes equagoes e inequagoes:

a) 4<22<9 i) Va?+2z > 2,
b) 2% <2 — a4, i) e <1,
c) 23 + 2 < 222, k) e72% —2e7% < 1,
1 1
) CC2 1§17 1) In(2) >0,
x p—
) m) In (1) +1n (2?) < 4,
e)x<;, n) x < |zl
)y Vi—z=z-1 o) |z| <z —2|,
g) vV —1=+r—1, p) 1<|z—2[<3
22(1 +2) zt—16
h >0 <0,
) @rne- ) LPEETE

2. Escreva cada um dos seguintes conjuntos como intervalo ou reuniao de intervalos, indi-
cando o supremo, infimo, maximo e minimo, se existirem em R:

a) {mER:x_igl}, d) {zeR:|z—1|(2* — 4) > 0},
x4+ ) {x eR: |2 — 1| < |z + 1|},
b) {xER:xglgx}, f) {zx€eR:2? —|z| -2 <0},
’ R.x2_|$‘<
¢) {z €R: |3z — 4] > 2%}, g \rER =3 =0

3. Indique o maior € > 0 tal que A contém uma vizinhanca-¢ de xg:

a) A=[0,1], g =
b) A=10,1], zg =

; c) A=1]-20,+o0[, zg = 20;

5 d) A= [_273] U]4,—|—OO[, €To = %

Wl N

4. Mostre que o conjunto
A={zeR:|z-2|+ |z -1 <5}

é limitado e indique um majorante e um minorante de A.
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10.

11.

. Para cada um dos seguintes subconjuntos de R, determine, ou justifique que nao existe

em R, os respectivos supremo, infimo, maximo e minimo:

a) A={-2}U [0,1]; e) AUD
b) B = [3,+0] f) B\Q
c) C'=]—0c0,V2] g CNQ
d) D={14+2":neN} h) (AUB)\Q.

Considere os conjuntos A e B definidos por

-1 1
A:{xeR:x >0}, B:{xER:x:—n,nEN}.

rlnzx

Mostre que o conjunto A é igual a RT \ {1}. Determine, caso existam, ou justifique que
nao existem, o supremo, o infimo, 0 maximo e o minimo dos conjuntos A e AU B.

Considere os seguintes subconjuntos de R:

1
A={zeR:22-2(<2+1}, B=0Q C:{kQ:kGN}.
a) Mostre que A = [—1+\@,3].

b) Determine, se existirem, o supremo, infimo, maximo e minimo de AN B, C.

Considere os seguintes subconjuntos de R:

2

A:{xGR: < }, B={2"?:neN}.

jz[ =17

a) Mostre que A = [—v2,-1[ U |1,V2].
b) Determine ou justifique que nao existem, os supremo, maximo, infimo e minimo de
cada um dos conjuntos ANQ, Be BNQ.

Sejam A e B dois subconjuntos de R.

a) Prove que, se sup A < inf B, A e B sao disjuntos, ou seja, AN B = ().

b) Mostre, por meio de exemplos, que se for supA > inf B A supB > inf A, Ae B
podem ser ou nao disjuntos.

Seja A um subconjunto de R, nado-vazio e majorado, tal que sup A = 1. Mostre que
existe um ponto de A no intervalo [£, 1].

Somatorios

Determine os valores numeéricos das seguintes somas:

2 4 25
a) Y (Bk°—-1); b)Y iy o) > 2.
k=0 i=2 =3
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12. Escreva em forma de somatorio:

13.

14.

15.

16.

a) T+9+11+13+ - +37 ) 2-34+4-24...420
b) I+3+5+%+ +:m d) 1-4+9—16+ ... — 100.
Calcule

DB () e,

k=1 k=1

Inducao Matematica

Mostre pelo principio de indugao matematica que:

3 a3 L 03 3 n(n+1)\>
a) P+ 433+ 4nd = — , para qualquer n € N.

1
=1 (1 - (=1)"(2n+ 1)), para qualquer n € N.
(1-5HA-H1 -1 (1 -1)=1 para qualquer n > 2.

n

b) 1-2+43—4+4---(=1)"tlp

C

)
)
d) 4" + 6n — 1 é multiplo de 9 para qualquer n € N.
e) n! > 2""1 para qualquer n € N.
)

n! < n", para qualquer n € N.
Escreva a proposicao das duas primeiras alineas usando somatérios.

Use indugao matemadtica para mostrar que, para qualquer n € N:

n k . 1 n (k‘_2)2_ TL2—|—2
a);“““)’_l—(nﬂ)!‘ d);zk—z— o

D = Y2
b);k(lﬂ—i-l):n—i-l’ >kzl e E

) T IO T —
¢) D _(k+1)2F =n2"t. ) 2/A>14Z4 ot =2 VA p

qualquer n € N;

b
Il
—

Analise o comportamento quando n — oo das duas primeiras e 1ltima somas acima.

Considere ntimeros reais u; > 0, k& € Ny, tais que

Uk+1
oo
Ug

para algum r > 0. Mostre que, para qualquer n € N, temos u,, < r™uyg.
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17. Prove por inducao matematica que, para quaisquer n € N e aq,---a, € R,

n n
D ai <) lail
i=1 i=1

(Sugestao: use a Desigualdade Triangular |a + b| < |a| + [0].)

18. Considere as sucessoes reais (up), (vn) € (wy,) definidas por recorréncia por:

uy =4, v =1, wy = /5,
w Wpt1 = ,3/411)2 — 3.

2 )
Mostre, usando indugao matematica, que para qualquer n € N,

wp = (=2)™, v = (1YY, w, = V2241

Upt1 = —2Up, Upil =

19. Considere a sucessao real (u,) definida por recorréncia por:

Ul = 1,
2Uu, + 3
Un+1 = 4

a) Mostre usando indugao que u, < % para qualquer n € N.
b) Mostre que (u,) é uma sucessao crescente.

¢) Mostre que (u,) é convergente e determine lim w,,.
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