DM 22 Semestre —2021/2022

DEPARTAMENTO Probabilidade e Estatistica 92107/2022
DE MATEMATICA ;

TECNICD LISEOR LEBiom LEMec LEMat LEGM LEAmb LEAN 18:00-20:00
Duracgdo: 120 minutos Exame Epoca Recurso - (c¢)
Justifique convenientemente todas as respostas
Pergunta 1 2 valores

Uma empresa de engenharia possui um lote contendo componentes eletrénicas de um dado tipo
produzidas pelos fabricantes 1, 2 e 3 nas proporcoes de 50%, 30% e 20%, respetivamente. A probabilidade
de uma componente desse tipo apresentar defeitos é: 2% para componentes produzidas pelo fabricante 1;
3% para componentes produzidas pelo fabricante 2; e 5% para componentes produzidas pelo fabricante 3.

Tendo sido retirada ao acaso uma componente do lote e observado que a mesma apresenta defeitos, calcule
a probabilidade de essa componente ter sido produzida pelo fabricante 3.

¢ Acontecimentos e probabilidades para uma componente escolhida ao acaso

Acontecimento Probabilidade

A = “a componente foi produzida pelo fabricante 1”7 P(A;) =0.5
A, = “a componente foi produzida pelo fabricante 2” P(A2) =0.3
Az = “a componente foi produzida pelo fabricante 3” P(A3) =0.2

D = “a componente apresenta defeitos” P(D)="7?

P(D| A;) =0.02
P(D|Ay)=0.03
P(D| A3)=0.05

¢ Célculo da probabilidade pedida

P(A3) x P(D| As)

P(A3|D) = (teorema de Bayes)
P(A1) x P(D| A1) + P(A2) x P(D | Ap) + P(A3) x P(D | A3)
3 0.2 x 0.05
©0.5%x0.02+0.3x0.03+0.2 x0.05
10
= — =0.3448.
29
Pergunta 2 2 valores

Admita que o ntmero de choques até ocorrer fratura segue uma variavel aleatéria X com distribuicao
geométrica. A probabilidade de ocorrer a fratura logo ao primeiro choque é de 0.1. Obtenha a funcdo de
distribuicao da variavel aleatéria X.
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* V.a. de interesse
X = “numero de choques até ocorrer fractura".

¢ Probabilidade pedida

[x] ,
Y 0.1x0.9"!
i=1

1-0.9% x>1.

P(X =x)

* Funcdo de distribuicéo

Fy (x) = 0, x<l,
XM7Y 1209%, k<x<k+1,keN.

Pergunta 3 2 valores

Considere que a varidvel aleatéria X representa o peso (em decagramas) de um determinado artigo,
possuindo func¢do densidade de probabilidade

3, 3<x<4,
X, 4<x<5,

x p—
fx(x)=45-
0, outros casos.

Sabe-se que os artigos sdo classificados segundo o seu peso em 2 categorias: leves (x < 4.75) e pesados
(x > 4.75). O preco de producdo de cada artigo é 80 céntimos. Os artigos leves sdo vendidos por 2 euros
cada, enquanto os artigos pesados sdo vendidos por 1.50 euros cada apés uma intervencao reparadora com
custo unitario de 20 céntimos. Qual o lucro esperado por artigo? E a varidncia do lucro?

¢ V.a. de interesse

X = “Peso de um artigo"

L = “Lucro por artigo"
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* Varidvel aleatdria L
A varidvel aleatéria L pode assumir os valores:

1=2-0.8=1.2, se o artigo é classificado como leve

[=1.5-(0.8+0.2) =0.5, se o artigo é classificado como pesado
A funcdo densidade de probabilidade de L é:

P(X<4.75), [=1.2,
fil)=1{ P(X>4.75), 1=0.5,
0, outros casos,
com

4 4.75
P(X =4.75) =f x—3dx+[ 5-xdx=0.5+0.46875=0.96875
3 4

P(X>475)=1-P(X =4.75) =0.03125.

¢ Calculo do lucro esperado e da variancia

E(L)

Y Ix fi()
]
1.1781.

¢ Calculo da variancia

E(L?) — E*(L)
= Y Pxfi(h)-1.17817
1

V(L)

= 1.4028-1.1781%
= 0.0148.

Pergunta 4 2 valores

Os instantes de falha (em milhares de horas) de uma componente eletrénica, X, e da respetiva componente
de substituicdo, Y, constituem um par aleatério com funcdo densidade de probabilidade conjunta

eV, O<x<y

fxy(x, ) ={

0, outros casos

Determine, para um ntamero positivo y fixo, E(X | Y =) e V(X | Y = y).
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¢ Para um niimero positivo y, a funcdo funcao densidade de probabilidade marginal de Y é:

+00 ¥
() = f fX,Y(x,y)dX=f0 eVdx=ye™.

Em virtude disso, a funcdo densidade de probabilidade condicional de X dado Y = y vem dada por:

fxiy=y(x) M_{% 0<x<y _{% 0<x<y
=y = _

fr(» 0 outros casos |0 outros casos

¢ Conclui-se assim que (X | Y = y) ~ Unif(0, y) e, recorrendo ao formulério, obtém-se:

. 0+y -0y
EX|Y=y= T e VarX|Y=y= o 12

N =

Pergunta 5 2 valores

Suponha que X e Y sdo duas varidveis aleat6rias independentes que representam o comprimento e a
largura de um retangulo de chapa cortado manualmente. Considere que In(X) e In(Y) sao variaveis

aleatdérias independentes e tém distribuicdo normal de valor esperado 1 cm e 0.5 cm, respetivamente,

ambas com variancia igual a 0.1 cm?. Calcule a probabilidade de a drea do retangulo ser superior a 5 cm?.

¢ V.a. de interesse e distribuicao
In(X) ~ normal(1,0.1) e In(Y) ~ normal(0.5,0.1) varidveis aleatérias independentes.

Seja Z a 4rea o retangulo em cm?, entdo Z = XY.
¢ Probabilidade pedida
P(XY>5) = 1-P(In(X)+In(Y)<Inb)
Uma vez que In X eInY sdo va independentes entdo In X +In Y ~ normal(u, 0®) onde

¢ = EInX+InY)
= E(InX)+E(nY)
= 1+05
= 1.5.

o = Varln X +1nY)

= Var(InX) + Var(InY)
= 0.1+0.1=0.2.
P(XY>5) = 1-P(In(X)+In(Y)<Inb)
D In(X)+In(Y)-1.5 - In(5)-1.5
V0.2 V0.2

~ 1-®(0.24)
~ 1-0.5948
= 0.4052.
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Pergunta 6 2 valores

Admita que X é uma variavel aleatéria com funcao densidade de probabilidade

2\/56‘2’“/5, x>0
0, outros casos

fx(x;0) ={

com 6 > 0 desconhecido. A concretizagdo de uma amostra aleatéria de dimensao 3 proveniente de X,
conduziu a x; = 0.5, x» = 1.2, x3 = 1.9. Obtenha a estimativa de méaxima verosimilhanc¢a do parametro 6.
* Seja x = (x1, X», Xx3) uma amostra aleatéria de dimensao 3 proviniente da populacao X.

¢ Obtencao do estimador da méaxima verosimilhanca de 0
Passo 1 - Funcao de verosimilhanca

L(6]x) = fx(@)
Xiindep =
= f L (x7)
1:1_[1 X
X;~X <
= H Jx(x:)

~
1l
—

2v/@e 250

~
1l

I
e e

_ 23932 p=2VOL i
Passo 2 - Funcao de log-verosimilhanca

3 3
InL(|x) =3In2 + E1n(9—2\/§Z X

i=1

Passo 3 - Maximizag¢ao

A estimativa de MV de 6 é doravante representada por 6 e

A d lnég’li) sy =0  (ponto deestacionariedade)
0:
2
d h;llégelz) o <0 (ponto de madximo)

2
dInL(® i1 %i S L -
AOW| gl Zim¥ g3 Zimfi g (S

d@ 9:(; 26 \/5 20 \/5 ZZiZI Xi
d?InL(9)x)

= —24.84 <0, (proposicao verdadeira)

0=0

do?
Passo 4 - Estimativa de MV de 6.

3 )2
(2 X 3.6)

0.1736.

>
|
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Pergunta 7 2 valores

Num estudo sobre a incidéncia de uma doenca que afeta animais em exploracdes pecudrias foi recolhida
uma amostra de tamanho 50 em que se observaram 6 animais infetados. Determine um intervalo de
confianca para a proporcao de animais com essa doenca na populagdo a um nivel de confianca de 94%.

¢ Selecao da variavel aleatéria fulcral para p

X-p

X(1-X)
n

7= £ normal(0, 1)

¢ Obtenciao dos quantis de probabilidade

aq = ®1(0.03) = —1.8808;
be =@ 1(0.97) = 1.8808.

¢ Inversdo da desigualdade a, < Z < b,

Plapy<Z<by) = 1l-a«a
o
X-p
P|-1.8808< ——<1.8808| =~ 0.94
X1-X

0.94

U

n
_ X1-X) _ X1-X)
P[X-1.8808) ——— <p<X+1.8808) ———
n n

¢ Concretizacao

_ x1-Xx) _ x(1-X%)
ICyy%(p) = |Xx—1.8808 ,X+1.8808

n n
0.12(1-0.12) 0.12(1-0.12)

= 10.12-1.8808y/ ————,0.12+1.8808y/| ——

50 50
= [0.0336,0.2064].
Pergunta 8 2 valores

Pretende-se introduzir um novo processo na producdo de um certo tipo de esferas para uso industrial.
Espera-se que este novo processo mantenha o valor médio da pressao em 5 Ba. Como a introducao
completa do novo processo acarreta custos, resolveu-se proceder a um teste, para o qual foram obtidas
41 esferas produzidas de acordo com o novo método. Para esta amostra registou-se uma pressdo média
amostral igual a 5.6 Ba, e uma varidncia amostral igual a 6.8. Admitindo que a pressdo tem uma distribuicao
normal, serd que estes dados evidenciam que o novo método nao altera o valor médio da pressao? Tome a
decisdao com base no valor-p.
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V.a. de interesse

X=“pressao de um tipo de esferas".

e Hipéteses
Ho:pp=po=5
Hy:p=po#5
* Estatistica de teste B
_ Xk,
Siymn Y

Decisao (com base no valor-p)

Atendendo a que o valor observado da estatistica de teste e do valor-p sao iguais a:

p= 2875 4733
V6.8/41

valor —p =2(1 - Fy,(1.4733)) = 2(1 - 0.9279) € (0.1,0.15),

ndo podemos rejeitar que a pressao média € igual a 5 Ba, para os niveis usuais de significancia.

Pergunta 9 2 valores

A observacao de radiacdo de neutrinos que vém do espaco sideral foi efetuada durante um periodo de 1500
horas, tendo sido registada a seguinte informacao relativa ao ntimero de sinais recebidos por hora:

Numero de sinais recebidos por hora ‘ 0 1 2 =3
Frequéncia absoluta ‘ 1120 325 47 8

Aplicando um teste apropriado, teste a hip6tese de que o nimero de sinais recebidos por hora segue uma
distribuicao de Poisson de parametro 0.3. Tome a decisdo com base no valor-p.

¢ Variavel aleatéria de interesse
X = “ntmero de sinais recebidos por hora"

* Hipéteses
Hj : X ~Poisson(0.3)
H; : X # Poisson(0.3)
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¢ Estatistica de teste

k El)z
Z “Hy X(k 1)’

onde:

k = Namero de classes = 4
O; = Frequéncia absoluta observavel da classe i

E; = Frequéncia absoluta esperada, sob Hy, da classe i

¢ Calculo das frequéncias absolutas esperadas sob Hj

Para ja, note-se que o conjunto de valores possiveis da distribuicao poisson(0.3) é INy. Assim, as
classes a considerar sao C; = {0}, C, = {1}, C3 = {2}, e Cy = {3,4,5,...}, como sugere a tabela de
frequéncias do enunciado. Se, para além disso, atendermos a que fung¢ao de distribuicdo de X, sob
H,, esté tabelada, as frequéncias absolutas esperadas sob Hy sdo iguais a:

Ei = nx p?
= nxPXeC;|H)
= nxP[XeC;| X ~poisson(0.3)]

P(X=0]| X ~poisson(0.3)), i=1
_ P(X=1]| X ~poisson(0.3)), i=2
- "Vpx=2ix~ poisson(0.3)), i=3
P(X=3| X ~poisson(0.3)), i=4
Fpoisson(0.3) (0) %% 0.7408, i=1
1500 ] Froisson3 (D~ Fooisson(0)(0) Z:Z:Z 0.9631 —0.7408 = 0.2223, i=2
Pioiseon(0.3)(2) = Fpoisson(0.3) (1) 0.9964 —0.9631 = 0.0333, i=3
1 - Fpoisson03)(2) “Z"“1-0.9964 = 0.0036, i=4
1112, i=1
| 33345, i=2
4995 i=3
54, i=4

* No célculo do valor observado da estatistica de teste convém recorrer a seguinte tabela auxiliar:

Classe i Freq. abs. obs. Freq. abs. esper. sob Hy  Parcelas valor obs. estat. teste
.12
i 0; Ej=nxp? (o Bl
2
1 {0} 1120 1111.2 % = 0.069690
2 {1 325 333.45 % =~ 0.214133
3 2} 47 49.95 UT-4995" - 0 174224
= 12
4 3,4,...} 8 5.4 B4 ~1.251852
¥k 0;=n=1500 YK E;=n=1500 t=xk M ~1.709899
=171 =171 = E;

e Calculo do valor-p do teste e tomada de decisao

Usando as tabelas estatisticas concluir-se-ia que 0.3 = Fxé) (1.424) < Flfs) (1.709899) < Fxé) (1.869) =
0.4 elogo que 0.6 < valor-p < 0.7; assim ndo devemos rejeitar Hy para qualquer nivel de significancia
inferior ou igual 60%, e logo nao devemos rejeitar Hy para qualquer um dos niveis de significancia
usuais de 1%, 5% ou 10%]
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Pergunta 10 2 valores

Dados relativos a concentracao (percentagem) de madeira dura (x) em 20 amostras de polpa de papel
usadas na manufactura de caixas de cartdo e a respetiva resisténcia a tracao do cartao dai resultante (Y)
conduziram as seguintes estatisticas:

20 20 20 20 20
Y x;=400, Y x2=89.04, > y;=2480.0, ) y7=312567.38, Y x;y;=5128.71.
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1

Admita que as varidveis x e Y estdo relacionadas de acordo com o modelo de regressdo linear simples:
Y = Bo + B1x + €. Apos ter enunciado as hipéteses de trabalho que entender convenientes, obtenha um
intervalo de confianca a 90% para g, tirando partido dos resultados acima.

e Modelo de RLS
Y =resisténcia a tracdo de cartao de caixas (varidvel aleatéria resposta)

x = concentracao de madeira dura em amostra de polpa de papel usada na manufactura de caixas
de cartdo (varidvel explicativa)

Yi=Po+Pixi+e;, i=1,...,n

¢ Hipéteses de trabalho

i.i.d.

€ N,0%), i=1,...,n

¢ Estimativas de MV de f e ;; estimativa de o2
Importa notar que

o n=20
o ¥ x;=40.0

=1yl =90=20

Yr, x2=89.04

! X —nx?=89.04-20x2.0°=9.04

o ¥ yi=2480.0

P= AT =4 = 1240

2 _

Y,y =312567.38

Y yi—ny*=312567.38-20 x 124.0° =5047.38
o ¥ xjyi=5128.71

Y Xiyi—nXy=5128.71-20x2.0 x 124.0 = 168.71
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Logo,

n—-2

. Yl Xiyi—nxy
'61 = n 2 _ 32
i=1%; ~nX

N 168.71

T 9.04

~ 18.662611
Bo = J_’_,BN_C

=~ 124.0—-18.662611 x 2.0

~ 86.674778
A2 1 L =B A2 [ 2 =)
6° = Y yi-ni?|=(B)" | X xi-nk

i=1 i=1

1
~ ——(5047.38—18.662611° x 9.04)
20-2
=~ 105.489491.

¢ Obtencao do IC para 3,

Passo 1 — Seleccao da variavel aleat6ria fulcral

Passo 2 — Obtencao dos quantis de probabilidade

{ aq = Fy,, (@/2) = —Fy, , 1-0.1/2) = —F,, (0.95) “"'&°% _1 734
ba = Fipy, (- /2) = Fy, , (1-0.1/2) = Fy,, 0.95) ‘7' 1 734
Passo 3 — Inversao da desigualdade a, < T < b,
Plag<Z<by)=1-a
P aas&sba =l-a
6-2
\ i xi-n¥
. 62 A 62
PlPr-—bax\| o <bhsbi-aux\|or———F5|=1-2
| i=1 % —nX i=1 % X

Passo 4 — Concretizacao

Tendo em conta a expressao geral do IC para f;,

A 62

B +F 1 Q1-al2) x| ——————

1 Lo - »
s ;7:1xl?—nx2

ICa-a@yx100%(B1) =

e em virtude dos resultados anteriores, o IC pretendido é:

105.489491
18.662611 +£1.734 x /| ——
9.04

[18.662611 + 1.734 x 3.416020]
[12.799232, 24.585990].

I

ICo0%(P1)

I

1
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