DM 22 Semestre —2021/2022

DEPARTAMENTD Probabilidade e Estatistica 92107/2022
DE MATEMATICA LEIC-A LEQ LEBiol
TECNICO LISBOA 15:30-17:30
Duracgdo: 120 minutos Exame Epoca Recurso - (b)
Justifique convenientemente todas as respostas
Pergunta 1 2 valores

Um teste para identificacdo de patégenos humanos em amostras de 4gua conduz a resultado correto com
probabilidade 0.99 em amostras com presenca de patégenos humanos e 0.95 em amostras sem presenca de
patégenos humanos.

Considerando que o teste é aplicado a uma amostra de dgua escolhida ao acaso de uma populagdo em
que 1% das amostras exibem presenca de patégenos humanos e o teste indica a presenca de patégenos
humanos na amostra, calcule a probabilidade de essa amostra conter efetivamente patégenos humanos.

¢ Acontecimentos e probabilidades para uma amostra de d4gua escolhida ao acaso

Acontecimento Probabilidade

A = “a amostra de 4gua contém patégenos humanos” P(A)=0.01

I =“o teste indica a presenca de patégenos humanos na amostra de 4gua” P(I) = ?

P(I| A) =0.99
P(I| A) =0.95

¢ Calculo da probabilidade pedida

P(A) x P(I| A)
P(A) x P(I| A)+ P(A) x P(I | A)
P(A) x P(I| A)
P(A)x P(I| A)+[1-P(A)] x[1-P(]|A)]
0.01 x 0.99
0.01 x 0.99 + [1—0.01] x [1 —0.95]

P(A|D (teorema de Bayes)

l—01(6)
=0 .

Pergunta 2 2 valores

Numa determinada populacdo, apés contacto com um virus, cada individuo fica infetado com
probabilidade 0.7. Suponha que as infe¢oes ocorrem de forma independente. Qual é a probabilidade de
se observarem mais de 7 infegdes num total de 15 contactos, quando ocorre pelo menos uma infecao?
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* V.a. de interesse
X = “numero de infecdes num total de 15 contactos".

X ~binomial(n =15, p = 0.7).

¢ Probabilidade pedida

1-Fx(7)

1-0.315

Fgin(5,0.3)(7)
1-0.315
0.95

1-0315

= 0.95.

P(X>7|X=1)

Pergunta 3 2 valores

A proporcao de impurezas num produto quimico é uma variavel Y com funcao de densidade

12y’(1-y), O0=<y<]l,
0, outros casos.

fy= {
Determine a probabilidade de a propor¢do de impurezas ser superior a trés vezes o seu desvio padrao.

* V.a. de interesse
Y = “proporc¢do impurezas em um produto quimico"

e Varianciade Y
V(Y) = E(Y?-E*Y)
1 1 2
= f0y212y2(1—y)dy—(f0 y12y2(1—y)dy)
1 1 2
= 12[ (y4—y5)dy—(12f (ye‘—y‘*)dy)
0 0
30 \20
1

25
= 0.04.

/1 1
Desvio padrao: v V(Y) = e = =

¢ Probabilidade pedida

1 1
P(Y>3xg) ﬁ 12y*(1-y)dy

5

0.5248.

Pégina 2 de 10



Pergunta 4 2 valores

Os nimeros de falhas em duas méquinas (A e B) a trabalhar em simultaneo distribuem-se uniformemente
no conjunto: {(x,y) €{0,1,2} x {0,1,2} : x < y} (recorde que Ax B={(x,y): x€ Ae y€ B}).

(a) Calcule a correlacdo entre o nimero de falhas que ocorrem nas duas maquinas e comente o seu valor.

¢ Distribuicao conjunta
PX=x,Y=y)=1/6,(x,y) € D,com D = {(x,y) €1{0,1,2} x{0,1,2} : x < y} e 0 outros casos.

¢ Distribuicoes marginaisde X e Y

1/2, x=0,

1/3, x=1,
P(X =x) =
X=0=3 1/6, x=2

0, outros casos.

1/6, y=0,

1/3, y=1,
P(Y=y)=
Y=N=9 12, y=2,

0, outros casos.

¢ Valor médio e variancia de X

1 1 1
EX) = Ox—+1x—-42x=
2 3 6
2
= 2
5 1 1, 1
E(X?) = Ox—-+1x-+22x=
2 3 6
= 1.
V(X) = 1-(2/3)?
= 5/9.
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¢ Valor médio e varidnciade Y

1 1 1
EY) = Ox—-+4+1x—-+42x—
6 3 2
4
-3
) 1 1, 1
E(Y?) = O0x—-+4+1x—-+4+2°%x—
6 3 2
7
= 3
7 2
Vy) = 5—(4/3)
)
= 3
¢ Calculo do valor esperado de XY
1+2+4
E(XY) =
6
7
= &

e Célculo da correlacaoente X e Y

Cov(X,Y) = 7/6—(4/3)x(2/3)
= 15/54
= 5/18.
Corr(X,Y) 5/18
orr(X, =
v5/9v5/9
1
= 5

Correlacdo moderada positiva indicando a existéncia de alguma dependéncia linear entre o nimero
de falhas das duas maquinas.

(b) Obtenha o nimero médio de falhas de A quando em B ocorre uma falha, e o nlimero médio total de
falhas quando em B ocorre uma falha.

1/2, x=0,
Sendo P(X=x|Y=1)=<X 1/2, x=1,
0, outros casos,
logo
E[X|Y=1] = lx%
= 0.5.
E(X+Y|Y=1 = EX|Y=1D+E{Y|Y=1)
= 05+1
= 1.5.

(c) Sao as varidveis aleatérias independentes?

Nao, por exemplo P(X =0,Y =0)=1/6 ZP(X=0)x P(Y =0)=1/2 x 1/6.

Péagina 4 de 10



Pergunta 5 2 valores

Um jogador lanca um dado equilibrado, este ganha um ponto se sair um niimero par e perde um ponto se
sair um namero impar. Ao fim de 50 jogadas qual é a probabilidade aproximada do ntimero total de pontos
obtidos pelo jogador ser superior a 2.

e V.a. Xl'
Seja X; uma va que assume o valor 1 se sair face par e -1 se sair face impar no i-ésimo langcamento
do dado equilibrado, i = 1,...,n com n = 50.

¢ Valor esperado de X;
E(X;) = 0.

¢ Varianciade X;
Var(X;) =E(X?) = (-1)?/2+1%/2=1.

¢ V.a. de interesse
Sp =X, X;, ntimero total de pontos em 7 jogadas.

* Valor esperado e varidnciade S,
E(S») =EQX! | X;) =X E(X;) = nx0=0, porque as va sdo identicamente distribuidas.
Var(S,) = Var(Z;l:l X;) = l'.’:lVar(X,-) = n x 1 =50, porque as variaveis aleatoérias iid.

¢ Distribuicao aproximadade S,

M—ﬁ @ normal(o 1)
VVar(S,)  vn o

¢ Valor aproximado da probabilidade pedida
De acordo com o teorema do limite central, temos

50 50
PIY X;>2| = 1-P|) X;=<2
i=1 i=1
2
¢ 1-of 5
50
= 1-®(0.28)
= 1-0.6103
= 0.3897.
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Pergunta 6 2 valores

Admita que X é uma variavel aleatéria com funcao densidade de probabilidade

.3
%xze 10 x>0

(x;0) =
Ix 0, outros casos
com 6 > 0 desconhecido. A concretizacdo de uma amostra aleatéria de dimensao 4 proveniente de X,

conduziu a x; = 1.5, x, = 3.5, x3 = 2.9, x4 = 4.7. Obtenha a estimativa de méxima verosimilhanc¢a do
parametro 6.
* Seja x = (x1, Xp, X3, X4) uma amostra aleatdria de dimensao 3 proveniente da populagdo X.

¢ Obtencao do estimador da méaxima verosimilhanca de 0
Passo 1 - Func¢do de verosimilhanca

L(01x) = fx(x)
X;indep 4
= fx, (x;)
i:l_ll X
Xi~X £
= HfX(xl)
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Passo 2 - Funcao de log-verosimilhanca

4 4
InL(O|x) = 41n3—41n9+1n(]‘[ x?) - % Y %}
i=1 i

i=1

Passo 3 - Maximizag¢ao

A estimativa de MV de 6 é doravante representada por Oe

) dlnjéelz) 0ot = 0 (ponto de estacionariedade)
0:
2
% 0ep < 0 (ponto de maximo)
dInL(O|x 4 Y, X x4 . Yix
(|_) —0o ——+ zjl l=0<:> lil 12730: i=1""i
do 6=0 0 02 62 (7] 4
d’InL@6|x) . .
_ =—-0.0021 < 0, (proposicao verdadeira)
d62 0=0

Passo 4 - Estimativa de MV de 6.

4 .3
Y%
4
174.462

4
= 43.61.

>
Il

Pégina 6 de 10



’ Pergunta 7 2 valores ‘

Numa investigacdo sobre um novo processo de refinacdo de um certo minério estd-se a analisar o teor de
litio no produto refinado, em percentagem. Numa amostra aleatéria de tamanho 12 observou-se Zgl X =
1140 e Y12, x2 = 108900.

Admitindo que o teor de litio ap6s refinagdo tem distribuicao normal, determine um intervalo de confianca
para a variancia do teor de litio a um nivel de confianca de 95%.

V.a. de interesse

X = “teor de litio no produto refinado, em percentagem".

Situacdo X ~ normal(y,0?).

2

Selecao da variavel aleatdria fulcral para o

_usx o,
Z=—7 "X

Obtencao dos quantis de probabilidade

Qg = F);} (0.025) = 3.816;

11

by = F;} (0.975) = 21.92.

11)

Inversao da desigualdade a, < Z < b,

<>
1182
P(3816<—-=<21.92] = 095
o
<>
1s?  , 1182
<o°< = 095
21.92 3.816
¢ Concretizacao
G (07) [1132 1152]
0 0 = )
9% 21.92°3.816
_ l11 x 54.55 11 x 54.55]
- 21.92 ' 3.816
= [27.37,157.24].
Pergunta 8 2 valores

A verminose (doenca causada por vermes) tem impacto na producao de leite dos rebanhos. O veterinério
de uma exploracgdo agricola afirma que a proporc¢do de animais afetados é de 10%. Um exame a 100 cabecas
do rebanho desta exploragdo agricola, retiradas ao acaso, indicou 12 delas com verminose. Verifique se a
afirmacao do veterindrio pode ser considerada valida ou se, pelo contrdrio, a propor¢do de animais afetados
é superior a esse valor. Tome a decisao com base no valor-p.
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¢ V.a. de interesse
1 com verminose

X=“indicador relativo a presenca da verminose" =
0 outros casos

e Situacdo X ~ bernoulli(p).
* Hipéteses

Hy:p=po=0.10
H;:p=po>0.10

¢ Estatistica de teste

——— ~,normal(0,1).
po(1—po)

n

* Regido de rejeicao de H, (para valores da estatistica de teste)

O teste € unilateral, logo a regido de rejeicao de Hy é do tipo W = (¢, 0).

¢ Decisao (com base no valor-p) Atendendo a que o valor observado da estatistica de teste:

o 012-01
vO0.Ix (1-0.1)/100
valor-p ~ 1 - ®(0.67) = (1 - 0.7486) = 0.2514

= 0.66666

pelo que Hy ndo é rejeitada para niveis de significancia usuais.

Pergunta 9 2 valores

Num estudo para avaliar as preferéncias entre os utilizadores de cinco tipos de passadeiras motorizadas,
foram inquiridos 410 utilizadores, tendo sido obtidos os resultados seguintes: 30 mostraram preferéncia
pela passadeira do tipo A; 21 pela de tipo B; 110 pela de tipo C; 35 pela de tipo D; e 214 pela de tipo E. Varios
treinadores desportivos sustentam que, entre os utilizadores de passadeiras motorizadas, a probabilidade
de escolha de uma passadeira do tipo A é metade da probabilidade de escolha de uma passadeira do tipo
G; o triplo da de tipo B; o dobro da do tipo D; e um terco da do tipo E. Averigue se a opinido dos treinadores
desportivos é consistente com os resultados do estudo ao nivel de significancia de 1%.

Seja X tipo preferido de passadeira motorizada pelo utilizador inquirido

pi; i:11273»4r5;
0, outros casos.

P(szi)z{

Hipoéteses:

Hy : p;i= p?, i=1,...,5,vsHy : p; # p?, para algum i,onde

Py =3xpj
Pi=3%p3
Py =2%pj
Py =3xD;

pl+py+ps+pg+ps=1

g g 0_ 6 0_ 2 0_12 _0_ 3 0_ 18
oquelmphcaquepl—ﬁ,pz—ﬁ, P3=43Py=31€P5= 47-
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Estatistica de teste:

El)2 )

5
Z ~ Xa-

Nivel de significancia: ag = 1%

Regido de rejeicao de Hy

Ao efetuarmos um teste de ajustamento do qui-quadrado a regido de rejeicao de Hy é um intervalo
a direita W = (¢,00), onde

c=F,'(1-ap) = F3(0.99) = 13.28.
X4 Xa
Calculo das frequéncias absolutas esperadas sob H)
As frequéncias absolutas esperadas sob Hy sdo dadas por E; =410 x p?, i=1,...,5 eiguais a
6
E; =410 x — =60,
41
2
Ep =410 x — =20,
41
12
E3 =410 x — =120,
41
3
E; =410 x — =30,
41
18
Es =410 x — = 180.
41

Calculo do valor observado da estatistica de teste

(30-60)2 (21-20)? (110—120)2+(35—30)2+(214—180)2

= + +

60 20 120 30 180
= 15.00+0.05+0.83 +0.83 +6.42
= 23.13.

Como £ € (13.28, +0), rejeita-se Hy ao nivel de significancia de 1%.

Pergunta 10 2 valores

Considere uma experiéncia em que se analisa a octanagem da gasolina em funcdo da adicdo de um novo
aditivo. Para isso, foram realizados ensaios com diferentes % de quantidade de aditivo (x, g/L), e registado
o indice de octanagem (y), tendo-se obtido os seguintes valores:

x (em %) 1 2 3 4 5 6
indice de octanagem y | 80.5 | 81.6 | 82.1 | 83.7 | 83.9 | 85

(2}

6 6 6
Y xi=21,) x7=91, ) y;=496.8, Y x;y; = 1754.30.
i=1 i=1

i=1 i=1
Admita que as varidveis estdo relacionadas de acordo com um modelo de regressao linear simples Y; =
Bo + B1x; +€;, com as hipoteses de trabalho usuais. Estime os parametros da reta e interprete a estimativa

de ﬁl-
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Estimativas de MQ dos parametros desconhecidos Sy e f5;

b = Yo %iyi—6x Xy
. =
Yoy X7 —6x &2
= 0.886.

Bo = F-Pixx
= 80.55,

pelo que se estima que o indice da octanagem aumente em média 0.886 por cada g/L extra de aditivo
adicionado, para valores de aditivo adicionado entre 1 e 6.
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