DM 22 Semestre — 2021/2022

DEPARTAMENTO Probabilidade e Estatistica 92107/2022
DE MATEMATICA LEAer LEEC
TECNICO LISBOA 13:00-15:00
Duracgdo: 120 minutos Exame Epoca Recurso - (a)
Justifique convenientemente todas as respostas
Pergunta 1 2 valores

Um sistema eletrénico com duas componentes, 1 e 2, funciona sempre quando ambas as componentes
estdo operacionais, com probabilidade 0.9 quando apenas a componente 1 estd operacional, com
probabilidade 0.8 quando apenas a componente 2 estd operacional, e nunca quando ambas as
componentes estdo inoperacionais.

Sabe-se ainda que cada componente estd operacional com probabilidade 0.9, independentemente uma da
outra. Calcule a probabilidade de o sistema estar em funcionamento.

¢ Acontecimentos e probabilidades

Acontecimento Probabilidade

A = “a componente 1 estd operacional” P(A) =0.9
B = “a componente 2 estd operacional” P(B)=0.9

S = “o sistema estd em funcionamento” P(S)=7?

P(S|AnB)=1
P(S|AnB)=0.9
P(S|AnB)=0.8
P(S|AnB)=0

¢ Caélculo da probabilidade pedida

P(ANB)xP(S| AnB)+P(ANB) x P(S| AN B)

+P(ANB) xP(S|ANB)+P(ANB) x P(S| AN B) (lei da probabilidade total)
= P(A)xP(B)xP(S|AnB)+P(A) x [1-P(B)] x P(S| AnB)

+[1-P(A)] x P(B)x P(S|ANB)+[1-P(A)] x [1-P(B)] x P(S|AnB) (independéncia de AeB)
= 09%x09x14+09%x(1-09)%x09+(1-09)x09x08+(1-0.9 x(1-0.9 %0

0.963.

P(S)

Pergunta 2 2 valores

Numa determinada populacdo, apés contacto com um virus, cada individuo fica infetado com
probabilidade 0.8. Suponha que as infecdes ocorrem de forma independente.

(a) Qual é a probabilidade de se observarem mais de 14 infe¢oes num total de 20 contactos?
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¢ V.a. de interesse
X = Numero de infecdes num total de 20 contactos.

X ~ binomial(n = 20, p = 0.8).
¢ Probabilidade pedida

P(X>14) = 1-Fx(14)
P(binom(20,0.2) <5)
0.8042.

(b) Qual o ntimero esperado de contactos até ocorrer uma infe¢ao?

¢ V.a. de interesse
X = Numero de contactos até a primeira infecao.

X ~ geométrica(p = 0.8).
¢ Calculo do valor esperado

E(X)

B

= o
©

Pergunta 3 2 valores

Um fabricante produz placas de circuito impresso com valor esperado de impedancia de 100 ohms. Testes
de controle de qualidade indicam que 80% das placas produzidas tém uma impedancia entre 95 e 105
ohms. Se a faixa de impedéancia aceitavel é de 90 ohms a 110 ohms, qual é a probabilidade de uma placa ser
rejeitada? Suponha uma distribuicdo normal para as impedancias.

V.a. de interesse
X = variavel aleatéria que indica o valor (em ohms) da impedancia desse tipo de placa.

Distribuicdo
X ~normal(u =100, o)

Sabe-se que
P(95= X =105)=0.8.

Queremos determinar

P(“placa ser rejeitada”) = 1-P(90<X <110)
(90—100 X-100 110-100
= 1-P = =
(o (o (o
= 1-P(-10/0=Z<10/0)
= 1-{®(10/0) - ®(-10/0)}
= 2-20(10/0)

(5505
= 2-20|——
3.9015

~ 0.01037.
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O desvio padrao o é determinado usando:

95-100 X-100 105-100
=< < =0.8
(o g (o)

PO5=X=<105)=08 < P(

-5 5
P(— sZs—) =0.8
(0 o
20(55/0)=1.8
5
~ ®-1(0.9)
3.9015.

g

RO |

Pergunta 4 2 valores

O ntimero de divércios por individuo do sexo masculino adulto, em certa comunidade, foi modelado pela
variavel aleatéria D. As idades desses individuos, I, foram classificadas em A=“individuo com idade < 25
anos"; B=“individuo com idade entre 26 e 39 anos"; C="individuo com idade = 40 anos". A funcao de
probabilidade conjunta do par aleatoério (D, I) é dada pela tabela seguinte:

D
0 1 2 3

0.20 a 0 0
0.15 0.10 0.05 0
0.10 0.05 b 0.05

O W » |~

Sabendo que a probabilidade de individuos do sexo masculino com idade entre 26 e 39 anos, de entre os
que tém um divorcio, é 40%, prove que a = 0.10 e b = 0.20. Calcule o nimero esperado de divorcios de um
individuo com idade superior ou igual a 40 anos.

e Calculodeaeb

040 = PUI=B|D=1)
P(I=B,D=1)
P(D=1)
P(I=B,D=1)

a+0.10+0.05

0.10
< a+0.15=——

0.40
< a=0.10.
> >  PU=i,D=d)=1<b=0.20.
i€{A,B,C} de{0,1,2,3}

¢ Probabilidade P(/ = C) =0.10+0.05+0.20+ 0.05 = 0.4.
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¢ Probabilidade de D condicionadaem I = C:

(=)

10 — 925  d=0,

0.40
P(D=d,I=C 005 125 d=1,3,
pD=dir=¢)= L P=LI=0) o
P(I=0) 5 =050, d=2,
0, outros casos.

¢ Valor esperado condicionado

3
EID|II=Cl=) dxP(D=d|I=C)=15.
d=0

Pergunta 5 2 valores

Suponha que X e Y sdo duas varidveis aleatérias independentes tais que X tem distribuicdo normal com
valor esperado zero e variancia unitéria, enquanto que Y tem distribuicdo normal com valor esperado zero
e variancia igual a 9. Calcule P(|X - Y| > 2.5).

Variaveis aleatorias de interesse

X ~normal(u=0,02 = 1);

Y ~normal(y = 0,02 =9).

X e Y variaveis aleatérias independentes.

Probabilidade Pedida

P(IX-Y|>25)

1-P(IX-Y|=25)
1-P(-25=X-Y =<25).

Distribuicaode X - Y
EX-Y)=EX)-EXY)=0-0=0
Var(X -Y)=Var(X)+Var(Y)=1+9=10.
Logo X — Y ~ normal(0, 10)

Calculo da probabilidade pedida

P(IX-Y|>2.5) 1-P(-25=X-Y=<2)5)

=25 X-Y 25

< <
V10 V10 V10
=~ 1—(®(0.79) —D(-0.79))

= 1—(®(0.79) -1+ D(0.79))
= 2(1-9(0.79))
=~ 2(1-0.7852) = 0.4296.

= 1-P
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Pergunta 6

2 valores

Admita que X é uma variavel aleatéria com funcao densidade de probabilidade

fx(x;0) ={ 0

2x-1)O6+1, 0=<x=<1,

outros casos,

onde 0 € {0.9,1.2,1.4}. A concretizacdo de uma amostra aleatéria de dimensao 2 proveniente de X conduziu
a x; = 0.3 e x, = 0.8. Obtenha a estimativa de maxima verosimilhanca de P(X < 0.3).

e Parametro desconhecido e espago paramétrico: 8 e © ={0.9,1.2,1.4}

¢ Seja x = (x1, X2) uma amostra aleatéria de dimensao 2 proveniente da populagdo X.

¢ Obtencao da estimativa da maxima verosimilhanca de 0
Passo 1 - Funcdo de verosimilhanca

L61x)

X;indep

Xi~X

fx(@

2

[T /% x)
i=1

e

fx(x)

~.
—

[\CI|

[(2x; —1)0 +1]
i=1

022x; —1)2x2— D +0[2x; — 1)+ 2x2— D] +1
—0.24x60°+020x60+1

Passo 2 - Maximizacdo e concretizagao

Como O é um conjunto finito, a estimativa de MV de 6 obtém-se calculando os varios valores
de L(0|x), para 0 € O, e identificando o ponto de méximo - i.e., faz-se por pesquisa ponto a ponto.

L0 =0.9]x) =0.9856, L(O =1.2|x) =0.8944, L(6 =1.4|x) = 0.8096.

A funcdo de verosimilhanca atinge o méximo quando 6 = 0.9, pelo que 6=0.9.

¢ Obtencao da estimativa da maxima verosimilhanca de P(X < 0.3)

P(X<0.3) =f

0

[(2x—1)0+1]dx=-0.21x0+0.3.

Pela propriedade de invariancia dos estimadores de maxima verosimilhanca, concluimos que a
estimativa de MV para P(X <0.3) é

P(X <0.3)

-021%6+0.3
~0.21%0.9+0.3
0.111.
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Pergunta 7 2 valores

Numa investigacdo sobre um novo processo de refinacdo de um certo minério estd-se a analisar o teor de
litio no produto refinado. Numa amostra de tamanho 12 observou-se ¥.}%, x; = 1140 e ¥ ;2, x? = 108900.
Admitindo que o teor de litio ap6s refinagdo tem distribuicdo normal, determine um intervalo de confianca
para o teor esperado de litio a um nivel de confianca de 95%.

V.a. de interesse

X = teor de litio no produto refinado, em percentagem.

Situacdo X ~ normal(u,0?).

Selecao da variavel aleatéria fulcral para u

X—p
Z = 5~ La-

Viz

Obtencao dos quantis de probabilidade

agq = ®1(0.025) = —2.201;
by =@ 1(0.975) = 2.201.

Inversao da desigualdade a, < Z < b,

<>
X-p
P(-2.201 < V12 5 <2201 = 0.95.
<
P(X 2.201 S < X +2.201 S ) = 095
' \/E‘“‘ V12 '

¢ Concretizacao

ICg59% (1)

N N
)_6—2.201—,3_C+2.201—]
V12 V12

[95 2.201 7.3855 95+2 2017'3855]

[90.30,99.69].

Pergunta 8 2 valores

O gerente de uma empresa que fabrica televisores afirma que a proporcdo de televisores defeituosos
produzidos pela sua empresa é igual a 0.045. Para testar esta afirmacao, é recolhida uma amostra de
televisores, registando-se 60 televisores defeituosos em 1000 inspecionados. Teste a afirmacdo do gerente,
decidindo com base no valor-p.
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V.a. de interesse
1, defeituosa,

X=indicador relativo a qualidade da TV=
0, nao defeituosa,

e Situacao

X ~ bernoulli(p).

Hipéteses

Hy: p=po=0.045
Hlipz Po #0.045

Estatistica de teste
X —po

/ Po(1=po)
n

Regido de rejeicao de Hy (para valores da estatistica de teste)

T= EH0 normal(0, 1)

O teste € bilateral, logo a regido de rejei¢do de Hy é do tipo W = (—oo, —¢) U (¢, 00).

Decisao (com base no valor-p)

Atendendo a que o valor observado da estatistica de teste e do valor-p sao iguais a:

. 0.06 —0.045
v/0.045 x (1 —0.045)/1000
valor-p = 2 x (1 —®(2.28814)) =2 x (1 —0.9890) = 0.022

=2.28814

pelo que H é rejeitada para niveis de significancia superiores ou iguais a 0.022.

’ Pergunta 9 2 valores

Conjetura-se que o namero de erros tipograficos em certas paginas web segue uma func¢do de probabilidade
Poisson com valor médio igual a 4. Avalie a plausibilidade desta afirmacdo através do teste de ajustamento
do Qui-quadrado (a 1% de significancia) explicitando as hip6teses (Hy e H;), com base na amostra casual
de 50 destas paginas com as seguintes frequéncias observadas:

ne erros tipogréficos por pagina <2 3 4 =5
Frequéncia absoluta observada 12 12 10 16
Frequéncia absoluta esperadasob Hy | E; 9.77 9.77 E4
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¢ V.a. de interesse

X = ntimero de erros tipograficos numa péagina web.

* Hipéteses
Hy: X ~ poisson(4)
H; : X # poisson(4)

¢ Estatistica de teste

(0;—E)? ,

_ 2
T=), 4 ~Ho X(k-1)’
i=1 El

onde:

k = No. de classes =4
O; = Frequéncia absoluta observavel da classe i

E; = Frequéncia absoluta esperada, sob Hy, da classe i

* Regiao derejeicao de H, (para valores de T)

Ao efectuarmos um teste de ajustamento do qui-quadrado a regido de rejeicdao de Hy é um intervalo
a direita W = (¢, +00), onde

tabelalcalc.

c= F;; (1-ag) = F;} (1-0.01) = F,' (0.99) 11.34.

2)
(k-1) 4-1) X(S)

¢ Célculo das frequéncias absolutas esperadas sob H

Ei = nx p?

= nxP(Xe€ Classe i | Hp)

= nxP[Xe Classei| X ~ poisson(4)]
P[X<2| X ~poisson(4)], i=1
P[X=3| X ~poisson(4)], i=2
P[X=4]| X ~poisson(4)], i=3,
P[X=5| X ~poisson(4)], i=4.

11.90, i=1,
_ 9.77, i=2,
B 9.77, i=3,
18.56, i=4.
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e Decisao
Assim, temos
4 2
(0; — E;)
n = Yy ———
i=1 E;
(12-11.90)2 (12-9.77)%2 (10-9.77)> (16-18.55)2

+ + +
11.90 9.77 9.77 18.56
= 0.8684.

Uma vez que a fy = 0.8655 ¢ Wi, = (11.34, +00) ndo devemos rejeitar Hy ao n.s. ag = 1%

Pergunta 10 2 valores

Num estudo sobre o efeito do monéxido de carbono (CO) na conservagdo de carne bovina foram empregues
10 embalagens com diferentes concentragoes de CO, x em partes por milhao (ppm), e registados os tempos
de conservacdo da carne, Y em semanas, tendo-se obtido as somas seguintes:

10 10 10 10 10
Y xi=75 Y x7=881, Y y;=984, Y y?=111048, Y x;y;=66.00,
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1

onde [ min x;, max x;] =[0.1,1.9]. Admita que as varidveis x e Y estdo relacionadas de acordo com
i=1,.,10  i=1,..,10

o modelo de regressao linear simples, Y = fp + f; x + €. Calcule uma estimativa do tempo esperado de
conservacdo da carne para uma concentracdo de 1 ppm de CO e explique se esse resultado é ou nédo
confidvel baseando-se no coeficiente de determinacao.

Estimativas de MQ dos parametros desconhecidos £ e 5;

X L1 Xiyi—10x Xy
AR T X210 x 32
. -7.8
~ 3185
= —2.4490.

Bo = 7-Pixx
= 9.84—(—2.4489) x 0.75
= 11.6768.

E[Y[x=1 = fo+p
11.6766 — 2.4489

9.2278 semanas.
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Coeficiente de determinacao

o (X12, xiyi — 10 x X )2
02— 10x BEL, 7105 7)
i (-7.8)2
T 3.185 x 142.2240
= 0.1343.

Interpretacao do coeficiente de determinacao
Apenas cerca de 13% da variacao total da varidvel resposta Y é explicada pela variavel x, através do

modelo de regressdo linear simples ajustado, o que permite concluir que esse modelo ndo parece ser
adequado e, consequentemente, a estimativa calculada nao é confiavel.
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