Fisica estatistica

Fotdes e a radiacdo do corpo negro

MEFT, IST

“A scientific truth does not triumph by convincing its opponents and making
them see the light, but rather because its opponents eventually die and a new
generation grows up that is familiar with it.”

Max Planck (1858-1947)

DA



O corpo negro

e Corpo com volume V/, cujas paredes se mantém a
temperatura T.

o Corresponde a fazer uma cavidade num material, fazer vacuo
na cavidade e aquecer o material até uma dada temperatura.

o Os 4dtomos das paredes emitem e absorvem continuamente
radiacdo electromagnética.
[originada pela agitagdo térmica das particulas — aceleragdo
de particulas carregadas]

* Queremos conhecer as propriedades da radiagdo
electromagnética no interior da cavidade na situagdo de
equilibrio.
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Sobre a natureza da radiagao do corpo negro

Para um corpo de dimensGes maiores que os comprimentos de
onda de interesse, em equilibrio, o campo de radiacdo é:

¢ homogéneo;
e isotrépico.
¢ independente da polarizac3o.

¢ independente da forma e volume do recipiente, do material
que ¢é feito e dos corpos que pode conter!

Em resumo

= 0 campo de radiacdo s6 depende de T!

o Podemos escolher a configuracdo na fronteira que nos é mais
conveniente =
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Fotoes e o campo electromagnético

¢ Hamiltoneano do campo electromagnético pode escrever-se
como uma soma de termos, cada um com a forma de um
oscilador harménico.

¢ Vemos o campo de radiagdo como uma sobreposicdo de ondas
planas de varias frequéncias

¢ Quanticamente, cada oscilador de frequéncia w pode ter
energia (n+ 3) hw, n=1,2,- -

o Associamos os fotGes, de energia hw, aos quanta do campo
electromagnético.

= O estado do campo electromagnético é especificado pelos
nimeros n para cada um dos osciladores <> pelo niimero de
fotdes em cada frequéncia.

u]
o)

I

i
it
)
»
Q



Fotoes

Os fotGes s3o bosdes de massa nula e spin .

O spin pode ter duas orientagdes independentes (paralela ou
anti-paralela ao momento) <+ onda plana electromagnética
com polarizagdo circular direita ou esquerda.

Energia E = hw; momento 5 = hk, com |k| = w/c (i.e.,
p=E/c).

Para cada direccdo de K temos duas direccoes de polarizagao
linearmente independentes (E L k)

A onda associada é da forma exp [i (E F— wt)]
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Densidade de estados

e Impondo condi¢des de fronteira periddicas num cubo de
volume V = L3 (cf. aula 16)

onde 7 é um vector cujas componentes podem tomar os
valores 0,41, 42, - --

» Os valores de p est3o distribuidos numa rede de passo h/L

+ Um elemento de volume d3p contém (L/h)3d3p =
(V/h3)d3p valores de p.

[No limite V' — o0, >, — J(V/h®)d3p]



Porque sao os fotdes mais simples de tratar =

o A energia total é dada por

E{np .} = Z fuwnp 4

p.a
onde np, , é o nimero de fotSes de momento p e polarizagdo
a,w=pc/hen,=0,1,2,---

» Normalmente o conjunto {n, ,} estd sujeito a restricdo
> palpa=N..

mas o nimero de fotdes é indefinido: os fotGes podem ser
absorvidos e emitidos das paredes!



Funcao de particao

o A funcdo de particdo é entdo

Q=" exp(~E{ny.})
{np,a}

sem nenhuma restricdo em {np 5}.
» Obtemos, sucessivamente,

S S S D a
a nya,n2a,-=0 p,a

= H [Z exp (—ﬂﬁwpn)]

p,a Ln=0

1
Q:H]__exp
p,a

(=Bhwp)

[=]



Numeros de ocupacao

e Os nimeros médios de ocupacdo sdo dados por

(np) = L o

“BOE, log Q
e Ora E, = hwp e

p,a

log @ = =) _ log [1 — exp (—Shwp)]

~2 " log[1 — exp (—Bhwp)]

¢ Finalmente, o nimero médio de fotdes com momento p
(independentemente da polarizagdo), é

2
o) = o (Biop) -



Parentesis para reforco de ideias

A dltima expressao corresponde ao gas de Bose, com a
fugacidade z =1 (u = 0), onde o factor 2 é a degenerescéncia
resultante da polarizagdo [na verdade... Q = =]

o Os parametros u (ou z) e /3 sdo multiplicadores de Lagrange;
o primeiro corresponde a condi¢do de normalizacao no ndmero
de particulas... que agora n3o existe!

e Ainda sobre z = 1: neste caso o niimero de particulas é
indefinido, pelo que o seu valor de equilibrio N se determina a
partir da condicao de minimo da energia livre de Helmholtz,

0A
Ny 1
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¢ Ouainda: ) ; ujvi = 0 e reacgdes do tipo e — e + 7
[m] = -
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Energia interna

e A energia interna obtém-se de

hwp
U=-— 8ﬁlogQ—2zl_eX

p(— Bhw, )exp( ﬂﬁwp)
=22

Tuwp
Pexp (Bhwp) -1 Z (np)
[como tinha que ser!!!]

* No limite V' — oo, usando hwp, = pc

pc

2V [ )
13 /d p hwp(np) = F/o dpamp op (3

pc) —1



Lei de Planck

Planck

o Podemos escrever o resultado anterior na forma de lei de

U o0
V= /0 dw u(w, T)
com

u(w, T) = f

w3

m2c3 exp (Bhw) — 1
o u(w, T) é a densidade de energia dos fotdes de frequéncia w

(independentemente da polarizag3o e da direc¢do do
momento).

* Na forma adimensional, n = hw/kT,

u(y, T) = (kT)* 7

U [e.e]
mh3cden—1 'V /0 dnu(n, T)

[m]

=



Lei do deslocamento de Wien

A fungdo 13/(e" — 1) tem um maximo para 7 ~ 2.8214

o Se a temperatura T1; o maximo de emiss3o ocorre para um
comprimento de onda Aj, entdo a T, ocorre para A tal que

w1 wo
22 . \NTi=XT
o1, | thi=rl

Amax T ~2.898 x 1073 m.K

m=mnmn =

n3/lexp(n)-1]

o
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Energia interna e calor especifico

e O integral pode calcular-se -~

o'} 3 4
0 en—1 15
e A energia interna por unidade de volume é

U 2 4 4
~ - T
vV = Ta(hep KT

¢ Calor especifico (por unidade de volume)

472

— k4 T3 T3
VT e




Parentesis: a catastrofe dos ultra-violeta

o Classicamente cada oscilador contribui com kT para a energia
média = a energia total seria infinita.

=

e Da lei de Planck, para hw < kT, W ~ s

o euw, T)~ugy(w, T) = % — lei (cldssica) de

Rayleigh-Jeans
» O integral de ugy(w, T)dw diverge, como antecipado.

o A distribuicdo de Planck resolve o problema: para as altas
frequéncias (baixos comprimentos de onda - “ultra-violeta”) o
termo exponencial torna a contribui¢do para u(w, T)
negligencidvel!
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Lei de Stephan-Boltzmann

o Se abrirmos uma pequena “janela” para o mundo exterior na
cavidade do corpo negro, podemos verificar as propriedades da
radiagdo.

e A energia que escapa por unidade de tempo, por unidade de
area, sob a forma de fotdes de frequéncia w é

I(w, T) /dQu(w T)ccosf = —u(w T)c
o Integrando em todas as frequéncias, obtemos a lei de
Stephan-Boltzmann

m2k?

— > _ 4 . —
I(T)—/O dUJI(w,T)—O'T ) U—m
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Lei de Stephan-Boltzmann

o
®
|

Intensity (arbitary units)
o o
T 7

o
N}
|

-

T T >
500 1000 1500 2000 2500 3000
wavelength (nm)

o
7
o

o ~5.67x 1078 Wm2K*

u]
o)
1
n
it
)
»
i)



Equacao de estado

e A equagdo de estado obtém-se de

0A
A= —kTI . P=——
g Q@ ; v
e Usando os resultados anteriores,
L, 2wh_ 2wh
=

pc _
=yiET o W= = 2wV L3 A
log Q = —22 log [1 — exp (—fTwp)]

p
-2 Z log [1 — exp (—ﬂh27rcV_1/3|ﬁ1)]
¢ Finalmente, ’




Notas finais

o Podemos obter directamente

A= —kTlogQ=2kT Y log [l — exp (—Bhuwp)]
P
Vv
~ 4 [ 477 log 1~ exp (30 )]
VKT 5 e P o4
- — =T
7r2c3/0 duw e Phw —1 3¢
e donde
pP—_ (9_A 4_0 4 _
ov )+ 3c

_1u
3V
0A 160
5—‘(a—r>v

T3



Notas finais (cont)

A equacgido de estado também se poderia ter obtido de
PY =log=
¢ Os resultados P = (1/3)(U/V) e U < T* podem obter-se

classicamente.

e Os valores das constantes s6 se podem obter com o
tratamento quéntico.

o A lei de Planck da uma confirmacdo experimental adicional
que os fotdes n3o devem ter massa =
[a degenerescéncia devido a polariza¢do seria 3 e ndo 2]
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The smooth curve 1s the best fit [
blackbody spectrum
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Medidas do satélite COBE (Cosmic Background Explorer) da radiacdo de
fundo, entre 1 cm e 0.5 mm

J. C. Mather et al, The Astrophysical Journal (1990) 354 L37-L49
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