Fisica estatistica

Sistemas de Fermi ideais

MEFT, IST

Before | came here | was confused about this subject. Having listened to your

lecture | am still confused. But on a higher level.”

Enrico Fermi (1901-1954)
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Os efeitos quanticos em sistemas ideais

o Sistemas ideais: interacgGes intermoleculares negligencidveis.

e Queremos ver os efeitos quanticos: ja ndo obrigamos a que o
comprimento de onda térmico seja muito inferior a separagao
média entre particulas [ver aula 2!; ver também aulas 15 e

3/2
16]: libertamos a restricdo )\3% =n (%) <1

» O parametro (n\3) vai ser importante:

— no limite (nA3) — 0 as propriedades do sistema devem
aproximar-se dos seus valores classicos;

— quando (n)\3) se aproxima de 1 o comportamento do sistema
afasta-se significativamente do limite cldssico e é caracterizado
pelos efeitos quanticos.

= Comportamento quantico revela-se a temperaturas

“relativamente baixas” e/ou densidades “relativamente altas”.
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Gas de Fermi ideal

e Ja sabemos que
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Funcoes de Fermi-Dirac

integrais do tipo

No tratamento dos sistemas de Fermi aparecem frequentemente

d
que sdo conhecidas como fungdes de Fermi-Dirac.

Algumas notas sobre as fungdes de Fermi-Dirac:
¢ Quando z — 0,

e Definimos

F,(z) =~ zl(v)

f(z) = %Fv(z) - rl

(v) /0°° =

d
z7lex 41 x




Fungoes de Fermi-Dirac: representacao em série

e Temos a relacao de recorréncia

z% f,(z) = f,-1(2)

o Para z pequeno (z < 1) podemos expandir a integranda em
série de Taylor:



Fungoes de Fermi-Dirac: casos limite

» Para z pequeno, consideramos os primeiros termos de f, (o
primeiro termo ¢é z).

e E para z grande???
e Introduzimos a varidvel £ = logz = u/kT.
e As fungbes de Fermi-Dirac escrevem-se

Xv—l

e}
Fu(§) =T(V)H(E) = /0 mdx
o Para £ grande, o integral é controlado pelo factor
fexp(x — €) + 1] !

o Este factor sé se afasta significativamente dos seus valores

limite (0, quando x — oo; 1, quando x — 0) numa vizinhanga
de x = €.
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Funcoes de Fermi-Dirac: limite para z grande

e Em primeira aproximacao, \ ) Y
podemos substituir o \ \ \
factor [exp(x — &) + 1]71 :
por uma fungdo em

1/(eE+1)

degrau! \
e Vem
5 EV
F.(€) :/ x'"ldx = >~
0 v
(log )"
f(z) ~ =22
(2) r(v+1)
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Funcdes de Fermi-Dirac: aproximacdo de Sommerfeld

o Para z grande, em primeira aproximacgio [[(5/2) = (3/4)\/7],
[Veremos ja de seguida que precisamos de f3/2, que € igual a
AN/ V]

f30(2) = i(b 2)32 = )‘_3

3/282) = 3 V08 E = N

* Uma aproximagdo melhor deve-se a Sommerfeld (1928). A
primeira correccdo é

f3/2(2) =

2
S 321 ™ -1/2 .
s |(oB2)/2 + T (log2) 2+



A fungao 3
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De volta ao gds de Fermi ideal

Regressando ao gas ideal de Fermi,

N 1
Vo ﬁ@/z(z)
P

1
W ﬁﬂ;/z(z)
onde X\ é o comprimento de onda térmico,

2 1/2
)= h—
2rmkT

o Os casos limite de z grande e z pequeno correspondem a

valores elevados ou reduzidos do produto A\3(N/V).

[m]

» )\ decresce com a temperatura; N/V é a densidade do gas.
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Termodindmica do gas de Fermi

o Energia interna:

_ 9 = _ Zi =
U= ~93 log=(z,V, T)=kT T log=(z,V, T)

20 (Y ) 3.V

T ﬁfﬁ/z(z) = EkTﬁfs/z(Z)
3 fs/2(2)
U= -NkT
2 f3/2(2)
e Temos a relacdo
2 U
P = §U ) u= V
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Termodinamica do gds de Fermi (cont.)

o Capacidade calorifica:

ou
= (5%,

o Energia livre de Helmholtz:

A= NkTlogz — kT log=(z,V, T)
e Entropia:

DA\ _U-A
5—‘(ﬁ)v=
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Limite das altas temperaturas / baixas densidades

Este limite corresponde a )\3% <1

¢ Os efeitos quanticos devem ser pequenos...
* A equagdo para N/V é

N
)\3V ~ Z
e A equacgdo de estado é
P 3
ﬁ)\ ~Z
o Substituindo z,
NkT

¢ Ndmeros de ocupacio:

(np) =

_ zew(-06,)
1+ zexp(—BEp)

~ A3 — exp

v ol-E)
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Limite das altas temperaturas / baixas densidades (cont.)

Se precisarmos de mais do que da primeira ordem
» A equagdo para N/V é

N z
3 f— —_— — ...
)\V_Z 23/2+

2

o E possivel inverter a série para z

)\3
7 =

1/ A3\
()
e Obtém-se

V/N
NkT Z( D a ( )H
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Limite das altas temperaturas / baixas densidades (cont.)

e E uma expressdo com a forma de uma expansio de Viriallll

1
aa=1 : a=—-—=~-0.17678
1 2 o
2 1
a3=———=1]~—0.00330
’ (9\@ 8)
PV 1 4N
m—[“mAv*']

» O segundo coeficiente de Virial é A\3/41/2 > 0

o As correc¢Bes ao gés ideal n3o resultam de interacgoes
moleculares, mas de efeitos quanticos!

o Efeito semelhante ao de uma for¢a “repulsiva”... resultante do
principio de exclus3o!
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Limite das baixas temperaturas / altas densidades

Este limite corresponde a valores de )\3% >1

Baixas temperaturas e/ou altas densidades

Comprimento de onda de de Broglie é muito maior que a
separacao média entre as particulas = efeitos quanticos
importantes.

A também depende da massa (~ m~1/2) = os efeitos
quanticos sdo mais ficeis de detectar para moléculas leves.

Eo H> um bom candidato??? No H, as interaccdes
intermoleculares s3o fortes = os desvios quanticos ao
comportamento do gas ideal sio mascarados pelos efeitos das
interaccoes...

E o limite do gas degenerado.
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Baixas temperaturas / altas densidades: energia de Fermi

e Préximo do zero absoluto, a equagao para o nimero de
particulas escreve-se

W0 = () ~
e Como

377 (8 z)*/?

\ h2 1/2 B 27Th2 1/2
 \2mmkT -\ mkT
vem,

e ()

onde ef é a energia de Fermi (

w quando T — 0)
h2
€F =

2/3
m (67r2 n) :

o <l=



Numeros de ocupacao e energia de Fermi

e Préximo do zero absoluto, os nimeros de ocupag¢do sdo

< >_ 1 N 1
P e Texp(BE,) + 1 explB(Ep—cp)] 1

* No limite T — 0 (8 — 00), exp [ (Ep — €F)] tende para zero
ou para infinito, se E, < e€f ou E, > €f, respectivamente!

_J1 . se Ep <ef
<np>T:0_{ 0 ,seE,>c¢r

= Todos os niveis abaixo da energia de Fermi estao ocupados;
todos os niveis acima da energia de Fermi estdo desocupados!

o O resultado interpreta-se imediatamente a luz do principio de
exclusdo de Pauli.
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Energia de Fermi (cont.)

No espaco dos momentos, as particulas preenchem uma esfera
de raio pr, designada por superficie de Fermi.

Nos slides anteriores esteve implicito que os estados n3o eram
degenerados... (onde?)

Se houver estados degenerados (por exemplo g = 2s + 1 para
particulas de spin s), vem

P g N g
ﬁ=§fs/z(z) ; V=pf3/2(z)

o A expressao para a energia de Fermi vem corrigida,

R (6r2n\%3
£ ()
2m g
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Comportamento a baixas temperaturas

%/2(2) = 15ﬁ

* Usamos as expressdes de Sommerfeld para 3/, e f5/,

(log z)%/2 [1-1—58 (logz)~2-- ]
Bale) = 5= (o2 |

%2(Iog z)72.. ]

e Os termos de primeira ordem obtém-se todos facilmente =
[e correspondem ao caso limite T = Q]

o A aproximacdo seguinte é bem mais dificil

o O parametro de expansdo é kT /ef



Baixas temperaturas: niveis de ocupacao

o Resulta:

— Substituindo f3/, na P
equagdo de N/V, N

2 (kT\?
n=kTlogz=c¢€r ll—%<—> 4+

"""""

— Usamos este u na
expressao dos niveis
de ocupacio,
1
n =
) B (B — ]+ 1
O desvio em relacdo a funcio de degrau é da ordem de kT.

[m] = =



Baixas temperaturas: energia interna e pressao

* Resulta (cont.):

u_s

— Substituindo f5/, e f3/, na equagdo de U,
N

(KT log z) {1 + %z(logz)_z T ]

— Substituindo kT log z na expressdo anterior,

_—§ 1+ﬁ E 2_|_
N~ 5F 12
Fermi.

€F

O primeiro termo é a energia do estado fundamental do gds de
— A pressdo é dada por

P =

Wl N

U 2
v~ 5"F

52 <kT
1+ =

2
= ()

[m]
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Baixas temperaturas: pressao e Cy

o Sobre a pressioa T =0:
— Mesmo ao zero absoluto, a pressdo é diferente de zero.

— E um fendmeno quantico, designado por “movimento do ponto
zero" (zero-point motion).

- A energia interna também é diferente de zero

o Capacidade calorifica:
— Derivando a expressao de U,

CV - 7T2 kT
Nk n 2 €F
— Quando T — 0, Cy — 0 (32 lei da termodindmica!)

~ Quando T — oo, Cv — 3Nk (limite cldssico!)
— Quando T é préximo de zero, C, < T.
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Capacidade calorifica Cy

e O comportamento linear com T para baixas temperaturas é
tipico dos sistemas de Fermi:

— quando T aumenta a partir de 0, algumas particulas sdo
excitadas para niveis £, > ¢F;

as particulas com energias da ordem de e — kT sao excitadas
para a regido er + kT;

— o ndmero de particulas excitadas é da ordem de (kT /ef)N

— A energia total de excitacdo é da ordem de
AU ~ (kT /ep)NKT;

Donde C, ~ (kT /er)Nk.
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Aplicagoes

Sistemas muito diferentes podem estudar-se a partir do gds de
Fermi! Alguns exemplos sdo:

Paramagnetismo (Pauli)

Diamagnetismo (Landau)

Estrelas an3s brancas (ver teste de 13/5/2011)
Modelo estatistico do dtomo

Gas de electrdes nos metais

Emissao termidnica e efeito fotoeléctrico.
Fusao inercial

Efeito de Hall quantico

Gés de Fermi ultra-relativista (ver exercicio 2. do teste de

28/5/2014)
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