Fisica estatistica

Gases ideais: conjuntos candnico e grande candnico

MEFT, IST
“Fate laughs at probabilities”

Edward Bulwer-Lytton (1803-1973)




Gas ideal no conjunto candnico

e A termodindmica no conjunto candnico obtém-se a partir da
funcdo de particao

Qu(V,T)=>_g(E)exp(—BE)
E

— E representa os valores préprios da energia do sistema de N
particulas.

— g(E) o peso estatistico da energia E, i.e., o nimero de estados
do sistema com energia E

o Cada valor de E pode escrever-se como soma das energias das
particulas individuais,

E=E{ny} = Z”pEp
P
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Gas ideal no conjunto candnico

° Em E{np} =3, npEp:

— n, é o nimero de particulas no estado (de uma particula) p;
— 0s nlmeros n, tém que satisfazer

an:N
P

* Vem ent3o

Qn(V,T)= Zg{np} exp (—BZ anp)
{np} p

=Y " g{np}exp(—BE{ny})
{np}
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Pesos estatisticos

» Novamente, a soma é feita sobre todos os conjuntos {n,}
compativeis com > n, = N.

e Atenc3o a notagdo: os factores g ja representaram vdrias
grandezas (relacionadas, mas n3o iguais!).

» Os pesos estatisticos g{np} correspondem a distribuicdo {n,}
sobre estados individuais de uma particula.

— Bose: g{n,} =1

— Fermi: g{n,} =1, se todos os n, =0,1; g{n,} =0, caso
contrario.

! 1

[, me!t = 11, np!

* Note-se que os g{n,} se obtém directamente dos factores w
para as “células” colocando todos os g; a um.

— Boltzmann: g{n,} = #
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O gas de Boltzmann no conjunto candnico

Voltemos a tratar o gas de Boltzmann:
e A fungdo de particdo é

{np}

x| (1m)

[T (—ﬂEp))""]

Qu(V, T) = g{np}exp(—BE{ny})

=%Z

{"p}

p

M (exp(—nﬂlEp))"P]



multinomial:

(X]_+"'+Xm)n=

n
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e a soma se extende por todos os inteiros k; tais que
o Segue-se que

1
QN(V7 T) = m

N
Zexp(—ﬂEp)] = % [Qu(v, TV

=] F

O gds de Boltzmann no conjunto canénico (cont.)

e O resultado pode ser simplificado usando o teorema



O gds de Boltzmann no conjunto canénico (cont.)

e Usando a aproximag¢ao continua,

p

QUV,T) = exp(—BEy) ~ -5
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o Finalmente,

VN
WV-T) = yiyaw
donde se ontém a termodindmica do sistema: equacgao de
Sackur-Tetrode e PV = NKT =



Conjunto grande candnico: gas de Boltzmann

facilmente

e A fungdo de grande particdo é

=(z,V,T) ZZNQN(V T) =

1 NV’V

3N
2 NPy
s (N (2
=LA Pl N3

e E o resultado que obtivémos classicamente e ja deduzimos a
termodlnﬁmica a partir daqui (PV/kT
N = Zaz log =)

=log= +

No conjunto grande candnico o gas de Boltzmann resolve-se



Conjunto grande candnico: gases de Bose e de Fermi

Para o conjunto canédnico, temos:

o A funcdo de particdo é

Qu(V,T) =" gfno} exp(—BE{ny})
{np}

=) exp (—5; anp>

{”p}

o A diferenga entre os casos de Bose e de Fermi estd nos valores
que {np} pode tomar.

e Devido a restricdo Zp np, = N, o cdlculo explicito da fungdo
de particdo é dificil...



Conjunto grande candnico: gases de Bose e de Fermi

mas o cdlculo no conjunto grande candnico é mais facil!
o A fungdo de particdo é

=(z,V,T) = io: Non(V, T)

N=0
o

-3 | e
=0

.
{np} P

=> > [llzexe (-sE)"
N=0{n,} P
e A dupla soma, em N e em ng, ny, -

-~comng+n+---=N2é¢
equivalente a somar ng em todos os valores possiveis, n; em
todos os valores possiveis, etc.

[m]

=



Conjunto g.c.: gases de Bose e de Fermi (cont.)

Podemos entdo escrever

=(z,V,T)=

Z {[zexp (—BE0)]™ [zexp(—BEL)]™ -

- {Z [ZeXp(_BEO)]no} {Z [Zexp(—/BE1)]n1} e

- H {Z [zexp (—BEP)]"}

¢ Osoma ), abrange n=0,1,2
n=0,1 para o gas de Fermi

no caso de Bose



Gases de Bose e de Fermi: funcao de grande particao

A funcdo de grande particdo é ent3o:
e G3as de Bose:

_ 1
=(z,V,T) :H T~
P

P(_ﬂEp)
com zexp(—BEp) < 1;
o Gas de Fermi:

=(z,V,T) = H [1+ zexp(—BEp)]

DA



Gases de Bose e de Fermi: equacao de estado

A equacio de estado corresponde a

e Gas de Bose

o Gas de Fermi

p

PV

T =log=(z,V,T)

PV

- loglt — ze0( 36

V = +Z log [1 + zexp(—BEp)]



Gases de Bose e de Fermi: nimero médio de particulas

Eliminamos z como anteriormente

(Ny ==z 0
o Gas de Bose

log =
0z 8

o Gas de Fermi

<N> _ Z . ZeXP(_ﬂEp)

+ zexp(—PEp)
e Para todas as estatl'sticas, coma=-1,+1,0
respectivamente para BE, FD e MB

B zexp(—BEp)
N) = ; 1+ azexp(—ng)

=




Gases de Bose e de Fermi: nimeros de ocupacao

Os niimeros de ocupagdo (n,) sdo dados por

(np) = % Z ZN Z np exp —ﬂz Ny Epy

N=0 {np/} p
_ 1o, =
T BoE, &7
zexp (—PEp) B 1

<n > = =
P _
1+azexp(—BE,) zlexp(BEp)+a
— S30 0s mesmos que os valores mais provaveis obtidos no
conjunto microcandnico, !

= As expressoes do slide anterior sdo simplesmente

(N) =25 {np)
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As varias distribuicoes

(np) em funcdo de (E — p)/kT
[note-se que z = exp(Bp), pelo que z~ L exp(BE) = exp[B(E — )]
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As varias distribuicdes (cont.)

A fugacidade tem que ser ndo negativa (ver expressdes de
(N)).

Para Bose-Einstein (a = —1), (np) > 0 implica que

2z Vexp (BE;) = exp[B(Ei — )] > 1

ie., u < E;, para todos os E; (u < 0 se Eg = 0).

Para Fermi-Dirac, A, < 1 (como tinha que ser).

No caso de Bose, se = Eg (Ep é o menor valor de E;), a
ocupagido desse nivel — oo (1)
— condensagc3o de Bose-Einstein.

Caso de Maxwell-Boltzmann (a = 0) da a distribuigdo
exponencial.
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As varias distribuicdes (cont.)

o A diferenca entre o limite classico e as estatisticas quanticas
torna-se imperceptivel para

z lexp (BE;) = exp[(E — p) /KkT] > 1
o Este limite ndo corresponde a baixas temperaturas:
- U= /L(T7 Na V)

Boltzmann.

- caso classico: p grande e negativo, —kT log [% (27”"”)3/2].
- |p| deve crescer com T mais rapidamente que T
« Corresponde também a (n,) < 1 e g{np} =~ 1 para o caso de
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