Fisica estatistica
Estatisticas quanticas dos varios “ensembles”

MEFT, IST

“There are lies, damned lies and statistics.”

Mark Twain
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Conjunto microcandnico

O conjunto microcandnico nas estatisticas quanticas
e Todos os sistemas do ensemble:
— contém um nidmero fixo N de particulas;

— ocupam um volume V fixo;
— tém energia no intervalo E e E + AE, com AE < E.

o I'(N,V,E,AE) é o nimero de estados verificando as
condi¢des anteriores.

(para simplificar a notagdo, escrevemos apenas [ = '(E))
* Na representacdo da energia o hamiltoneano e a matriz

densidade s3o diagonais,

Pmn = 6mn|bn|2
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Conjunto microcanénico (cont.)

o Usamos o principio da equiprobabilidade a priori,
|b|2— const. , E<E,<E+ AE
"o , caso contrario

— E,, sdo os valores préprios do hamiltoneano;

— se escolhermos a constante igual a 1/T'(E) temos satisfeita a
condicdo de normalizagdo

Tr(p) = ann =1
n
— se escolhermos a constante igual a 1 temos

T =T(E) e p=

2

|#n) (¢nl
E<E,<E+AE
energia.

A soma é feita sobre estados e ndo sobre valores préprios da

[m]
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Conjunto microcanénico (cont.)

o Para um sistema macroscépico o espectro {E,} é
praticamente continuo...

... para AE < E, a densidade de estados w(E) é dada por
[(E) = w(E)AE

A termodinamica obtém-se de

S(E, V) = klogT(E)

['(E) é o niimero total de estados acessiveis, calculado pela
mecanica quantica ja tendo em conta a indistinguibilidade das
particulas = n3o aparece o paradoxo de Gibbs!

A partir daqui é tudo igual ao caso classico =

[m] = =

it
N)
yel
)



A terceira lei da termodinamica

Temos um novo resultado a partir da definicio da entropia, que
nao se obtém classicamente!

Suponhamos que temos apenas um estado acessivel, I'(E) = 1.

e Claro que a constru¢do do ensemble é irrelevante: todos os
sistemas do ensemble estao no mesmo estado =

¢ A entropia do sistema... é zero!

No zero absoluto um sistema estd no seu estado fundamental!
e Se G é a degenerescéncia do estado fundamental, entdo
S = klog G quando T = 0.

¢ Se G =1 (o estado fundamental é tinico), S = 0 quando
T =0!
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A terceira lei da termodindmica (cont.)

e Se o estado fundamental n3o é tnico, mas G < N, entdo
S < klog N quando T = 0.

o A terceira lei da termodindmica mantém-se valida, pois a
entropia por particula quando T = 0 é da ordem de log N/N!

No entanto... para sistemas macroscopicos o espectro de energia é
praticamente continuo!

e O argumento acima sé é valido para kT < AE, onde AE é a
diferenca de energia entre o estado fundamental e o primeiro
estado excitado.

e Para sistemas macroscépicos essa condicao corresponde a
T<1K(@

o A histéria n3o termina aqui...
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Conjunto candnico

» O sistema é especificado pelos parametros N, V e T (a
energia E pode variar)

» No tratamento classico n3o se utilizou de modo crucial a
mecanica cldssical

= Toda a deducio feita anteriormente se mantém, mudando a
integracdo no espaco de fase para o somatdrio nos estados
quanticos do sistema,

1
N!hsN/dpdq Z
n

e A matriz densidade é

Pmn = 5mn exp (_/BEn)
com 3 =1/kT.
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Conjunto candnico: funcdo de particao

o A temperatura T a probabilidade de que um sistema,
escolhido aleatoriamente entre os sistemas do ensemble, tenha
energia E, é proporcional ao factor de Boltzmann,

exp (—BEp).
o A fungdo de particdo é dada por

Qn(V,T)=Tr(p) = Z exp (—BE,)

Novamente é uma soma sobre estados, e nao uma soma sobre
valores préprios da energial

¢ A ligagdo a termodindmica faz-se como no caso classico,

Qn(V, T) =exp[-BA(V, T)]
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Conjunto canédnico: valores médios

o O operador densidade é dado por

> 60) exp(~BEn)(a] = exp (~AH)

pois exp(—AH) = Z( 57{)]

€ Z ‘¢n><¢n =1I
n
o A funcdo de particdo pode escrever-se

Qn(V, T)=Trexp (—Bﬁ)
o O valor médio de um observavel calcula-se de
(©) = ™Op) Tr (@ exp(—ﬁﬁ))
- Tr(p) Qn

[m]

=



Conjunto grande candnico

O operador j opera num espago de Hilbert com um nimero
indefinido de particulas (!)

p deve comutar com o hamiltoneano e com um operador N
cujos valores préprios sdo 0,1,2,-- -, representando o niimero
de particulas do sistema.

A funcao de particdo, serd

=z, vV, T)=>_ 2"Qu(V, T)
N=0

Note-se que a partir daqui podemos calcular todas as
propriedades termodinamicas do sistema = ja nem precisamos
de saber a forma da matriz densidade...
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Conjunto grande candnico: matriz densidade

N3o precisamos da matriz densidade, mas podemos generalizar
facilmente a partir do caso anterior:

e no conjunto candnico cldssico a densidade de probabilidade de
ter um sistema com energia H é proporcional a

exp [-BH(p, )]
e ... a probabilidade de obter o sistema no estado de energia E,
é proporcional a exp(—SE,) = pnn, donde p = exp (—Bﬁ)

¢ No conjunto grande candnico cldssico, a densidade de
probabilidade de ter um sistema com energia H e N particulas
é proporcional a exp [-B(H — uN)]...

e ... donde vamos ter p = exp [_6 <7-A[ o MNH
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Conjunto grande canénico: valores médios

o Os valores médios calculam-se a partir de
o
1
== E O)nQ@n

onde (O)y é o valor médio do conjunto canénico com N

particulas.

e Em termos dos operadores sera

=(z,V,T)=Trexp [—ﬂ (?—Al — ,ulV)]

(0) =

I —

Tr{Oexp [ (7 - )] }
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