Fisica estatistica

Conjunto canédnico

MEFT, IST

“Reality is merely an illusion, albeit a very persistent one”

Albert Einstein
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Necessidade do conjunto candnico

Fizémos o conjunto microcandnico, que descreve um sistema
isolado com uma determinada energia.

o Estudar apenas sistemas isolados é uma condicdo demasiado
restritiva...

o S3o sistemas dificeis de considerar na prética e raramente a
energia € mensurdvel.

e E o conjunto microcanénico é matematicamente dificil de
usar.

— Uma alternativa melhor é tentar estudar sistemas a
temperatura constante.

o Consideramos o sistema a estudar em contacto com uma
fonte.
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Necessidade do conjunto candnico (cont.)

= Temos um sistema que pode trocar energia (mas n3o
particulas) com o exterior, i.e., um sistema fechado.

o Note-se que:
— A natureza da fonte é irrelevante.
— As propriedades da fonte s3o irrelevantes.

— Usar o conjunto microcanédnico incluindo explicitamente a
fonte é dificil... e indtil!

— Vamos partir desta ideia, considerar o microcandnico para o
“sistema + fonte"... e livrar-nos das propriedades da fonte =
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Formulagcao do problema

e Vamos ter um conjunto estatistico definido pelas varidveis
N,V e T: conjunto candnico.

o A energia do sistema pode variar. Queremos saber qual a
probabilidade de ter o sistema com uma dada energia E.

e Ja fizemos algo parecido no estudo do conjunto
microcandnico!

o Consideramos um sistema isolado composto por dois
subsistemas, 1 e 2, com hamiltoneanos Hi e Ho e Ny e No
particulas.

o O sistema em estudo é o sistema 1, e temos N> > Nj.

= Podemos considerar um conjunto microcandnico para o
sistema composto (com energia E < E; + E; < E + 2AE).
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O sistema em estudo

Warmespeicher
(System 2)

System 1
V.

-

Ja sabemos tratar este sistemal

o A partida E; pode tomar qualquer valor entre O e E...

mas ja sabemos que existe apenas um conjunto de valores,
E; e E», que é verdadeiramente importante!
e Assumimos que E; > E;



Conjunto microcandnico

e [2(E2): volume ocupado pelo sistema 2 no seu préprio espago
de fase.

e A probabilidade de encontrar o sistema 1 num estado no
elemento dp; dg; em torno de (p1, g1), independentemente do
estado do sistema 2 é proporcional a dp; dg; ['2(Ez),

E;=E - E.
= A densidade para o sistema 1 no espaco de fase é

p(p1, q1) x Ma(E — Eq)

o Esperamos que apenas sejam importantes os valores de E;
préximos de E;. Como E; < E, podemos expandir a entropia
em série,

klogM2(E — E1) = S(E — E1) = S(E) — [855—?] E

o 5 = = £ DA



Conjunto microcanénico (cont.)

o Usando a relagdo de Maxwell + = (

0)y vem
E
klogla(E — E1) = S(E) — —

Mo(E — E1) ~ exp { 52(5)] exp ( kET)

o O primeiro factor é independente de E; (constante, do ponto
de vista do sistema 1) e E;
escrever

Hi(p, q). Podemos entdo

p(p,q) = exp [ "

_H(p.q)
kT
que definine o conjunto candnico




Parentesis

° Vemos que o volume ocupado no espaco de fase
= “nlmero” de pontos representativos
= “nlimero” de microestados
da fonte decresce exponencialmente com a energia E; do
sistema.

» Todos os microestados do “sistema total” (142) sdo
equiprovaveis

o Para o “nosso” sistema (1) todos os microestados com a
mesma energia E1 s3o equiprovaveis.

» Para o “nosso” sistema (1) a probabilidade de termos um
microestado com uma dada energia E; decresce com Ej.

[voltar a pensar no exemplo das 4 particulas distribuidas por 5
niveis de energia equidistantes: a particula A é o “sistema 1", as

particulas B, C e D s3o a fonte...]
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Funcao de particao

A fungdo de particdo é o volume do espaco de fase ocupado pelo
conjunto candnico,

d3N d3N
Qu(V,T) = / Wexp [-BH(p. )]

B=1/kT

h tem dimensdes de distanciaxmomento e torna Qp
adimensional.

O factor N! vem da “contagem correcta de Boltzmann” (ver o
paradoxo de Gibbs).

e h e N! n3o tém influéncia na equacido de estado!

Sé deveriamos integrar em E; < E e n3o no espago todo...

mas nao faz mal =
[m] = = =
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Termodinamica a partir do conjunto candnico

A termodindmica do sistema pode obter-se a partir de

Qn(V,T)=exp[-BA(V, T)]
onde A(V, T) é a energia livre de Helmholtz.

Para a definicdo fazer sentido temos que verificar que:
i) A é uma quantidade extensiva;
S =

i) A relaciona-se com a energia interna U = (H) e
—(24), por A=U—TS.

i) é imediata a partir das defini¢des de Q e de A
ii) corresponde a mostrar que



Termodinamica a partir do conjunto canédnico (cont.)

» Da defini¢do de Qn(V, T),

Qn(V, T)exp[BA(V, T)] =1
o Substituindo Qn(V, T)

N1R3N /dp dgexp{B[A(V, T) —H(p,q)]} =1

o Diferenciando em relagdo a g,

m / dpdqexp{B[A(V, T)—H(p,q)]} x

X [A(V, T)—H(p,q) +ﬂ(

=] F

0A
%)] =0



o Finalmente,

Termodinamica a partir do conjunto canédnico (cont.)

AV, T)—-U(V,T) - T(

A
2) —0
oT )y,
Como queriamos mostrar!

As restantes quantidades calculam-se a partir das relacGes de
Maxwell:

0A 0A
P=-(w), o=l
G=A+PV

),
; U=H)=A+TS ;

H=U+PV



o Finalmente,

Termodinamica a partir do conjunto canédnico (cont.)

mwn—mwryr(m

) =0
7).
Como queriamos mostrar!

As restantes quantidades calculam-se a partir das relacGes de
Maxwell:

o7),
U=H)=A+TS ; H=U+PV
|
Todos os calculos no conjunto candnico se iniciam (e praticamente
terminam!) com o célculo da fung3o de parti¢cao!

[m]

0A 0A
P=—(av), =
G=A+PV

=



Breve nota sobre a entropia

Ver exercicios 3.d-3.e do exame de 11/6/2014

E ficil de mostrar que a entropia calculada a partir de

0A
s=-(m),
com a definigdo de Qn(V/, T) dada e p(p, g) normalizada,
exp|—BH(p,
Qu(V. T) = exp [-BA(V. T)] : plp.q) = B %N(” 2
corresponde a definicdo usual

)

p3N

d3N q
S = (—klogp) = —k/ yipan PP a) log[o(p. @) -
= Poderiamos ter feito o caminho inverso: partir desta expressdo
para obter a relacdo entre Qy e Al

[m]

=



Uma abordagem mais dedutiva

Ver exercicio 1 do teste de 27/4/2015
E imediato mostrar que a energia interna se pode calcular
directamente a partir de Qy,

U= 7508 Qu

e que 5
%[ﬂ(U—TS)FU,
donde

A=U~—TS =—kT log Qu



Antecipando os sistemas quanticos... and more

o Se tratarmos dum sistema com niveis de energia discretos, a
probabilidade de encontrar o sistema num dado estado i é

wo(-5)
pi=—FH7—""
com

Qn ’
E;
=>» e —-— .
o= oo (7)
¢ Se tivermos dois sistemas independentes ou se a energia for
separavel (Born-Oppenheimer)

E=E+E+- -,
donde

Qv =QQ---



Equivaléncia entre os conjuntos candnico e microcandénico

Queremos garantir que as propriedades termodindmicas de um
sistema deduzidas a partir do formalismo do conjunto canénico
sejam as mesmas que as deduzidas a partir do conjunto
microcandnico.

o Como é possivel, se num deles o sistema pode ter qualquer
valor para a energia (entre 0 e co!), enquanto no outro a sua
energia estd limitada a uma regido muito estreita?

¢ Porque a esmagadora maioria dos elementos do conjunto
candnico tém a mesma energial

= Para o verificar, vamos calcular as flutuagdes da energia no
conjunto candnico.
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Flutuacoes da energia

candnico:

Célculo do desvio quadratico médio da energia no conjunto

o A energia média é

U= (H)= fdp dq H exp(—BH)

~ [ dpdqexp(—5H)
e Derivando em ordem a §3,

ou _ [ dpdqH? exp(—5H) [[dp dq?-lexp(—,é’?—[)]2
op [ dp dg exp(—BH) ([ dpdq exp(—,BH)]z
ou

55 =+ (2



Flutuagdes da energia (cont.)

Como
oU_0UOT _ | 10U
03 OT 0B oT
o desvio quadratico médio é

(U= H)2) = (H2) — () = kT2 22

oT
(H?) = (H)* = kT?Cy

Num sistema macroscépico (H) x N e Cy x N

(H) =

=U

e as flutuagdes sdo negligencidveis quando N — oo
¢ Quase todos os sistemas no conjunto candnico tém energia

= O conjunto candnico é equivalente ao microcanénico!

[m]

=



Flutuacdes: analise alternativa

J4 vimos que os dois conjuntos s3o equivalentes (porque quase
todos os elementos do conjunto tém energia U).

Matematicamente, podemos notar que:

¢ Os sistemas do conjunto candnico distribuem-se no espaco de
fase de acordo com a func3o densidade

p(p, q) = exp[—BH(p, q)].

o A distribuicdo na energia corresponde ao nimero de pontos
nas superficies de energia (de espessura AE...)

» A densidade de estados w(E)
aumenta muito rapidamente com a .
energia (w oc EV); a densidade de
pontos diminiu com a energia =
algures pelo caminho (E = E) o
produto de ambos tem um maximo!




Maximo da integranda da funcao de particao

e Podemos verificar que esse maximo ocorre onde esperamos

0
A [~ BE)w(E)] =

[corresponde a um extremo da fungdo exp(—/SE)w(E)]:

~f exp(~ FEY(E) texp(~HE) g = 0
1 Ow(E)
w6 0e "

0
7 llogw(E)] = 8
Como S = klogw(E) e 5 =1/kT, o maximo corresponde a

[ 1
OE ) c_E N
ou seja, a E = Ul

T



Distribuicao na energia

A funcao de particao é

(V. T) = e / dp dq exp[—AH(p, q)]

/ " 0E w(E) exp(—BE) = / " UE exp|—BE + logw(E)]
0 0

o0

:/ dE exp [B(TS(E) — E)]

0

Podemos agora expandir o expoente em torno de E = E

TS(E) — E ~ [TS(U) — U] -

1 2
a1, (E~Y)



Distribuicdo na energia (cont.)

Resulta

%) _ 2
Qu(V, T) =~ exp[B(TS — U)] /0 dE exp [—%}

= A distribuicdo na energia do conjunto candnico é uma
gaussiana centrada em U e com largura AE = \/2kT2Cy!

(que é muito pequena quando N — oo, pois U x N e
Cv x N, donde AE/U — 0)
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Nota final sobre a equivaléncia entre os conjuntos candnico
e microcandnico

Podemos calcular o integral que estd no slide anterior!

_ U)2] /oo [ X2
dE ex = dx ex
/ P { 2kT2C, |~ ) P
+oo

_2kT2CV]
X2
~ e — 2
_/_oo dx exp[ 2kT2CV] \V21kT2Cy
Assim,

Qn(V, T) = exp(—BA) ~ exp[3(TS — U)]v/2rkT2Cy
A~

(U= TS) = SkT log (2mkT2Cv)

~U-TS



Nota final (cont.)

A dltima igualdade é importante:
o A energia livre de Helmholtz foi obtida pelo formalismo do
conjunto candnico

e A entropia veio da definicao que fizémos no conjunto
microcandnico!

o A relacdo mostra que a definicdo de entropia dos dois
conjuntos é a mesma (a menos de termos da ordem de log )

= Os dois conjuntos fornecem relacbes termodindmicas
consistentes!

= As duas abordagens sdo equivalentes.
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Nota final final =

¢ No conjunto microcandnico vimos que no calculo da entropia
e das propriedades termodindmicas n3o era importante se
considerdvamos o nimero de estados com energia entre E e
E + AFE ou todos os estados com energia menor que E.

e Vemos agora que pouco importa especificar a energia do
sistema ou a sua temperatura, pois na pratica fixar uma delas
determina a outra e obtemos o mesmo comportamento
termodindmico em ambos os casos.

o A expressio (H?) — (H)? = kT2Cy é um exemplo dum
resultado mais geral, o teorema da flutuagio-dissipacdo: as
flutuagGes do sistema est3o relacionadas com a sua
capacidade de dissipar ou absorver energia.
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Exemplos

e Para um gas de moléculas diatémicas, na aproximacao de
Born-Oppenheimer (E = Eyrans + Erot + Evip + -+ + ), a fungdo
de particdo de uma particula é Q1 = Qtrans Qrot Quip * - -

- Qrot classicamente: ver exercicio 2. do teste de 28/4/2014
- Quip classicamente: ver exercicio 2. do teste de 27/4/2015
» Ver exercicio 4. do exame de 11/6/2014

e Tratamento “quantico” do gas diatémico, incluindo
acoplamento ro-vibracional: ver exercicio 4. do exame de
11/6/2012

o Gas ultra-relativista cldssico: ver exercicio 3. do exame de
18/6,/2010

« Oscilador anarménico: ver exercicio 2. do teste de 18/4/2011

e Dipolos magnéticos num campo exterior: ver exercicio 4. do
exame de 11/6/2011
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