Fisica estatistica

Mecanica estatistica classica

MEFT, IST
“Satan delights equally in statistics and in quoting scripture....”

H. G. Wells, The Undying Fire
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Mecanica Estatistica

Objectivo: obter as propriedades de equilibrio (equilibrio no sentido
empirico da termodindmica) de um sistema molecular
macroscopico a partir das leis da mecénica.

¢ Queremos n3o sé derivar as leis da termodindmica, mas
também as fungGes termodindmicas do sistema em estudo.
e N3o descrevemos a evolucdo para o equilibrio; sé a situacao
de equilibrio (se existir )
Na teoria cinética descrevemos a evolugdo para o equilibrio.

e Essa evolucdo é bastante complicada...

e Mas a distribuicdo de equilibrio — Maxwell-Boltzmann — é
simples!



Mecanica Estatistica

o |deia de base: tentar generalizar o método que usdmos para os
gases rarefeitos (distribuigdo mais provavel) para qualquer
sistema macroscépico!

o Tipicamente vamos estar interessados em conseguir definir
uma fungdo termodinamica e conseguir calcular uma
capacidade calorifica (muitas vezes Cy/), pois essa é uma
quantidade que caratcteriza as transferéncias de energia para
o sistema... e que podemos medir!
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Sistema em estudo

o Sistema classico composto por um grande nimero N
moléculas ocupando grande volume V.

¢ Limite termodindmico:
N .
N—ooco ; Voo ; Vo n finito e constante
Sistema isolado, i.e., E =constante, e as paredes s3o

perfeitamente reflectoras.

e O estado do sistema é completamente especificado pelas 3N
coordenadas candnicas g1, -+ , gy € pelos 3N momentos
canénicos p1,-- -, py, abreviadamente (p, q).
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Equag¢des do movimento

A dindmica do sistema é descrita pelo hamiltoneano H(p, q) e
pelas equa¢bes do movimento

oHp.a) _ . . OHpG)
opi b dq; '

o Espaco de fase I': espago 6/N: um ponto representa o estado
do sistema, e vice-versa.

o Superficie de energia E: conjunto de todos os pontos de I'
satisfazendo H(p, q) = E.

¢ N3o temos possibilidade nem queremos saber o estado exacto
do sistema: sé nos interessam as propriedades macroscépicas:
N particulas, volume V/, e energia entre £ e E + AE.
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Ensembles

e Ensemble: n3o pensamos num sistema individual, mas num
conjunto de cépias mentais do sistema, existindo em todos os
estados possiveis satisfazendo as condi¢cdes macroscépicas
dadas (Gibbs).

o O ensemble é representado por uma distribuicdo de pontos no
espaco de fase, caracterizada por uma func3o densidade
p(p, g, t) definida de modo que

p(p,q.t)d*"pd*Nq

€ o nimero de pontos representativos no elemento de volume
d*Np d®Ng em torno de (p, g) no instante t.
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Teorema de Liouville

e A evolugdo de p no espago de fase é dada pelo teorema de

Liouville,
9 o Eopon omop
T +[p,H]I=0 ; [p,H]= ; <3qi opi  0q; Op;

que diz que uma distribuicdo de pontos no espaco de fase se
move como um fluido incompressivel.

¢ Interessam-nos as condicdes de equilibrio = consideramos
apenas casos em que p n3o depende explicitamente do tempo
e depende de (p, g) apenas através do hamiltoneano:

p(p,q) = p[H(p, 9)]

Nestas condicGes,
op(p.q) _
ot
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Principio da equiprobabilidade a priori

e E igualmente provavel encontrar um sistema em equilibrio em
qualquer estado compativel com as condi¢des do sistema.

e Isto significa que, em equilibrio termodindmico, o sistema em
estudo pertence ao conjunto estatistico microcandnico,

[ const.,, se E <H(p,q) < E+AE
plp.q) = { 0, caso contrario

¢ Note-se que podemos normalizar p de modo a ter integral 1:

1 1 se E<H(p,q)<E+AE
p(p,q) = r X { 0, caso contrario

com I definido de modo dbvio [como estd daqui a 4 slides - ].
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Valores médios e valores observaveis

* Seja O(p, q) uma propriedade mensuravel do sistema.
e Em equilibrio, o valor observado de O deve poder obter-se a

partir do conjunto microcandnico.

o Utilizam-se frequentemente dois valores:

— o valor mais provdvel: valor de O(p, q) correspondendo ao
maior nimero de sistemas no ensemble;

— 0 valor médio no ensemble,

_ [ &*"pd*Nq O(p,q) p(p, q)
Jd*NpdNgp(p, q)

— Os dois valores devem ser praticamente iguais se as flutua¢Ses
forem pequenas, i.e., se
(0%) - (0)?
(0)?

(0)

<1
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Breve nota sobre a mecanica quantica

e Em rigor, a natureza n3o obedece as leis da mecanica classica,
mas sim as da mecanica quantica -~

o Com muitas particulas os niveis de energia estdo muito
préximos e podem efectivamente ser tratados como um
continuo (AE é muito pequeno comparado com a precisdo
das nossas medidas mas muito maior que o espagamento
entre os niveis de energia)

e A mecanica cladssica estd contida com um caso limite da
mecanica quantica.
= Podemos comecar com as estatisticas quanticas e chegar a
estatistica cldssica como um caso limite.

o Seria “desconfortavel” se houvesse um postulado
independente para a mecanica classica
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Conjunto microcandnico

Cada elemento do conjunto tem N moléculas, ocupa um volume

V, e energia entre E e E + AE. Sem mais restricbes o0 momento
linear médio do sistema é nulo.

o A entropia é a quantidade fundamental que estabelece a
ponte entre o conjunto microcanénico e a termodindmica

= Vamos definir a entropia e verificar que possui as propriedades
que se lhe atribuem na termodinamica.
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Entropia

microcandnico,

e ['(E): volume do espago de fase ocupado pelo conjunto

re) - |
E<H(p,q)<E+AE

d3Nq d3Np
Depende de N, V e AE.

e ¥(E): volume do espago de fase limitado pela superficie de
energia E,

Z(E =/ d3di3Np
H(p,q)<E
Temos

[(E) = £(E + AE) — X(E)



Entropia (cont.)

» w(E): densidade de estados a energia E.
* Se AEKE,

NE)=w(E)AE ; w(E)= 82_(EE)
= Entropia:

S(E,V)=klogTl(E)
Para justificar esta definicdo temos que mostrar que S tem as

propriedades da func¢do entropia da termodindmica, em particular:
/) S é uma quantidade extensiva.

/i) S verifica as propriedades termodindmicas definidas pela
segunda lei da termodinamica.



Entropia (cont.)




Entropia como quantidade extensiva

o Consideremos 2 subsistemas, de volumes V4 e V5 e contendo
Ny e Ny particulas, respectivamente.

o Consideramos primeiro que os dois subsistemas est3o isolados
um do outro = cada um deles é representado por um conjunto
microcanénico como se o outro subsistema n3o existisse!
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Entropia como quantidade extensiva (cont.)

e Como os dois subsistemas est3o isolados

7-t(p7 q) = 7-ll(pla ql) + H2(p2a q2)

e Cada um dos subsistemas ter energia entre E; e E; + AE
¢ A entropia de cada um dos subsistemas é

Si(Ei, V) = klogTi(E;)

onde I;(E;) é o volume ocupado pelo subsistema i no seu
respectivo espaco de fase.



Entropia como quantidade extensiva (cont.)

e Tomamos o conjunto microcandnico do sistema global
(formado pelos dois subsistemas): a sua energia estd entre E
e E+2AE.

e o sistema global contém apenas elementos em que as N;
particulas com momentos e coordenadas (p;, g;) estdo
contidas no volume V; (i =1,2)

¢ O volume do espacgo de fase ' do sistema total é
simplesmente '(E) = 1(E1) x T2(E2)

= A entropia é aditiva:
S = klog(l') = klog(l'1) + klog(l'2) = S1+ S
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Entropia como quantidade extensiva (cont.)

¢ Os dois subsistemas, inicialmente em equilibrio interno e
isolados entre si, puderem agora trocar energia até atingirem
o equilibrio termodindmico.

e Assumimos que a energia de interaccdo entre os dois
subsistemas é negligencidvel quando comparada com a energia
de cada subsistema:

H(p,q) ~ Hi(p1, q1) + Ha(p2, G2)

e Tomamos novamente o conjunto microcandnico do sistema
isolado global formado pelos dois subsistemas: a sua energia
estd entre E e E 4+ 2AE.
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Entropia como quantidade extensiva (cont.)

« E claro que este ensemble tem todas as cépias do sistema
global para as quais:

i) as N; particulas com momentos e coordenadas (p;, g;) estdo
contidas no volume V; (i =1,2);

i) as energias E; de cada um dos subsistemas satisfazem a
condicdo E < E; + E; < E+2AE.

» O volume do espaco de fase ' correspondendo as condicdes i)
e ii) é F1(E1) X F2(E2)

o Para obter o volume total do ensemble representando o
sistema global temos que fazer a soma sobre todos os valores
de E; e E; satisfazendo a condigdo ii)
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Entropia como quantidade extensiva (cont.)

ou seja,

E/AE
ME)= Y Ti(E)r2(E - Ey)

i=1
onde dividimos a gama de energia em intervalos de tamanho
AE, AE K E.

o A entropia do sistema composto é dada por

E/AE

S(E,V) = klog Z M1(E)l2(E — E1)
i—1

e Vamos agora mostrar que quando N; e Ny s3o muito grandes,
ha um dnico termo que domina a soma (porqué? )

[m]
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Entropia como quantidade extensiva (cont.)

¢ Temos uma soma de E/AE termos. Se o maior termo da
soma for ['1(E1)M2(Ez2), com E; + E; = E, entédo

M(ED)a(B) < T(E) < &rl(a)rz(éz)

klog [M1(E1)M2(E2)] < S(E, V) < klog [T1(E1)M2(E2)]+klog NG
* No limite N; — oo e N — oo (relembrar Q{n;} o< N!),
loglFy o< Ny ; loglaoc Ny

Eox Ny + Ny
pelo que podemos negligenciar o termo em E/AE!



Entropia como quantidade extensiva (cont.)

¢ Temos uma soma de E/AE termos. Se o maior termo da
soma for ['1(E1)M2(Ez2), com E; + E; = E, entédo

M(ED)a(B) < T(E) < &rl(a)rz(éz)

klog [T1(E1)M2(E2)] < S(E, V) < klog [[1(E1)T2(Ez)]+k log NG

* No limite N; — oo e N — oo (relembrar Q{n;} o< N!),
logly oc Ny logla o N

Eox Ny + Ny
pelo que podemos negligenciar o termo em E/AE!

= S corresponde a uma quantidade extensiva, pois

S(E,V) = 51(51, Vi) + 52(52, Vo) + O(log N)
[m] = =



Entropia

e A demonstragdo mostrou também que os subsistemas tém
energias bem definidas, E; e Ep.

o E e E, s3o os valores de Ey e E, que maximizam
f(E1, Ex) =T1(E1)l2(E2) com a restricdo
g(E,B)=E+E—E
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Entropia e temperatura

» Usando o método dos multiplicadores de Lagrange (ver aula
7), os maximos de f correspondem a

ﬁf:oﬁg
O _Oh o of o
0, O0F °  ° ' 0E  ‘0E
105,

10h _ 106
[ 0E  T,0E
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Entropia e temperatura: lei zero

F. 2
Jo e Lot
E1=E1

8—E252(E2)}

equilibrio dos dois subsistemas...

Ez:Ez
» OS(E,V)/OE deve estar relacionada com a condi¢do de

0S(E,V) _ 1
9E

T
— E; e E, s3o tais que os dois subsistemas tém a mesma
temperatura!l (T1 = T3)

(1)
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Entropia e temperatura (cont.)

o Além disso, (1) corresponde a uma das relagdes de Maxwell!
e T é precisamente a temperatura absoluta da termodindmical

» Escolher o intervalo de temperatura convencional (1°C) define
a constante k como sendo a constante de Boltzmann.

= Para um sistema isolado, a temperatura é o pardmetro que
rege o equilibrio entre uma parte do sitema e outra!
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Entropia e temperatura (cont.)

o Além disso, (1) corresponde a uma das relagdes de Maxwell!
e T é precisamente a temperatura absoluta da termodindmical

» Escolher o intervalo de temperatura convencional (1°C) define
a constante k como sendo a constante de Boltzmann.

= Para um sistema isolado, a temperatura é o pardmetro que
rege o equilibrio entre uma parte do sitema e outra!

e Quando N é muito grande, quase todos os membros do
conjunto microcandnico tém os valores (Eq, E3).



Sobre a definicao de entropia

H4 vérias definicbes de entropia equivalentes (a menos de uma
constante aditiva da ordem de log N):

S =klogl(E)

S = klogw(E)
S=klogX(E)

DA



Entropia e a segunda lei da termodinamica

Falta-nos mostrar que a definicdo de S tem as propriedades
expectaveis resultantes da segunda lei da termodinamica.

o Tal como na termodinidmica, sé definimos S para situacdes de
equilibrio.
e Segunda lei: numa transformacgdo termodindmica num sistema

isolado, em que os estados inicial e final sejam de equilibrio,
AS > 0.
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Entropia e a segunda lei da termodinamica

Falta-nos mostrar que a definicdo de S tem as propriedades
expectdveis resultantes da segunda lei da termodindmica.

e Tal como na termodindmica, sé definimos S para situacGes de
equilibrio.
e Segunda lei: numa transformacgdo termodindmica num sistema

isolado, em que os estados inicial e final sejam de equilibrio,
AS > 0.

* No exemplo anterior (lei zero) é claro que AS > 0, pois os
microestados que descrevem os subsistemas na situag¢do inicial

(E1, E2) sdo um subconjunto do niimero total de
microestados da situacdo final (E1, Ep).
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Lei zero: bonus

Concretizando:
M(E)a(E) M(E1)r2(E2)

51(51)-1—52(52) > 51(E1)+52(E2)
AS 0

Y

v

dS(E1) = §2dE + G2dE = G2 dE) + G2 9B dE
1 1

= A energia (“calor") flui do corpo mais quente para o mais frio!
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Entropia e a segunda lei da termodinamica

Para um sistema isolado em equilibrio:

o As varidveis macroscépicas do sistema sdo N, V e E...
e ... mas \ e E estdo fixos, pois o sistema esta isolado!
e E o volume V apenas pode aumentar!

= Para o sistema em estudo, a segunda lei corresponde a dizer
que a entropia é uma funcdo n3o decrescente de V

» Usemos a definicdo S(E, V) = klog X(E).

* ¥(E) é uma fungdo ndo decrescente de V, pois, se V; > V5,
o integral que permite calcular (E) para V = V; faz-se num
dominio de integracdo que inclui V5.
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Entropia e a segunda lei da termodindmica (cont.)

A fungdo S(V, E) como definida de uma das trés formas

equivalentes é a entropia do sistema de volume V e energia interna
E!

Estd feita a ponte entre o conjunto microcandnico e a
termodindmical
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Antecipando os sistemas quanticos

Se tratarmos dum sistema com niveis de energia discretos:

e chamamos estado puro a um estado préprio do hamiltoneano
= microestado;

e consideramos que todos os microestados s3o equiprovaveis;

e 0 que podemos interpretar dizendo que o sistema estd num
estado misto;

o ['(E) é o nimero de microestados com energia entre E e
E+AE...

* ...e procedemos como anteriormente -
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Entropia como média no ensemble

Ver exercicio 3.c. do exame de 11/6/2014:

o Utilizando a fun¢do densidade normalizada a 1, i.e,,

(p.q) = riey se E<H(p.q) < E+AE
PP, 0, caso contrario

o podemos verificar que a definicido de S corresponde a
expressdo (gerall)

5 = (—klog(p)) .

semelhante a definicdo da funcdo H de Boltzmann!
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