Fisica estatistica

Potencial quimico e o conjunto grande candnico

MEFT, IST

“The theory of probabilities is at bottom nothing but common sense reduced to
calculus”

Laplace
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Potencial quimico

De volta a termodinamica macroscépica...

e Potencial quimico p: define-se como a alteracdo dA = udN
na energia livre de Helmholtz se o ndimero de particulas do
sistema se altera dN, mantendo T e V constantes.

dA = —PdV — 5dT + pudN
e Temos ainda U= A+ TS, dU = dA+ TdS + SdT,

dU = —PdV + TdS + pdN
ceG=A+PV,dG=dA+ PdV + VdP,

dG = VdP — SdT + pudN
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Equilibrio quimico

Numa reacgdo quimica

V1X1+V2X2+~--‘:,Vin—H/éYg—i—---

onde os v; sdo os coeficientes estoiquiométricos, quais as fraccoes
de cada espécie presentes numa mistura em equilibrio?

o Chamando W; a espécie i (incluindo os Xj's e os Y;'s) e

considerando os coeficientes v; de uma espécie Y; como —1/,{,
reescrevemos a reac¢do na forma

K
> viW; =0
i=1

¢ A conservacao do nilimero de particulas obriga a que
dN1 dN2 _ o dNK
no o
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Equilibrio quimico (cont.)

» O quociente dN;/v; é independente de /!

dn; _

d¢
4
& designa-se por extensdo da reacgao.

¢ A volume e temperatura constante, a situacdo de equilibrio
por

(que corresponde ao minimo da energia de Helmholtz) é dada

K K
dA =" pidN; = pivid =0
i=1

i=1
e Como d¢ é arbitrario, o equilibrio quimico é definido por

K
Z pnivi =0
i=1



Necessidade do conjunto grande candnico

¢ Os conjuntos microcandnico e candnico d3o resultados
equivalentes, mas sdo conceptualmente diferentes.

¢ O nimero de particulas também ¢ dificil (impossivel?) de
especificar num sistema macroscépico!

= Conjunto grande candnico: os sistemas podem ter qualquer
nimero de particulas, sendo o seu nlimero médio determinado
pelas condicOes externas do sistema.

e O espaco de fase do conjunto grande candnico abrange os
momentos e coordenadas dos sistemas com 0, 1, 2, ....
particulas.

» A fungdo densidade p(p, g, N) da a densidade de pontos
representativos com N particulas e momentos e coordenadas
(p,q)
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Equilibrio com um reservatério de energia e de particulas
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Ja sabemos tratar este sistemal =

o Consideramos um sistema de N particulas, volume V e
temperatura T (e portanto descrito pelo conjunto candnico!)
e concentramo-nos num pequeno subvolume Vi de V.
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O sistema em estudo

A partida E; pode tomar qualquer valor entre O e E e N;
qualquer valor entre 0 e ...

* ... mas esperamos que sé um conjunto (Ej, Ni) seja
verdaderiamente importante.

o Assumimos que E > E; e N> N,

As interaccOes entre as particulas em V; e em V5 sdo “efeitos
de superficie”, negligencidveis se V; tiver dimensoes
macroscépicas:

H(p,q, N) = Hi(p1, g1, N1) + Ho(p2, g2, No)

A funcio de particdo do sistema composto é

Qu(V. T) = [ S exp [-6H(p.a.N)]
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A funcdo de particdo Qy

e Separamos a integracdo para os varios valores de Ny em Vj.

e N3o nos interessa quais particulas estdo em Vi, desde que
sejam M.

o Designamos as coordenadas das particulas que estdo em V;

por (p1, 1) (o que nos obriga a mudar as varidveis de
integragdol):

1 LN

/dql/ dgz exp { =B [H(p1, g1, N1) + H(p2, g2, N2)]}
Vi Vs
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A funcao de particao Qy e probabilidade relativa p

o Separamos os termos que dependem de 1 e 2,

N
1
Qu(V, T) =) eyl /dpl/v dqr exp [—BH(p1, g1, N1)]
N;=0 ' 1

1
"B N | /dp2 /\/2 dgz exp [—BH(p2, g2, N2)]

« Se definirmos p(p1, g1, N1) como

1
p(p17 qi, Nl) =

exp [-BH(p1, g1, N1)]
Qn(V,T) h3MNu Ny !

1
3N Ny /dP2 /V2 dqz exp [~ SH(p2, G2, N2)]

[m]
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Probabilidade relativa p(p1, g1, 1)

e Temos, directamente das expressdes na pdagina anterior,

N
Z /dpl dq1 p(p1,q1, N1) =1

N1=0

= Integrando p(p1, g1, N1) em (dp1, dg1) para N; fixo temos a
probabilidade de termos N; particulas no sistema 1.

e A segunda linha da dltima equacdo da péagina anterior é
Qn,(V2, T), pelo que

Qn, (Va, T) exp [-BH(p1, q1, N1)]
Qnu(V,T) h3NN, !

p(p17 qi1, Nl) -
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Probabilidade relativa p(p1, g1, N1) (cont.)

e Como Qn(V, T)=exp[-BA(V, T)],

Qn,
QN( V? T)

e Notando que N> Ny e V > Vi,

=exp{—B[AN — N,V — V1, T)— AN, V, T)]}

ANy =N—Ny, Vo=V — V4, T)— AN, V, T) ~

OA(N, Vo, T)

[BA(Nz, V,T) A ]V_V(vz—V)

2 ]NFN (N2—N)+[



Probabilidade relativa p(p1, g1, N1) (cont.)

- [aA(NQ, v, T)] e [aA(NQ, Vv, T)]

onde 1 e P sdo o potencial quimico e a pressdo do sistema
exterior.

e Juntando os termos, definimos a fugacidade

z = exp(fpu)

e omitimos os indices 1,

N
p(p, q, N) leh3N eXp[ BPV BH(pa q, )]
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Termodindmica no conjunto grande candnico

candnico:

o Definimos a fungdo de grande particdo, =,

=z, v, T)=>_ 2"Qu(V, T)
N=0

» Da defini¢do de p(p, g, N) (integrando em (dp, dq) para N
fixo, e somando em N),

PV
ﬁ = IOg E(Z, V, T)

Se o volume do reservatdrio tender para infinito, 0 < N < oo.

Receita para obter as fun¢Ges termodindmicas no conjunto grande



Termodinamica no conjunto grande candnico (cont.)

e O ndmero médio de particulas, N, ser4 igual a média no
conjunto estatistico (/N),

_ ANV, T) 0., _
N = S 2NV, T) —zazlog_(z7V, T)

» A equagdo de estado (P em fungdo de V, T e N) obtém-se
eliminando z e substituindo na expressdo de PV /kT

e A energia interna permite calcular todas as outras
quantidades termodindmicas:

0 —
U= ~95 log=(z,V, T)

ou
CV_((?_T) ;o S= /dT— ; A=U-TS



Antecipando os sistemas quanticos

o Se tratarmos dum sistema com niveis de energia discretos, a
probabilidade de encontrar o sistema num dado estado i é

E;—uN;
zNi exp(—BE;) B exp [_( k# )]

- bl

o Podemos indexar a N e r,

com

zN expS—BEr) _exp [B(uN — E/)]

Pr,N_
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Equivaléncia entre os conjuntos candnico e
grande-candnico

Queremos tentar estabelecer a equivaléncia entre o conjunto
da densidade

grande candnico e o conjunto candnico = calculamos as flutuacdes
e Temos que

(N?) —

0z
e Por outro lado

ol 0 o?p
25~ [28_ log=(z, V, T)] =kTV—

6 2
(N2) — (V)

KTV 92P
N2 N2 ou?

[m]

=



Flutuacoes de densidade

o Em termos de v = V/N,

(N3) — (N)2 KTV 2P
N2

N2 Op?
* A é uma quantidade extensiva: A(V, T,N) = Na(v, T)
e De = (0A/ON)v,T e P=—(0A/0V)n,T, temos

Oa
jh=a—v—

Oa

ov ' P__%
ou__Fa 0P _1
v~ Vo o v

82_P_ 1 ov

1 1
o2~ v2ou  vA(vd2ajov?)  VBOP/ov
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Flutuagdes de densidade (cont.)

o Finalmente,
<N2> - (N)2 kT

N2 AT

que tende para zero no limite termodindmico (N — oo,

V — oo e N/V =const.), se a compressibilidade isotérmica
kT = —1/v(0P/0v) for finita.

o A probabilidade de um sistema do conjunto grande canénico
ter N particulas é proporcional a

W(N) = zNQu(V, T)

Quando as flutuacdes da densidade sdo pequenas, W(N) é
muito picada em torno de N = N!

= Excelente, mas... (%)T pode ser nula nas transi¢cdes de

faselll
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Notas finais

o Pode mostrar-se que a flutua¢do na energia ¢ igual a que
temos no conjunto canénico adicionada de um termo que vem
das flutuacdes no niimero de particulas.

o Nas transicGes de fase o sistema tem duas ou mais fases com
densidades diferentes.

e O ndmero de particulas num dado volume depende da fraccao
de particulas em cada fase.

o Apesar das flutuages serem grandes, as propriedades
termodindmicas previstas pelo conjunto grande-canénico
continuam a estar de acordo com as do conjunto candnico.

e Ver exercicio 2. do teste de 27 de Abril de 2015.

e Ver exercicio 1.b. do teste de 27 de Maio de 2015

A(N,V,T)= NkgTlogz— kgTlog=

[m] = =
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