Fisica estatistica

Teorema de virial e equiparticdo de energia

MEFT, IST
“The worst form of inequality is to try to make unequal things equal”

Aristételes
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Teorema do virial

Virial: do latim vis (plural vires), for¢a ou energia.
Na mecanica cléssica:
* Seja G=Zkﬁk'ﬁ<
e O virial de um conjunto de particulas é definido como
S= _% < k % ’ Fk>
e Se o valor médio no tempo de G for constante, entdo a
energia cinética média do sistema é igual ao seu virial
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Teorema do virial na fisica estatistica

Consideremos x; como uma das coordenadas do hamiltoneano
(pode ser um dos gj ou pj, com j =1,---3N).

Queremos calcular o valor médio da quantidade XigTHk ,

OH\ 1 [ e OH
<X16_Xk> - h3N/d Xp(X)XI 6Xk

x=(p,q); dNx=d*Npd3Ng

e p é a funcdo densidade no espaco de fase, podendo ser dada
por qualquer um dos conjuntos estatisticos ja estudados,
tendo-se usado a normalizagdo h%,\, [ d®Nx p(x) = 1.
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Virial no conjunto microcandénico

No conjunto microcandnico,

_1 < <
)= { Tl EHIZEvaE
0
donde

caso contrario

BELANNES
'8xk

OH
= — =3 d®Nx x; —
F(E)h3N /ESHSE+AE O
Mas 5
/ ()
E<H<LE+AE

AEa_E/HgE(m)

(relembrar [ = %AE no microcandnico!)



Passar a integracao para o dominio H < E

Substituindo e notando que gTE = 0 (E é uma constante!)
podemos escrever

A
"Oxk -

o
AE_— Nx x;
F(E)h3N 8E/H§Ed xx

(M — E)
Oxk
1 0
G

Alxi(H — E)]
9 ov, OXi(HL—E)]
OE { /HSE X =
ox;
~ dNx “L(H - E }
/HgE X 3Xk( )



Simplificar...

o O primeiro integral é nulo, pois é reduz-se a um integral de
superficie na fronteira do volume H < E, onde H — E =0

(quando se faz o integral em x;, a integranda x;(H — E) tem
que ser calculada nos valores extremos de x;, que est3o na
fronteira da hiper-superficie H = E).

¢ No segundo integral usamos g—;;; = dik

OH\  AE 9 6N <
<X'a_xk>_ F(E)h3N8EASEd *0(H —E)

u]
o)

I

i
it
)
»
i)



Uma dificuldade pouco notada

No dltimo integral:

de E.

e tanto a integranda como os limites de integracdo dependem
e Precisamos de ter cuidado:

o g(a)d F
3_a/f Ix F(o, x

g(a)
(@) flay 0

(67

| FE Flang(a) - SEF(a.f(e))
com F=H - E.

e Como estamos a integrar na regido 0 < H < E, ficasé o
primeiro termo (o termo entre [ ] é nulo).



Estd quase =

Vem, sucessivamente,

L N
"Oxi |

0
_ 5. 6N
*FEYN /HSE" x

8—E(H —E)
_ g, BE 1 6N (—
=(E)
(E)
= Ok ()
OE
pois [(E) = ZEIAE
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Teorema da equiparticao generalizado

Finalmente, notando que

1 0%(E)
Y(E) OF

e usando S = klogZ(E) e (45),, = #, temos

que é o teorema da equiparticdo generalizado.
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Casos particulares: momentos e energia cinética média

Caso i = k e xx = py:

e Fica

onde E.; é a energia cinética associada a direccdo particular
considerada.

o Se as particulas se puderem mover nas 3 direccbes espaciais, a
energia cinética média de cada particula / é

(E) = 3(Eet) = ng

o A energia cinética média do sistema é

(Ec> = N<Eci> = gNkT

[m] = =
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Casos particulares: posicoes e virial

Caso i = k e xx = qy:

e Fica
on
[e]% Dar

) = ~ap) = (@) = kT
onde Fj é a forca na particula e direccdo particular
consideradas.

e Somando em todas as particulas,

N
<Z i ﬁ,-> = —3NKT = —2(E.)
i=1

= Recuperamos o teorema do virial da mecénica classica!



Nota sobre o teorema ergddico

» No teorema do virial da mecanica classica fazemos médias
temporais sobre uma trajectéria no espaco de fase.

e Na formulagdo estatistica fizemos médias no conjunto
estatistico, i.e., médias sobre todos os possiveis microestados
da hiper-superficie de energia do conjunto microcandnico.

= Temos um dos raros exemplos em que podemos verificar
explicitamente a equivaléncia entre valores médios temporais e
médias no conjunto estatistico - teorema ergddico!

o Teorema ergddico (ver aulas 3 e 8): num sistema de energia
finita contido num volume finito, se esperarmos tempo
suficiente a trajectéria de (praticamente) qualquer ponto
representativo passa arbitrariamente préxima de qualquer
ponto acessivel no espaco de fase.
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Teorema da equiparticao de energia

Muitos sistemas fisicos tém hamiltoneanos contendo apenas

3N

H(p,q)=>_ (Aip? + Bid?)
i=1
onde A; e B; sdo constantes.

termos quadraticos (apds uma transformagdo candnica):

o Verificamos imediatamente que

3N
0 0
—~ \' Opi 0q;
donde
1 3N
(H) =

Bl



Teorema da equiparticdo da energia (cont.)

¢ Cada um dos termos em ( ) vale kT

Teorema da equiparticao da energia

Se o hamiltoneano contiver f termos quadraticos (comumente
chamados “graus de liberdade"), cada termo quadratico contribui
para o valor médio da energia com %kT!

(H) = %fkT
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Observacdes finais

Temos ainda Cy = %fK

Quanticamente os graus de liberdade sé se manifestam se

houver energia suficiente para os excitar = as expressdes

anteriores devem ser validas para temperaturas
“suficientemente elevadas”.

O teorema do virial pode obter-se facilmente usando o
conjunto candnico,
() = - expl-BH()] . Qn = 3
x) = — exp[— X = —

d®Vx exp[~fH(x)]
Exemplos: Fj = —V;V com V = V(r) = cr®; oscilador

harménico unidimensional; lei de Dulong e Petit; equacao de
estado do gés ideal.



