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Supremo Existência de Limites

Majorantes, máximo e supremo

Definição. Dado um conjunto A,

§ m é um majorante de A se x ď m para todo o x P A

§ m “ maxA se m P A e m é um majorante

§ O supremo de A é o menor dos majorantes de A.

§ Um conjunto sem majorantes tem supremo `8.

Exemplo. A “ r´1, 3s

§ Conjunto dos majorantes de A: r3,`8r.

§ maxA “ 3.
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Majorantes, máximo e supremo

Definição. Dado um conjunto A,

§ m é um majorante de A se x ď m para todo o x P A

§ m “ maxA se m P A e m é um majorante

§ O supremo de A é o menor dos majorantes de A.

§ Um conjunto sem majorantes tem supremo `8.

Exemplo. A “ s´8, 1r.

§ A não tem máximo:
§ m ă 1 x “ pm` 1q{2 m ă x ă 1.

§ Conjunto dos majorantes de A: r1,`8r

§ supA “ 1

§ supR “ `8.
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Minorantes, mı́nimo e ı́nfimo

Definição. Dado um conjunto A,

§ m é um minorante de A se x ě m para todo o x P A

§ m “ minA se m P A e m é um minorante

§ O ı́nfimo de A é o maior dos minorantes de A.

§ Um conjunto sem minorantes tem ı́nfimo ´8.

Exemplo. A “ s0, 1r Y t2u

§ Majorantes: r2,`8r. Minorantes: s´8, 0s

§ maxA “ supA “ 2. inf A “ 0. A não tem mı́nimo.
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Algumas observações

§ Se supA P A então supA “ maxA.

§ Se inf A P A então inf A “ minA.

§ Se supA R A então A não tem máximo.

§ Se inf A R A então A não tem mı́nimo.
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Supremo e Ínfimo duma Função

sup f “ supD1f inf f “ inf D1f

max f “ maxD1f min f “ minD1f

max f“sup f

f

inf f
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Valores Máximo e Mı́nimo duma Função

maxA f

minA f

A

§ c P D1f diz-se o valor máximo de f se:

@
xPDf

fpxq ď c

Escrevemos c “ max f

§ c P D1f diz-se o valor mı́nimo de f se

@
xPDf

fpxq ě c

Escrevemos c “ min f

§ Dado um conjunto A Ă Df ,

maxA f “ max f |A e minA f “ min f |A.
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O supremo e o ı́nfimo são aderentes

Para qualquer δ ą 0 temos

X X VδpsupXq ‰ H e X X VδpsupXq ‰ H

Demonstração. Se s “ supX

§ @
δą0

s´ δ não é um majorante

§ É falso que x ď s´ δ para todo o x P X

§ Existe um x P X tal que x ą s´ δ

§ |s´ x| “ s´ x ă δ logo x P X X Vδpsq

rs´ δ rsrx
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Exerćıcio 7

Dados conjuntos A e B tais que supA “ 0 e inf B “ 1 decida se
as seguintes afirmações são necessariamente verdadeiras ou se
podem ser falsas:

1. Existem pontos x P A e y P B tais que y ´ x “ 1.

2. Existem pontos x P A e y P B tais que y ´ x ă 1,01.
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Dı́zimas Infinitas

§
?

2 “ 1,414213562373 . . . quer dizer o quê?

§ Aproximações:
1 , 1,4 , 1,41 , 1,414 , 1,4142 , 1,41421 , . . .

§ A sucessão converge?

§
?

2 “ sup
 

1 , 1,4 , 1,41 , 1,414 , 1,4142 , 1,41421 , . . .
(

§ Supremo existe?

Axioma do Supremo

Um conjunto não vazio e majorado tem supremo.

Definimos:

a0,a1a2a3. . . “ sup
 

a0 , a0,a1 , a0,a1a2 , a0,a1a2a3 , . . .
(
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Consequências do Axioma do Supremo

Teorema. Qualquer conjunto X minorado tem ı́nfimo.

Demonstração. ´X “ t´a : a P Xu.
Então supp´Xq “ ´ inf X.

r
0 X

r
inf X r

0´X
r

supp´Xq
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Consequências do Axioma do Supremo

Teorema. O conjunto N não é majorado.

Demonstração. Provamos por contradição.

§ Assumimos que N é majorado.

§ Então existe s “ supN.

§ s´ 1 não é majorante de N.

§ Existe n P N tal que n ą s´ 1.

§ n` 1 ą s logo s não é um majorante: contradição.
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Funções monótonas têm limites laterais

Teorema

Seja f é uma função monótona.

§ Seja a um ponto de acumulação de Df X s´8, ar. Então

lim
xÑa´

fpxq “

$

&

%

suptfpxq : x ă au, se f for crescente;

inftfpxq : x ă au, se f for decrescente.

§ Seja a um ponto de acumulação de Df X sa,`8r. Então

lim
xÑa`

fpxq “

$

&

%

inftfpxq : x ă au, se f for crescente;

suptfpxq : x ă au, se f for decrescente.
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Demonstração

Vamos ver o caso do limite à esquerda num ponto a P R duma
função f crescente. Seja

` “ suptfpxq : x ă au

Queremos mostrar que

@
εą0

D
δą0

x P sa´ δ, ar ñ fpxq P Vεp`q px P Df q

§ ` é aderente a tfpxq : x ă au

§ Existe x0 ă a tal que fpx0q P Vεp`q

§ x ą x0 ñ fpxq ě fpx0q ą `´ ε (assumindo ` P R)

§ x P sx0, ar ñ fpxq ą `´ ε e fpxq ď `

§ δ “ a´ x0: x P sa´ δ, ar ñ fpxq P s`´ ε, `` εr “ Vεp`q
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Sucessões Monótonas Limitadas

Uma sucessão pxnq monótona e limitada converge.

Exemplo. Dı́zimas Infinitas

x0 “ a0 x1 “ a0,a1 x2 “ a0,a1a2 x3 “ a0,a1a2a3 . . .

então limxn “ a0,a1a2a3a4. . .
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Exerćıcio 17

Considere os conjuntos

A “ s´8,´1r Y s1,`8r , B “
‰

0,
?

2
“

.

Dê um exemplo ou justifique a não existência duma sucessão:

(a) em A, monótona e divergente;

(b) em B, crescente e divergente;

(c) em B, com limite em RzB;

(d) em RzB, com limite em B;

(e) em B, tal que limun ě 2.
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Exerćıcio 19

Considere a sucessão pxnq definida por recorrência por

#

x1 “
3
2

xn`1 “
1
3px

2
n ` 2q pn P Nq

(a) Mostre por indução que 1 ă xn ă 2 para todo o n P N.

(b) Mostre que a sucessão pxnq é decrescente.

(c) Mostre que a sucessão pxnq é convergente e calcule o seu
limite.
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Subsucessões

Dada uma sucessão pxnq e números naturais

n1 ă n2 ă n3 ă ¨ ¨ ¨

chamamos à sucessão

xn1 , xn2 , xn3 , . . . , xnk
, . . .

uma subsucessão de pxnq.

Exemplos

§ Se nk “ 2k ´ 1 obtemos a subsucessão:

x1, x3, x5, x7, . . .

§ Se nk “ 2k obtemos a subsucessão:

x2, x4, x6, x8, . . .
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Limites de Subsucessões

Se pxnk
q é uma subsucessão de pxnq então

lim
nÑ`8

xn “ b ñ lim
kÑ8

xnk
“ b

Demonstração. Mudança de variável j “ nk:

§ Se k Ñ `8 então j “ nk Ñ `8

§ lim
kÑ8

xnk
“ lim

jÑ`8
xj “ b
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Teorema de Bolzano-Weierstrass

Qualquer sucessão pxnq tem subsucessões com limite.

Demonstração. Basta mostrar que qualquer sucessão tem
subsucessões monótonas. Dizemos que k P N é um miradouro se
@nąk xn ă xk. Temos 2 casos:

1. Há um número infinito de miradouros k1 ă k2 ă k3 ă ¨ ¨ ¨ .
Então a subsucessão xk1 , xk2 , xk3 , . . . é decrescente.

2. Há um número finito de miradouros. Seja k o maior
miradouro e seja n1 ą k. Então:

§ Existe n2 ą n1 tal que xn2
ě xn1

§ Existe n3 ą n2 tal que xn3
ě xn2

. . .

e assim sucessivamente, pelo que obtemos uma subsucessão
crescente: xn1 ď xn2 ď xn3 ď ¨ ¨ ¨



Teoremas Aplicações

Funções Cont́ınuas em Intervalos
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Teorema de Weierstrass

Se f é cont́ınua num intervalo fechado ra, bs então f tem
máximo e mı́nimo em ra, bs.

Demonstração. Seja s “ sup f . Vamos construir uma sucessão
fpxnq com limite s.

§ s é aderente a D1f logo:

§ para qualquer n P N temos V1{npsq XD1f ‰ H

§ Para cada n P N tomamos fpxnq P V1{npsq

§ |fpxnq ´ s| ă 1{n ps P Rq ou fpxnq ą 1{n ps “ `8q

§ Em ambos os casos fpxnq Ñ s

§ A sucessão pxnq pode não convergir,

§ mas existe uma subsucessão convergente: xnk
Ñ c

§ fpcq “ lim fpxnk
q “ s logo fpcq “ max f “ sup f .
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Teorema de Bolzano

Seja f uma função cont́ınua em ra, bs tal que fpaqfpbq ă 0.
Então existe um ponto c P sa, br tal que fpcq “ 0.

a0 b0

f

r

Demonstração. Caso fpaq ă 0 ă fpbq.
Definimos intervalos
ra0, b0s Ą ra1, b1s Ą ra2, b2s Ą ¨ ¨ ¨ tais que

§ bn ´ an “
b´a
2n

§ fpanq ă 0 ă fpbnq

c “ lim bn “ lim an ` lim b´a
2n “ lim an

§ lim fpbnq “ lim fpanq “ fpcq

§ lim fpanq ď 0 ď lim fpbnq

§ fpcq ď 0 ď fpcq logo fpcq “ 0.
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Teorema de Bolzano

Seja f uma função cont́ınua em ra, bs tal que fpaqfpbq ă 0.
Então existe um ponto c P sa, br tal que fpcq “ 0.

b2

f

a2

Demonstração. Caso fpaq ă 0 ă fpbq.
Definimos intervalos
ra0, b0s Ą ra1, b1s Ą ra2, b2s Ą ¨ ¨ ¨ tais que

§ bn ´ an “
b´a
2n

§ fpanq ă 0 ă fpbnq

c “ lim bn “ lim an ` lim b´a
2n “ lim an

§ lim fpbnq “ lim fpanq “ fpcq

§ lim fpanq ď 0 ď lim fpbnq

§ fpcq ď 0 ď fpcq logo fpcq “ 0.
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Teorema de Bolzano

Seja f uma função cont́ınua em ra, bs tal que fpaqfpbq ă 0.
Então existe um ponto c P sa, br tal que fpcq “ 0.

b3

f

a3

Demonstração. Caso fpaq ă 0 ă fpbq.
Definimos intervalos
ra0, b0s Ą ra1, b1s Ą ra2, b2s Ą ¨ ¨ ¨ tais que

§ bn ´ an “
b´a
2n

§ fpanq ă 0 ă fpbnq

c “ lim bn “ lim an ` lim b´a
2n “ lim an

§ lim fpbnq “ lim fpanq “ fpcq

§ lim fpanq ď 0 ď lim fpbnq

§ fpcq ď 0 ď fpcq logo fpcq “ 0.
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Exerćıcio 28b

Esboce os gráficos das funções gpxq “ x´ 2 e hpxq “ 1´ x4. e
mostre que a equação gpxq “ hpxq tem pelo menos 2 soluções.
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Exerćıcio 30

Seja f : r0, 1r Ñ R uma função cont́ınua tal que fp1´q “ `8 e
fp0q ă 0.

1. Mostre que existe um c P r0, 1r tal que fpcq ą 0.

2. Prove que f tem um zero no intervalo s0, 1r.
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Contradomı́nio

Teorema

Se f é cont́ınua num intervalo I então f
`

I
˘

é um intervalo com
extremos infI f e supI f .

Ou seja, fpIq só pode ser um dos 4 intervalos:
sinf f, sup f r , sinf f,max f s , rmin f, sup f r , rmin f,max f s

Demonstração. Seja y P sinf f, sup f r. Então y não é nem
majorante nem minorante de f .

§ y não é um majorante: existem valores da função fpbq ą y

§ y não é um minorante: existem valores da função fpaq ă y

§ Como fpaq ă y ă fpbq, existe um c entre a e b tal que
fpcq “ y

Portanto y P fpIq. Portanto sinf f, sup f r Ă fpIq.
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Exemplo: Domı́nio das Ráızes

Seja f a restrição de x2 a r0,`8r.

§ f toma todos os valores entre fp0q “ 0 e lim
xÑ`8

fpxq “ `8

§ D1f “ r0,`8r.

§ f´1pxq “
?
x

§ Df´1 “ D1f “ r0,`8r.

O mesmo argumento mostra que o domı́nio de n
?
x é r0,`8r

para n par e R para n ı́mpar.
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Exerćıcio

Determine o contradomı́nio da função f : r0,`8r Ñ R definida
por

fpxq “ 1`
1

x3 ` x` 1

Sugestão: A função é decrescente.
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Funções Cont́ınuas e Injectivas

Uma função cont́ınua e injectiva num intervalo
I é estritamente monótona em I.

Exemplo. A função fpxq “ 1{x é cont́ınua e
injectiva mas não é monótona.

Demonstração. Primeiro observamos o seguinte:

§ Dados 4 pontos x1 ă x2 ă x3 ă x4,

ou fpx1q ă fpx2q ă fpx3q ă fpx4q,

ou fpx1q ą fpx2q ą fpx3q ą fpx4q.

Escolhemos 2 pontos de teste a, b P I com a ă b.

§ Se fpaq ă fpbq então f é crescente em I: para quaisquer
x, y P I com x ă y, aplicando a observação aos 4 pontos
a, b, x, y vemos que fpxq ă fpyq.

§ De igual modo, se fpaq ą fpbq então f é decrescente em I.



Teoremas Aplicações

Continuidade da Função Inversa

Teorema

§ Se f é cont́ınua e injetiva, e

§ Df “ I é um intervalo,

Então f´1 é também cont́ınua.

Demonstração.

§ f é injectiva e cont́ınua em I, logo é monótona.

§ f é monótona logo f´1 é monótona.

§ D1f´1 “ Df “ I é um intervalo,

§ logo f´1 é cont́ınua.
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Exemplo

-
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c
s1

Consideremos a função f de domı́nio

Df “ s´8, 0r Y r1,`8r

definida por

fpxq “

#

x, se x ă 0;

x´ 1, se x ě 1.

f é cont́ınua e injectiva, D1f “ Df´1 “ R
mas

f´1pyq “

#

y, se y ă 0;

y ` 1, se y ě 0.

não é cont́ınua.


