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oo Probabilidades e Estatistica 12 semestre — 2018/2019
DE MATEMATICA LEGM, LEIC-A, LEIC-T, MA, MEMec 12/06/2019 -11:00
TECNICO LISBOA

Duracao: 90 minutos 22 Teste B

Justifique convenientemente todas as respostas

GrupoI 10 valores

1. A varidvel aleatéria X representa o erro associado a medicdes do teor de silica em rochas magmaticas.
Admita que X possui distribuicio normal com valor esperado y e variancia o2, ambos desconhecidos.
Seja (X1, X>,..., X;;) uma amostra aleatdria de X.

(a) Sabendo que a variavel aleatéria Z = %Z?zl(Xi - X)? étal que E(Z)=n—-1¢e V(Z)=2(n-1), (2.0)

averigiese T = Z—;} $? é um estimador centrado de o e calcule a respetiva variancia.

¢ V.a. de interesse
X ~normal(y, o)

A.a.
X =(Xy,...,Xn) a.a. de dimensdo n proveniente da populacao X

XM x i=1,...,n

¢ Parametros desconhecidos
EX;))=EX)=pu
V(X;) = V(X) = 0?

V.a. e resultados auxiliares
Z=L¥" (Xi-X)?

E(Z)=n-1
V(Z)=2(n-1)
 Estimador de o2
T = S
n+l
1 7 _
= Y (X - X)?
n+1:3
T on+1

Valor esperado de T
Ao tirar-se partido desta férmula alternativa de T e do primeiro dos resultados auxiliares,

tem-se:
e
E(T) = E( Z
n+l
o
= x E(Z)
n+1
P
= x(n-1)
n+1
_ n-1,
T on+1

e Comentario
Uma vez que
o T se diz um estimador centrado de o caso E(T) = 02, V02 >0,
_n-1_2_, 2 2
o E(T)—ma Z0°,YVo°>0,
podemos concluir que T ndo é um estimador centrado de o?.
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e Varianciade T

v(T) =

(b) Determine a eficiéncia relativa do estimador S? com respeito ao estimador T.

V(m /

(n+

) x V(Z)

2 x2(n—-1).

 Qutro estimador de ¢

2 1 < 2
§$ = — ) X-X
n-1i3

T on-1

* Erro quadrético médio de S?

EQM,2(S?)

V(S?) + [biasy:(sD)]
V(S?) + [E(S?) - 0]

2 2

ag n—1

V( Z)+( 02—02)
n—-1 n—1

2

( o’ ) x V(2)
1

4

* Erro quadratico médio de T

EQM,(T)

ey2(8%,T)

o
m x2(n—1)
20"
n-1
E|(1-0%’
V(D) + [bias,(D)]

V(T)+[E(T) - ]

[

[
V(T)+(ZTU -0 )2

|

-2
V(T)+ )
n+1
4
x2(n—1)+
(n +1)? ( ) (n+1)2
20*
n+1’
* Eficiéncia do estimador S? relativamente ao estimador T
EQM,(T)
EQM,2(S?%)
20*
n+1
20*
(n-1)
n—-1
n+l

e Comentario
Como egz(S2 T) =

podemos afirmar que S? é um estimador menos eficiente que T no que respeita a estimacéao

de o2.

2=l « 1 vn e N concluimos que EQM;2(T) < EQM,2 (8?), pelo que

n+1
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2. Recolheu-se uma amostra casual de 200 dias de operacao de uma rede informatica, tendo sido detetados
acessos nao autorizados em 15 desses 200 dias.

(a) Determine um intervalo de confianca a aproximadamente 95% para a verdadeira fracdo, p, de dias (2.5)
de operacao da rede em que sdo detetados acessos ndo autorizados.

¢ V.a. de interesse

X = { 1, diade operacdo darede com detecao de acessos ndo autorizados
B 0, c.c.

* Situacao
X ~ Bernoulli(p)
p = P(dia op. com detecdo acessos nao autoriz) DESCONHECIDA
n =200 > 30 (suficientemente grande).

* Obtencdo de IC aproximado para p
Passo 1 — Seleccao da v.a. fulcral para p
[Uma vez que nos foi solicitada a determinacdo de um IC aproximado para uma
probabilidade e a dimensao da amostra € suficientemente grande para justificar o recurso
a seguinte v.a. fulcral para p com distribui¢do aproximadal]

X-p
X1-X)
n

Z = £ normal(0, 1)

Passo 2 — Obtencao dos quantis de probabilidade
Os quantis a utilizar sao

ag =9 Y a/2)=-0 11 -a/2) =-D71(0.975)
be =0 1(1-a/2) =®1(0.975) = 1.96.

tabelalcalc.

-1.96

[Estes enquadram a v.a. fulcral para p com probabilidade aproximadamente igual a (1 — @) =
0.95.]

Passo 3 — Inversao da desigualdade a, < Z < b,

Plag<Z<by)=1-a

Play <

o X /X(ln—X)
P X_q)_l(l_alz)x‘/MSPSX"Fq)_I(l—a/Z)X /X(In—)_()

Passo 4 — Concretizacao
Ao ter-se em conta que

o n=200
o X= %Z;’:l Gy = % =0.075 [= proporcao observada de dias com acessos nao autorizados]
o @ 1(1-a/2)=1.96,

conclui-se que o intervalo de confianca a aproximadamente 95% para p é dado por

-0 (1-a/2) x /2D, x+q>—1(1_a/2)x,/@]
0.075x(1-0.075) 0.075x(1-0.075)
0.075 - 1.96 x |/ 2072x(120.07) 0.075+1.96><‘/T]

=[0.038496, 0.111504].

P|X—box /XX < p< X - =l-a

Q

~]1-a.
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(b) Com base na amostra referida, confronte as hip6teses Hy: p =0.06 e H;: p > 0.06. Decida com

base no valor-p.

* Hipdéteses
Hy: p=po=0.06
Hi:p>po

¢ Estatistica de teste

[Sabe-se que o estimador de MV de p é X = %Z?ZIXZ-, onde X; ~;; 4 X. Para além disso,
EX)=EX)=peVX) =1vX) = @ < +oo. Entdo pelo TLC pode afirmar-se que

X-EX) _ _X-p
A /V(X) /p(ln—p)
T= X- Po

/ po(1—po)
n

ZHO normal(0, 1).

* Regido de rejeicao de Hj (para valores de T)

Tratando-se de um teste unilateral superior (H; : p > py), a regido de rejeicao de Hy, escrita

£ normal(0, 1), pelo que a estatistica de teste é]

para valores da estatistica de teste, é do tipo W = (¢, +00).

¢ Decisao (com base no valor-p)

O valor observaglo da estatistica de teste é

X = Po
Po(1—po)

n

0.075-0.06

0.06 (1-0.06)
200

=~ 0.89.

r =

Uma vez que a regido de rejeicdo deste teste € um intervalo a direita, temos:

valor—p =

tabelalcalc.

Logo é suposto:

— nao rejeitar Hy a qualquer n.s. &g < 18.67%, por exemplo, a qualquer dos n.u.s. (1%, 5% e

10%);

P(T >t| Hyp)
1-P(T = t| Hy)l
1-®(1)
1-®(0.89)
0.1867.

- rejeitar Hy a qualquer n.s. ap > 18.67%.

Grupo II

10 valores

um parametro positivo desconhecido.

1. Uma engenheira defende a hipétese Hy de que, em determinada regido do globo, o tempo (em ano, X)
entre dois eventos sismicos consecutivos possui func¢do de distribuicdo F(x)=1-e¢

-Ax

Uma amostra casual de 100 registos de tais tempos conduziu a seguinte tabela de frequéncias:

Classe

11,2] 12,3] 13,4] 14,+00]

Frequéncia absoluta observada

Estimativa da frequéncia absoluta esperada sob Hy

11 8 11 46
14.84 12.15 9.95 es

,x>0, onde A é

(3.0)

(a) Sabendo que a estimativa de méxima verosimilhanca de A é A= 0.2, obtenha os valores das (1.0)
estimativas e; e e5 (aproximando-as as centésimas).
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* V.a. de interesse
X = tempo entre dois eventos sismicos consecutivos em determinada regido do globo

e Ed. conjecturada
Fx)=PX=<x|A)=1- e x>0,onde 1 éum parametro positivo desconhecido.

» Estimativas das frequéncias absolutas esperadas omissas
Atendendo a dimensdo da amostra n = 100, a f.d. conjecturada, a estimativa de MV facultada
A =0.2 e a propriedade de invaridncia dos EMV, temos:
ey = nx F(‘fs\l)
= nxP(X<1|A=1})
= 100 (1-¢7)
=~ 18.13;
es = nx m)

= nxP(X>4|A=])

4
= n- Z e;

i=1
~ 100—-(18.13+14.84+12.15+9.95)
= 44.93.

(b) Teste Hy, ao nivel de significancia de 10%. (3.0)

* Hipoteses
Hy : X ~ Exponencial(1) (A desconhecido)
H; : X # Exponencial(A)

* Nivel de significincia
[ 10%

¢ Estatistica de teste

& (Oi _Ei)z a
_NWiT B a 2
= =1 E; Ho Xe-p-1

1
onde:

k =No. de classes =5

O; = Frequéncia absoluta observavel da classe i

E; = ESTIMADOR da frequéncia absoluta esperada, sob Hy, da classe i

B =No. de parametros a estimar = 1 [dado que A é um parametro desconhecido.]

» Estimativas das frequéncias absolutas esperadas sob H
De acordo com a tabela facultada e a alinea (a), as estimativas [de MV] das frequéncias
absolutas esperadas sob Hy aproximadas as centésimas sao: e; = 18.13; ep =~ 14.84; e3 = 12.15;
e4 =9.95; e5 = 44.93.
[Ndo é necessdrio fazer qualquer agrupamento de classes uma vez que em pelo menos
80% das classes se verifica e; = 5 e que e; = 1 para todo o i. Caso fosse preciso efectuar

agrupamento de classes, os valoresde ke c=F,' (1 - ao) teriam que ser recalculados...]
(k=p-1)

* Regido de rejeicao de Hy (para valores de T)
Lidamos com um teste de ajustamento, logo a regiao de rejeicdo de Hy € o intervalo a direita
W = (¢, +00), onde

c = F,'  (-ap)
Xk-p-1)

= F,}' (1-0.1)
(5-1-1)
mbelg/calc. 6.251.
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¢ Decisao

Classei  Freq. abs. obs. Estim. freq. abs. Parcelas valor obs.
esp. sob Hy estat. teste
. A2
l Oi el %
1 10,1] 24 18.13 Q418197 - 1 901
2 11,2] 11 14.84 Q14847 . 994
3 12,3] 8 12.15 1.417
4 13,4] 11 9.95 0.111
5 14, +o0[ 46 44.93 0.025

PR 2
YK 0i=n=100 Y e;=n=100 t=yF oot ~4448

Uma vez que t =4.448 ¢ W = (6.251, +00), ndo devemos rejeitar Hy ao n.s. de ap = 10% [nem
a qualquer outro n.s. inferior a ay].

2. Um conjunto de 10 medicdes independentes conduziu aos seguintes resultados que dizem respeito
ao quadrado do numero de frames do GOP (group of pictures) de um video (x) e ao seu tempo de
transcodificacdo (Y, em segundo):

10 10 10 10 10
Y x;=48193, Y x7=318634213, Y y;=73.8, Y y7=73130, ) x;y; =475295.1.
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1

(a) Considerando o modelo de regressao linear simples de Y em x, determine a estimativa de minimos (1.5)
quadrados dos coeficientes gy e (1.

» Estimativas de MQ de S e ;
Dado que
n=10
" xi=48193
x=1y" x=%13-48193
Y, x2=318634213
" X7 —n(X)?=318634213 10 x 4819.3% = 86377688.1

i
Y, yi=738

y=Lrp,vi=B =738

Yr, yF=73130

Y yi—n(p?*=731.30-10 x 7.38% = 186.6560

Y xiyi =475295.1
Y Xy —nXy=475295.1-10x 4819.3 x 7.38 = 119630.760,

as estimativas de MQ de f;, Bo sdo, para este modelo de RLS, iguais a:

s L XiYi—nXxy
P~ i1 X; —n(%)?
_ 119630.760
~ 86377688.1
~ 0.00138497

Bo = 7-Pixx
~ 7.38—-0.00138497 x4819.3
~ 0.705414.
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(b) Admitindo a validade das hipéteses de trabalho habituais para inferéncias neste modelo de

regressao, obtenha um intervalo de confiancga a 95% para .

Confronte Hy: o =0 e H; : By # 0, ao nivel de significdncia de 5%, tirando partido do intervalo

que obteve.

* [Hipoéteses de trabalho

Ciid.

e; <" Normal(0,02),i=1,...,n]

* Obtencao do IC para f3y

Passo 1 — V.a. fulcral para S,

7 =

0o—Bo

) l x2
\/O X(n+ ?=1xz?_"5€2)

~ l(n-2)

Passo 2 — Quantis de probabilidade

Como n=10e (1 - @) x 100% = 95%, usaremos os quantis de probabilidade simétricos a, =

—b, dados por:

aq =F!

[(n-2)

be = F;\ , (1-0.05/2) = F,1(0.975)

(10-2)

(@/2)=-F1

(1-0.05/2) = —F[_(S) (0.975)

tabelalcalc.

L10-2)

Passo 3 — Inversao da desigualdade a, < Z < b,

P|-F!

Ln-2)

Bo +

72

xlz—nfc

52 (L

g° X% +

n n 2
Liz

A _ n 2
P ﬁO_Ft(nl_z)(l_a/Z) X \/0'2 X (%-ﬁ-m) SﬁoS

-1 _ a2 1 X2
Fy, (1= a/2) \/U 8 (” e xl?—m‘cz)

Passo 4 — Concretizacdo
Uma vez que a estimativa de o2 é igual a

6.2

1

n—-2

10-2

i=1 i=1

(186.6560 — 0.00138497* x 86377688.1)

~ 2.621417
e a expressao geral do IC pretendido é

~ _ . 1
ICa-a)x100% (Bo) = | Po iFt(nl_z)(l —a/2) x |62 x (; +

temos

ICy59% (o)

I

I

I

2.306.

tabelalcalc.

(1-a/2)< Bo by <F! (1-a/2)|=1-a

=l-a

—2.306

)_CZ
||
nox%—nx?

i=17%i

1
0.705414 +£2.306 x \/2.621417 x (— +

[0.705414 + 2.306 x 0.983362]
[-1.562219, 2.973047].

Péagina 7 de 8

4819.32

10 86377688.1

|

(3.5)



* Hipéteses
Ho: fo=Poo=0
H; : Bo # Po,o

* N.s.
g = 0.05

* Decisao
Invocando a relagdo entre intervalos de confianca e testes de hipéteses (bilaterais), nao
devemos rejeitar a hipotese Hy : Bo = Boo = 0 (a favor da hipétese H; : Bo # Bo,0), ao n.s.
de a x 100% = 100% — 95% = 5% [ou a qualquer n.s. inferior a 5%] ja que

Bo.o = 0 € ICos%(Bo) = [-1.562219, 2.973047].

(c) Determine e interprete o valor do coeficiente de determina¢ao do modelo ajustado.

¢ Calculo do coeficiente de determinacao

2 (X, xiyi- nxy)’
(X5, xf - n?) x (T, y7 - nj?)
@ 119630.7602
86377688.1 x 186.6560
=~ 0.887651.

* Interpretacao coeficiente de determinacao
Cerca de 88.8% da variacdo total da varidvel resposta Y € explicada pela variavel x, através do
modelo de regressao linear simples ajustado, donde possamos afirmar que a recta estimada
parece ajustar-se bem ao conjunto de dados.
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