DM Probabilidades e Estatistica 19 semestre — 2018/2019

DEPARTAMENTO .
DE MATEMATICA LEE, LEGI, LENO, LETI, LMAC, MEAer, MEAmbi, 12/06/2019 — 9:00
TECNICO LISBOA MEBiol, MEBiom, MEEC, MEFT, MEMat, MEQ

Duracao: 90 minutos 22Teste A

Justifique convenientemente todas as respostas

Grupo I 10 valores ‘

1. Considere que o nimero de ovos partidos em cada embalagem de 6 ovos vendida por uma cadeia de
supermercados é uma varidvel aleatéria X com distribui¢do binomial com parametros n=6 e p € [0, 1].

(a) Obtenha o estimador de méxima verosimilhanc¢a do pardmetro p baseado numa amostra aleatéria (3.0)
(X1, X2,..., X;m) de X.

* V.a. de interesse / distribuicao
X = namero de ovos partidos em embalagem de 6 ovos
X ~ binomial(6, p)

e Ep.de X
Px=x=)p*a-p*, x=01,..6

¢ Parametro desconhecido
p, 0=p=1l

¢ Amostra aleatéria
X: (le---;Xm)

XA i=1,....m
e Amostra

x = (x1,...,X,) amostra de dimensdo m proveniente da populagdo X

e Obtencao da estimativa de MV de p
Passo 1 — Funcdo de verosimilhanca
Lplx) = PX=x
iLd m

=X []Px=x)

i=1

o 6 5% _ 62X
=1 (xi)p e ]
6

fi:)

l
l
Passo 2 — Funcao de log-verosimilhanca

6
Xi
Passo 3 — Maximizacao
A estimativa de MV de p é doravante representada por p e

Xi

p):;'il = p)Z,*il(fS—x,-)’ 0<ps<l

m m

+In(p) Zx,-+ln(1—p) Z(G—xi), 0<p<l

m
InL(plx) = Z In
i=1 i=1 i=1

dinL . .

4InLply) =0 (ponto de estacionaridade)
. arlp=p
p d?InL(plx) <0 ¢ o] AXimo)

|,y ponto de maximo

Z;’;l Xi _ Z;ZI(G_X[) _ 0

p 1-p =
Xt X7 (6-xi)
7~ apr <0
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1= xi—prr (6-x)=0
Prop. verdadeirajdque Y2 x;€{0,1,...,6m}, X (6-x;)€{6m,6m—1,...,0}
{ Y xi—6mp=0

p= % [estimativa também vélidase /", x; =0ou X", x; =6m]

e Passo 4 — Estimador de MV de p
iz Xi

EMV
(p) 6m

®‘| ><|

(b) Com base numa amostra (xi,...,X200) tal que Z?g({ x; = 20, calcule a estimativa de maxima (1.5)

verosimilhanca da probabilidade de uma embalagem de ovos nao conter qualquer ovo partido.

» Estimativa de MV de p

5o iny Xi
6m
20

6 x 200
1

60

= 0.01(6)

* Outro parametro desconhecido
h(p)=P(X=0)=(1-p)°

» Estimativa de MV de h(p)
Ao invocarmos a propriedade de invaridncia dos estimadores de maxima verosimilhanca,
obtemos a estimativa de MV de h(p):

hp) = hp)
= (1-p°
= [1-0.01(6)]°
~ 0.904075.

2. Uma fébrica de instrumentos de medida efectua estudos da qualidade da sua producdo. De anteriores
estudos sabe-se que as leituras efetuadas sao realizagdes independentes de uma varidvel aleatéria
X e possuem distribuicdo normal. As leituras feitas em nove instrumentos selecionados ao acaso
conduziram a X = 0.995 e s = 0.0085.

(a) Construa um intervalo de confianca a 95% para o valor esperado da leitura dos instrumentos (2.5)
fabricados.

e V.a. de interesse
X = leitura na medicdo do objecto-padrao

* Situacao
X ~normal(y, o)
L DESCONHECIDO
o2 desconhecido
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* Obtencdo do IC para

Passo 1 — Seleccao da v.a. fulcral para u

7-X"H _,
T siyn Y

[dado que é suposto determinar um IC para o valor esperado de uma populacdo normal, com
variancia desconhecida.]

Passo 2 — Obtencao dos quantis de probabilidade
Ao ter-se em consideracdo que (1 — a) x 100% = 95%, far-se-a uso dos quantis
{ Plag<Z<by)=1-a

(aa,bq) P(Z < ay)=P(Z>by) =al2.

_ el tabelalcalc.
ag=Fy, =

by=F! (1-a/2)=F! (0.975)

Ln-1 L9-1)

(a/2) = F;@{D (0.025) = —F;(S} (1-0.025) —-2.306

mbelg/calc. 2.306.

Passo 3 — Inversao da desigualdade a, < Z < b,

Plag<Z<by)=1-«a

Passo 4 — Concretizacao
Tendo em conta os quantis acima, as concretizacoes de XeS,

x = 099
s = 0.0085,
e o facto de

’

= -1 S - -1 S
X-F,, Q-al2)x—, x+F,  (-al2)x—

vn vn

ICq-a)x100% (1) =

segue-se

0.0085 0.0085
ICgs59 (1)

0.995 — 2.306 x , 0.995+2.306 x
| 5 s

[0.988466, 1.001534].

e Comentério
Atendendo a que o valor-alvo da leitura, 1, pertence ao ICos% (1), podemos afirmar que os
dados ndo apontam para qualquer desvio sistemdtico na calibracao dos instrumentos.

(b) Avalie se os dados ndo contrariam a hipétese Hy de que o desvio-padrao das leituras é igual a 0.008 (3.0)
afavor da hip6tese H; de que tal desvio-padrdo é superior a 0.008. Decida com base no valor-p.

e Hipdéteses
Ho!UI(TO =0.008
Hi:0> 0y

¢ Estatistica de teste

(n—-1)8* >
=T 2 THXm-n
0

T

[pois pretendemos efectuar teste sobre o desvio-padrdo de populacdao normal, com valor
esperado desconhecido.]
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* Regido de rejeicao de Hj (para valores de T)
Tratando-se de um teste unilateral superior (H; : 0 > 0y), a regido de rejeicao de Hy é do tipo
W = (c, +00).

Decisao (com base em intervalo para o valor-p)
O valor observado da estatistica de teste é dado por
(n-1)s?
2
o)
(9-1) x 0.00852

0.0082
9.031250.

Dado que a regiao de rejeicao deste teste é um intervalo a direita, temos:
P(T > t| Hy)
= =LY
~ 1- FX%& (9.031250).
Recorrendo as tabelas de quantis da distribuicao do qui-quadrado podemos adiantar um
intervalo para o valor-p:

F;zl (0.60)=8.351 < 9.031250 < 9.524:1:);21 (0.70)

8) 8)

1-0.7=03 < valor-p=1- FX?B) (9.031250) < 0.40=1-0.60.
Consequentemente:

I

valor—p

— nao devemos rejeitar Hy a qualquer n.s. ag < 30%, nomeadamente aos n.u.s. de 1%, 5% e
10%;

— devemos rejeitar Hy a qualquer n.s. ag = 40%.

* [Decisao (com base no valor-p)
Tendo em conta o que se refere acima

valor—-p = 1—FX%8)(9.031250)

calc

~" 0.339667.
Logo, é suposto:
— naorejeitar Hy a qualquer n.s. ap < 33.9667%, nomeadamente aos n.u.s. de 1%, 5% e 10%;

— rejeitar Hp a qualquer n.s. @ > 33.9667%.]

Grupo 11 10 valores

1. Uma investigadora defende a hip6tese Hy de que a varidvel aleatéria X, que representa o nimero de dias
de internamento por doente em certo servico hospitalar, possui funcao de probabilidade dada por

(x—l) 4 x—4
P(X=x)= 3 p'A-p) 7, xe€i{4,5,...},

onde p €]0,1[ é desconhecido. Para avaliar esta conjectura, ela recolheu dados referentes a 200
internamentos selecionados ao acaso e agrupou-os em 5 classes na tabela de frequéncias abaixo:

Classe {4,5¢ {6} {7} {8y {9,10,...}
Frequéncia absoluta observada 63 33 37 24 43
Estimativa da frequéncia absoluta esperada sob Hy | 51.24 e, 33.35 26.27 es

(a) Sabendo que a estimativa de mdxima verosimilhanca de p é p = 0.55, obtenha os valores das (1.0)
estimativas e, e e5 (aproximando-as as centésimas).
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* V.a. de interesse
X =namero de dias de internamento por doente em certo servico hospitalar

e Ep. conjecturada
P(X=x)= (xgl) p4(1 - p)x_4, x€{4,5,...}, onde p é um parametro desconhecido em ]0, 1[.

» Estimativas das frequéncias absolutas esperadas omissas
Atendendo a dimensdo da amostra n = 200, a f.p. conjecturada, a estimativa de MV facultada
p = 0.55 e a propriedade de invaridncia dos EMV, temos:
€2 = nx m)
= nxP(X=6|p=p)

6-1
- 200x( 5 )ﬁ“(l—ﬁ)ﬁ‘4
~ 37.06;

4
es = n- Z e;
i=1
=~ 200-(51.24+37.06+33.35+26.27)
= 52.08.

(b) Teste Hy, ao nivel de significancia de 5%. (3.0)

* Hipéteses
Hy:P(X=x)= (xgl) p*1-p)* 4, xe4,5,...} (p desconhecido)
H1 o _|H0

* Nivel de significancia
ag = 5%

 Estatistica de teste
T = Z (Ol H0 X(k B-1)’
onde:
k = No. de classes =5
O; = Frequéncia absoluta observavel da classe i
E; = ESTIMADOR da frequéncia absoluta esperada, sob Hy, da classe i
B =No. de parametros a estimar = 1 [dado que p é uma probabilidade desconhecida.]

» Estimativas das frequéncias absolutas esperadas sob H
De acordo com a tabela facultada e a alinea (a), as estimativas [de MV] das frequéncias
absolutas esperadas sob Hy aproximadas as centésimas sao: e; = 51.24; ep = 37.06; e3 = 33.35;
e4~26.27; es ~52.08.
[Nao é necessdrio fazer qualquer agrupamento de classes uma vez que em pelo menos
80% das classes se verifica e; = 5 e que e; = 1 para todo o i. Caso fosse preciso efectuar

agrupamento de classes, os valoresde k e ¢ = F;ZI (1 — ap) teriam que ser recalculados...]
(k—p-1)

* Regido de rejeicao de Hj (para valores de T)
Tratando-se de um teste de ajustamento, a regido de rejeicao de Hy é o intervalo a direita
W = (¢, +00), onde

e = F}' (Q-ag)
Xk—p-1)
= F_ (1-0.05)
(5 1-1)
tabelg/calc. 7 815.
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¢ Decisao

Classe i Freq. abs. obs. Estim. freq. abs. Parcelas valor obs.
esp. sob Hy estat. teste
. e)?
l 0; e; %
1 4,5) 63 51.24 (6351247 -~ 699
2 6} 33 37.06 B3ST067 - ) 445
3 {7} 37 33.35 0.399
4 {8} 24 26.27 0.196
5 {9,10,...} 43 52.08 1.583

Tk 0i=n=200 XX ej=n=200 r=yk @70 =53

Uma vez que t =5.322 ¢ W = (7.815, +00), ndo devemos rejeitar Hy ao n.s. de ag = 5% [nem a
qualquer outro n.s. inferior a ay].

2. Um conjunto de seis medi¢oes independentes conduziu aos seguintes resultados referentes ao desgaste
de um rolamento (Y) e a viscosidade do 6leo usado no mesmo rolamento (x):
6 6 6 6 6
Y x;=155.1, ) x¥=5264.81, Y y; =931, Y y7=158759, Y x;y;=20172,
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1

onde [min;=), 6 X;, MaX;=1,., 5Xi] = [1.6, 43].

(a) Admitindo avalidade das hipé6teses de trabalho habituais para o modelo de regressao linear simples (1.5)
de Y em x, obtenha as estimativas de maxima verosimilhanca dos coeficientes g e ;.

* [Hipoéteses de trabalho
€; iid. Normal(0,02),i=1,...,n]
» Estimativas de MV de 5 e §;
Dado que
n==6
Z?zl x; = 155.1
x=1y" x=121-2585
" X2 =5264.81
nx?—n(x)? =5264.81 - 6 x 25.85% = 1255.4750

i=1"i
X7, yi=931
j=+¥" yi=%1=155.1(6)
Y, yi=158759

Y ¥y —n(7)?=158759 -6 x 155.1(6)* = 14298.8(3)

er.lzl Xx;yi =20172
Z?zl Xiyi—-nxy=20172—-6x25.85 x 155.1(6) = —3894.35,

as estimativas de MQ de 1, Bo sdo, para este modelo de RLS, iguais a:

b = Z%lxizyz'—n_fc)_/
i1 X —n(0)?
~3894.35

= 1255.4750
~ -3.101894

Bo = 7-Pixx
~ 155.1(6) —(—3.101894) x 25.85
~ 235.350619.
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(b) Obtenha um intervalo de confianca a 95% para o valor esperado do desgaste de um rolamento
usando 6leo com viscosidade igual a 35.

Confronte Hj : o+ 356, = 100 e H)

partido do intervalo que obteve.

* Obtencao do IC para E(Y | x = xp)
Passo 1 — V.a. fulcral para E(Y | x = xp) =

: Po + 3561 # 100, ao nivel de significancia de 5%, tirando

= o + B1xp, com xp =35

Bo + P1xo

(Bo + B1x0) — (Bo + B1X0)

/=

~ L(n-2)

1 (xo— x)2

+

\Jo2x

i 1x —nx?

Passo 2 — Quantis de probabilidade
Ja que (1 — a) x 100% = 95%, temos a = 0.05 e lidaremos com os quantis

tabelalcalc.

—1 __p-1
F.l (@/2)=—-F;! (1-0.05/2) - z_ft“} (0.975) -2.776
-1 -1 tabelalcalc.
by = F%_Z) (1-0.05/2) = th (0.975) = 2.776.
Passo 3 — Inversao da desigualdade a, < Z < b,
Pla, < (Bo+B1%0) = (Bo+B1X0) <bl=1-a
X xz
\/az +Z<7)]
P (ﬁo+,31)€0)— x\/ﬁzx %+Z():0x—x)nxz
N 2
S(ﬁ0+ﬁ1xO)—aax\/Gz [l+ﬁ ]:l—a
e Passo 4 — Concretizacao
Dado que a estimativa de o2 é igual a
R 1 n _ n n _
6% = (Zy?—nyz)—(ﬁl)z (fo—nxz)
i=1 i=1
1
= — (14298803 - (~3.101894)% x 1255.4750)
~ 554.742814
e a expressao geral do IC pretendido é
~ A _ R 1 (x0 — x)?2
ICu-wx100%(Bo+P1x0) = | (Bo+Prxo)£F), A-al2)x\|6%2x | =+ ——=| |,
n Zl 1xl —-nx

temos

I1Co59% (o + B1 % 35)

[235.350619 + (—3.101894) x 35] +£2.776 x \/554.742814 X

+ (35—25.85)2
1255.4750

~[126.784339+2.776 x 11.377645]
=~ [95.199997, 158.368681].

* Hipoéteses
Hy: ﬁo +35,51 =100
H; 2,60 +35ﬁ1 # 100

e N.s.
ap =0.05
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* Decisao
Invocando a relagdo entre intervalos de confianca e testes de hipé6teses (bilaterais), nao
devemos rejeitar a hipotese Hy : Bo + 3561 = 100 (a favor da hipétese H; : Sy + 3561 # 100),
aon.s.de a x 100% = 100% — 95% = 5% [ou a qualquer n.s. inferior a 5%] ja que

100 € ICy5%Bo +3561) = [95.199997, 158.368681].

(c) Obtenha e interprete o valor do coeficiente de determinacdo do modelo ajustado.
¢ Calculo do coeficiente de determinacao
. (Er, xiyi - nxy)°
- (ZLx-nE) < (T, vf - n )
@ (—3894.35)?
1255.4750 x 14298.8(3)
0.844814.

r

I

¢ Interpretacao coeficiente de determinacao
Cerca de 84.5% da variacao total da varidvel resposta Y é explicada pela varidvel x, através

do modelo de regressao linear simples ajustado. Logo podemos afirmar que a recta estimada
parece ajustar-se bem ao conjunto de dados.
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