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seeanraveno Probabilidades e Estatistica 22 semestre — 2016/2017
DE MATEMATICA TODOS OS CURSOS 05/07/2017 -11:30
TECNICO LISBOA

Duracgdo: 90 minutos 12 Teste C

Justifique convenientemente todas as respostas

Grupo I 10 valores

1. Uma peca de certo tipo € classificada de acordo com a sua dimensao e porosidade. Num grande lote
composto por pecas deste tipo, verificaram-se as seguintes propor¢des: 1% tém dimensdo inadequada e
sdo porosas; 3% tém dimensdo inadequada e ndo sdo porosas; 23% nao tém dimensdo inadequada e sdo
porosas; 73% ndo sao porosas nem tém dimensdo inadequada.

(a) Escolhida ao acaso uma peca do lote, calcule a probabilidade de ela ser porosa, sabendo que tem (2.0)
dimensao inadequada.

* Quadro de acontecimentos e probabilidades

Acontecimento Probabilidade
D = {peca com dimensdo inadequada} P(D)="?
P = {peca é porosa} pPP)=7?
Dn P ={peca tem dimensdo inadequada e é porosa} P(DnP)=0.01
DN P = {peca tem dimensdo inadequada e nio é porosa} P(DNP)=0.03
DN P = {pecanio tem dimensio inadequada e é porosa} P(DNP)=0.23

DN P = {pecanio tem dimensio inadequada e ndo é porosa} P(DNP)=0.73

* Probabilidade pedida
Uma vez que

P(D) = P(PnD)+P(PnD)
0.01+0.03
0.04

segue-se
P(PnD)

P(D)
0.01

0.04
1

L_l.

P(P|D)

(b) A massa de uma peca do tipo referido (escolhida ao acaso) é descrita por uma varidvel aleatéria (3.0)
com distribuicao normal de valor esperado 100g e desvio padrao 2g. Calcule a probabilidade de a
massa total de 25 pecas desse tipo, escolhidas ao acaso, ser superior a 2525g.

* Va.
X; =massapecai, i=1,...,n
n=25

* Distribuicao, valor esperado e varidncia comuns
XX, i=1,..,n
E(X;)=E(X)=p=100, i=1,...,n

VX)=V(X)=0%=2% i=1,...,n

¢ V.a.de interesse
Sp=Y1 , X; = massa total de n pegas
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* Distribuicao exactade S,

S, é uma combinagdo linear de n v.a. com distribuicdo normal, logo S; também é
normalmente distribuida. Com efeito,

Sn ~Normal(E(Sp), V(Sn)),

onde

E(Sy)

V(Sn)

X

E
1%

n

2 Xi
i=1

n

> Xi
i=1

X;indep. i X;
= V(X;)
) i=1

n
) =Y E(Xp) "SY nE0) = np=25x100=2500
i=1

Xnvx) = no®=25x22=100

* Probabilidade pedida

P(S,, > 2525) _ 1 P(Sn_E(Sn) - 2525—E(Sn))
' VVES) VYIS
2525-2500
= 1-@| ———
V100
= 1-®(2.5)
mbelg/calc 1-0.9938
= 0.0062.

2. O numero de veiculos que passam diariamente por certo ponto de Lisboa até se observar o primeiro
veiculo de fabrico estrangeiro, X, é uma varidvel aleatéria com varidncia igual a 20.

Assuma

independéncia entre as nacionalidades de fabrico dos diferentes veiculos que passam nesse ponto.

(@) Justifique que a funcao de distribuicao de X é dada por

ep=0.2.

¢ V.a. de interesse

PX=x)=1-(1-p)* ondex=1,2,...

X =no. de veiculos até se observar o 1o. de fabrico estrangeiro

 [Hipéteses de trabalho
Admitiremos:

- independéncia entre as nacionalidades de fabrico dos diferentes veiculos que passam

nesse ponto;

— que a probabilidade de o veiculo ser de fabrico estrangeiro se mantém constante e igual

ap.l

¢ Distribuicao de X
X ~ Geométrica(p).

e Ep.de X
PX=x)=01- p)x*1 X p,
* Justificacao daf.d. de X
Parax=1,2,..., temos:
Fx(x) = PX=x)

x=12,...

X
= Z(l—p)m_lxp
m=1

P v m
= x ) (1-p)
l-p mz::I P
S e L
1-p 1-1-p)
= 1-(1-p)~
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e Valorde p
pe(0,1) : V(X)=20

1_
P20
p
20p°+p-1=0
_—1+/12-4x20x (-1)
B 2 %20

1 1
=——oup=-=
p=—goup=c
p=0.2

(b) Qual é a probabilidade de passarem mais de 7 veiculos naquele ponto da cidade até se observar (1.5)
o primeiro veiculo de fabrico estrangeiro, sabendo que os trés primeiros veiculos que passaram
naquele ponto eram de fabrico nacional ?

e Prob. pedida
Pela propriedade de falta de memoéria da distribuicdo geométrica segue-se
P(X>7|X>3) = PX>7-3)
= 1-P(X=<4
= 1-Fx4
£ 1-1-1-02)4
= (1-02)*
= 0.4096.

[Alternativamente,

P(X>7,X>3)
PX>7|X>3) = —

P(X >3)
P(X>7)
P(X >3)
1-P(X<7)
1-P(X<3)
1-Fx(7)
1-Fx(3)
1-[1-(1-0.2)7]
1-[1-(1-0.2)3]
= (1-0.2)3
= P(X>7-3)

= 0.4096.]

(c) Suponha que, num dado periodo do dia, os veiculos passam naquele ponto de Lisboa de acordo (2.0)
com um processo de Poisson de taxa 4 veiculos por minuto. Calcule a probabilidade de, em 10
minutos desse periodo do dia, passarem mais de 60 veiculos nesse ponto de Lisboa.

¢ V.a. de interesse
X =no. de veiculos que passam naquele ponto em t minutos desse periodo do dia (¢ > 0)

* Distribuicao de X;
Dado que lidamos com um processo de Poisson com taxa igual a 4 veiculos por minuto, temos
X¢ ~Poisson(4 x t).

e Ep.de X9
e~4040*
P(Xi0=x) = , x=0,1,2,...

x!
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e Prob. pedida

P(X >60) = 1-P(X <60)
mbelg/calc. 1-0.9988
=~ 0.0012.
Grupo II 10 valores

1. O diametro de certo tipo de eixo tem desvio, medido relativamente a uma norma, descrito por uma
variavel aleatéria X com distribuicdo normal com valor esperado 0 e variancia 0.64. Considera-se que
um eixo deste tipo é ndo defeituoso se —-2< X <2.

(a) Determine a probabilidade de um eixo produzido ser defeituoso. 2.0)

¢ V.a. de interesse
X = desvio medido relativamente a uma norma

* Distribuicao de X
X ~ Normal(0,0.64).

* Prob. pedida
-2-EX) - X-EX) - 2-E(X)

1-P(-2<X<2 < <
R VV(X) VV(X) VV(X)

[ 1-P

- oG el
B 0.64 0.64
- 1—[®(2.5) - D(~2.5)]

- 2 x [1=D(2.5)]
bel lc.
tabelgfeale. o (1-0.9938)
= 0.0124.

(b) Num lote composto por 20 eixos deste tipo, escolhidos ao acaso, qual é a probabilidade de (2.5)
existirem no maximo 2 eixos defeituosos? Determine também o valor esperado do nimero de
eixos defeituosos nesse lote.
Nota: Se ndo resolveu a alinea a), considere que a probabilidade de um eixo ser defeituoso é igual a
0.0124.

e V.a.de interesse Y

Y =no. de eixos defeituosos em lote composto por 20 eixos escolhidos ao acaso
* Distribuicao de Y

Y ~Binomial(n,p) com n=20e p g 0.0124.
e Ep.deY

P(Y = y) = () x 0.0124Y x (1-0.0124)°7Y,  y=0,1,...,20
e Prob. pedida

2
P(Y<2) = ) P(Y=y)
y=0
= (1-0.0124)*° +20 x 0.0124 x (1 —0.0124)'% +190 x 0.0124% x (1-0.0124)"8

0.998144

i

* Valor esperado pedido
EY) = np
20x0.0124

0.248.
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2. Um sistema funciona com um par de lampadas, uma de tipo A e outra de tipo B. Sejam X e Y as
varidveis aleatdrias que descrevem as duracdes (em milhares de horas) das lampadas do tipo A e B
(respetivamente), quando instaladas nesse sistema. Sabe-se que X (respetivamente Y) tem distribuicao
exponencial de valor esperado 1 (respetivamente 0.5) e que X e Y sdo varidveis aleatérias independentes.

(a) Considere que umalampada de tipo A e outra de tipo B sdo instaladas simultaneamente no sistema. (2.5)
Qual é a probabilidade de nenhuma destas lampadas falhar nas 1000 h iniciais?

e Par aleaté6rio
(X,Y)
X = duragdo (em milhares de horas) de lampada do tipo A
Y = duracdo (em milhares de horas) de lampada do tipo B

* Distribribuicdes
X ~ Exponencial(1y), onde Ay : E(X) =1 ei-=1le Ax=1

Y ~ Exponencial(Ay), onde Ay : E(Y) = OS@ _05©/1y 2
X1Y

e Edp.de XeY

e ¥ x=20
Fx&) { 0, c.C
272V, y=0
fry) { 0, c.C
e Prob. pedida
XY

P(X>1,Y>1) = P(X>1)xP(Y>1)
+o0 +00
fl fx(x)dx| x j; fY(J/)dJ’]

- ()

= e lxe?
= e—3
=  0.049787.
[Alternativamente, poderiamos tirar partido do facto da f.d.p. conjunta de X e Y ser igual a
fry@y) = @ x @)

para de seguir calcular a prob. pedida:

+00
PX>1,Y>1) = f f fxyx,y)dydx
1 1

+00 +00
f1 fl fxx) x fy(y)dydx

U+°°fx(x) dx) . ([l+oofy(y) dy)
(=) (=)

er

e -3

0.049787.

1

(b) Suponha que, ao falhar, uma lampada de tipo A é substituida instantaneamente por uma nova (3.0)
lampada do mesmo tipo. Calcule um valor aproximado da probabilidade de terem de ser usadas
mais de 40 lampadas nas primeiras 40000 h de funcionamento do sistema.
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[Nota
Serao usadas mais de 40 lampadas nas primeiras 40000 h de funcionamento do sistema, caso
a duracio total de 40 lampadas seja inferior a 40000 h.]

V.a.
X; =duragdo dalampada i dotipo A, i=1,...,n
n=40

Distribuicao, valor esperado e varidncia comuns
X; "X, i=1,..,n
EX)=EX)=p= ﬁ =1, i=1,..,n

VX)=VX)=0’>=%=1, i=1l...,n

A%
Nova v.a.

S = Zl’.lzl X; = duracdo total de n lampadas
Valor esperado e varidnciade S,

E(Sn):E( ;1:1Xi): ?ZIE(Xi)Xi:NXnE(X):nu:n

Xiindep.

V(S =V (ZL, X) T ET T v ™

=X nV(X)=no?=n
Distribuicdo aproximadade S,

Pelo teorema do limite central (TLC) podemos escrever:
Sn—E(Sp) _ Sp—nu 4

= ~ Normal(0, 1).
VV(Sn) vno
Valor aproximado da prob. pedida

Swo—npu 40—nu)
P(S40 <40 = P <
(S0 ) (\/ﬁa N
TLC @(40—40)
V40
= @)
= 0.5.
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