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Grupo I 10 valores

1. O tempo (X, em anos) decorrido entre avarias consecutivas de uma méaquina de determinado modelo pode
ser modelado por uma distribuicao Exponencial(1), A > 0. Considere que (X3, X», ..., X;), com n > 2, é uma

amostra aleatéria dessa distribuicao.

(a) Tendo em vista a estimacao do valor esperado entre duas avarias consecutivas da maquina, compare
os estimadores T} = X e T» = 0.5(X; + X,;), em termos de eficiéncia.

E[Ti] = E[X] = §, Var[T)] = Y&l = 4,

n "~ nA?
E[T,) = EIX] = 1, Var[Ty] = § (Var[Xi] + Var[X;]) = 537
1
_ EQMIT\] _ Var[T\+(E[N]-1/A? _ mZ _ 2 . . .
ea(Tr, Th) = EQMIT:] ~ VarL+ ELI-UAE ~ L~ n <1,Vn>2 < T é mais eficiente que T» na

estimacao de E[X] =1/A.

(b) Determine os estimadores de maxima verosimilhanca do parametro A e da probabilidade de o tempo

entre duas avarias consecutivas da maquina ser superior a 1 ano.

LN x1,...,X,) = H?Zl fxxi;A) = H?Zl Ne A = Ane ALY X

log£((A; x1,...,%,) = nlogA — /lzl'.’zl x; (diferencidvel em ordem a A em IR")

dlog L(A;x1,...%n) _ L _ z—1

W—O — %—Z?:lx, =0<= A=X%

08 L (A;x1,...Xn) _ n +

——i————:izj-r—————— =7z <0, VAelIR™.

CAmy = X1,

Sejag(l) =P(X>1) = f1+°° Ae ™ dx = e, Pela invariancia dos estimadores de maxima verosimi-
~ ~ 1

lhanga tem-se hyv(A) = h(Apyy) = e X.

2. Uma amostra casual de 236 estudantes universitdrios foi recentemente inquirida sobre habitos tabdagicos,
tendo-se verificado que 47 dos estudantes sao fumadores.

(a) Na década passada admitia-se que a proporcao de fumadores na populacao universitaria ndo era infe-
rior a 30%. Averigue se os dados actuais permitem rejeitar essa hipétese a um nivel de significancia de
6%.

A amostra observada é uma concretizacdo de uma amostra aleatéria de X ~ Ber(p), em que p =
P(um estudante universitario ser fumador). Quer-se testar Hy : p = 0.30 contra H; : p < 0.30.

Uma vez que o tamanho da amostra é suficientemente grande temos, pelo TLC, Z = =

X-p a o _ s _ _X-030 a

—\/W N(0,1). Sob Hy, admitindo p = 0.30, obtemos a estatistica do teste, Zy = \/m N(0,1).
236 236

Para a = 0.06 deve rejeitar-se Hy se Zp < ®~1(0.06) = —1.5548. Para a amostra observada temos X =

47/236 e zp = —3.3807. Como zp pertence a regido de rejeicao entdo Hy € rejeitada para a = 0.06.

Alternativa: valor—p = ®(—3.3807) = 3.6 x 107* < 0.06.

(b) Calcule a probabilidade aproximada de o procedimento que aplicou na alinea anterior conduzir a uma
decisao errada quando aplicado a uma populacao de elevada dimensao com 32% de fumadores.

Pretende-se P (Zy < —1.5548|p = 0.32). Dado que p = 0.32, temos agora que Z* = \/% < N(©,1).
0.32:0.68

P(Z<~15548|p=032) = P(2* < ~LSMOVOI0OT0002V256 ) » p(—2.1861) = 0.0144.
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Grupo II 10 valores

1. O tempo de vida, X, em centenas de horas, de um tipo de pecas electrénicas foi registado para um con- (4.5)

junto de 1000 pecas selecionadas ao acaso. Os dados obtidos encontram-se agrupados em classes na tabela
seguinte:

Tempodevida <2 ]2,4] 14,6] >6
N2 de pecas 30 470 470 30

Serd que os dados corroboram a hipétese de X ter distribuicdo normal com valor esperado igual a 400 horas
e desvio padrdo igual a 100 horas? Calcule, justificando, o valor-p do teste e decida com base no valor obtido,
tendo em conta os niveis de significancia usuais.

Pretende-se testar Hy: X ~ N(4,1) contra H; : X # N(4,1).

P(X <2| Hy) =®(-2) =0.0228, i=1

P2 < X<4|Hy)=®(0)-D(~2) =0.4772, i=2

Pela simetria da distribuicdo N(4,1) relativamente a £ = 4 tem-se pg = pg e pg = p(l).

Seja p? = P(X € Classe; | Hp) =

i | Classe; 0; pY | ei=np?

1| ]-00,2] 30 | 0.0228 22.8

2 12,4] 470 | 0.4772 477.2

3 14, 6] 470 | 0.4772 477.2

4 | 16,+o00[ 30 | 0.0228 22.8
n=1000

Como nao é necessdrio agrupar classes (k = 4) e ndo ha qualquer parametro estimado (8 = 0), a estatistica
, (0;-E;)? a

de teste € Qo = X_, 5 o i

Tem-se gy = 4.7646 e valor—p = P(Qgp > qo | Hp) = 1 - Fxé) (4.7646) = 0.1899. Deve-se rejeitar Hy para

niveis de significancia = 0.1899 e ndo rejeitar no caso contrdrio. Para os niveis de significancia usuais,

a € [0.01,0.1], ndo hd evidéncia suficiente para rejeitar Hy.

2. Por vezes é necessério medir o recobrimento de armaduras em estruturas de betdo armado ja construidas.
Para esse efeito existem dois métodos: o método directo (fornecendo o valor Y, em mm), que implica uma
perfuracao da estrutura, e um método indirecto (fornecendo o valor x, em mm), para o qual ndo é necessaria
a perfuracdo. Para comparar os dois métodos realizaram-se medidas com cada um dos métodos em 15
pontos de uma dada estrutura. Os dados sumariados foram os seguintes:

15 15 15 15 15
Y xi=387 ) y;=468 Y x7=11327 ) y?=16040 Y x;y;=13418
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1

Considerando o modelo de regressdo linear simples adequado, Y; = fo + f1x; + €;,i = 1,2,...,15, com os
pressupostos habituais para que este modelo tenha validade estatistica:

(a) Determine um intervalo de confianca a 90% para o declive da recta de regressdo. Que pode concluir (4.0)
sobre a relacdo entre os dois métodos de medicao?
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Sejam T = —BL_ ~ 15 e a=F, | (0.95) =1.7709

Zx?—lS)'cZ

[ 42 /
P(—a<T<a)= 090¢>P(,61 W_ﬁ1<ﬁ1+d W)ZO%
IACOQO(ﬁl)— [ﬁ1—17709‘/z 2 157 2’ﬁ1+17709‘(2 2 15x2]

N Xjyi—nxy
B = =1.001

™=

["1:l

x —nx2

2

[(Z y:-ny ) (B1) (
ICo_go(ﬁl) =1[0.871,1.131]

A um nivel de significancia de 0.1 pode-se concluir que hd uma relacao de tipo linear entre x e Y
(B1 #0) uma vez que 0 ¢ ICy g99(B1). Por outro lado 1 € ICyg9(1) 0 que leva a nao se rejeitar a hip6-
tese f; = 1 ao mesmo nivel de significancia, o que indica que os 2 métodos conduzem a resultados

=7.200

|’_‘ H
N

x —nx )
i=1

concordantes a menos de uma possivel constante aditiva.

(b) Calcule o coeficiente de determinag¢ao associado ao modelo considerado. Comente os resultados obti-  (1.5)

dos, tendo em conta o resultado desta alinea e o da alinea anterior.

R? = =0.935.

(f X,?—nch)X( > y,?—nJ"z)
i=1 i=1

Conclui-se que 93.5% da variabilidade observada nas medicoes obtidas pelo método directo é ex-
plicada pelo MRLS o que evidencia o bom ajustamento desse modelo aos dados. Este resultado é

concordante com a rejeicao da hipotese Hy : f; = 0 na alinea anterior.
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