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Grupo I 10 valores

1. Uma empresa financeira desenvolveu um modelo de forma a prever, sob determinadas condi¢des macroe-
condémicas, a ocorréncia de recessoes econdémicas. O modelo faz previsdes correctas quando ocorre reces-
sao em 80% dos casos, mas faz previsdes incorrectas quando nado ocorre recessao em 10% dos casos. Dados
histéricos mostram que a probabilidade de ocorréncia de recessdo econémica, nas condi¢ées de uso do
modelo, é de 0.2. Supondo verificadas as condi¢des de uso do modelo, calcule:

(a) A probabilidade de ocorrer recessdao econémica, sabendo que o modelo prevé a ocorréncia desta. (3.0
Sejam R =“ocorre uma recessao” e PR =“previsao de recessao”. Tem-se P(R) = 0.2, P(PR|R) =0.8 e
P(PRIR) =0.1.

P(R|PR) — P(PRI|R)P(R) _ 0.8x0.2 2

P(PRIR)P(R)+P(PRIA)P(R) _ 08x02+01x(1-02) _ 3°

(b) A probabilidade de ocorrer recessao econémica ou o modelo prever a ocorréncia de recessao econ6-  (1.5)
mica.

P(RUPR) = P(R)+P(PR)—P(RNPR) = P(R)+P(PRNR) = P(R)+ P(PRIR)P(R) = 0.2+0.1x0.8 = 0.28.

2. Um servico de atendimento permanente recebe chamadas telefénicas segundo um processo de Poisson
com valor esperado de 3 chamadas por minuto.

(a) Sabendo que num periodo de 10 minutos foram recebidas chamadas, qual é a probabilidade de nesse (2.5)
periodo o servigo receber no maximo 25 chamadas?

Sendo X; =“ntimero de chamadas recebidas em ¢ minutos” tem-se X; ~ Poi(At), onde A = E[X;] = 3.

_ P(0<X30=25) _ Fpoi(30)(25)—Fpoi30)(0) _ 0.2084—0 _
P(X10=25|X10>0) = 5567 =~ T-Fporan® - 1-0 - 0-2084.

(b) Considere periodos consecutivos de 10 minutos e que cada periodo é considerado atipico se o servico  (3.0)
receber mais de 40 chamadas no periodo. Determine o valor esperado e o desvio padrao do niimero
de periodos de 10 minutos a observar até que se encontre um periodo atipico.
Seja Y =“ndmero de periodos de 10 minutos a observar até que se encontre um periodo atipico”.
Uma vez que os periodos sdo disjuntos, Y representa o nimero de realizacdes independentes de
uma prova de Bernoulli, ou seja, Y ~ Geo(p), com p = P(Xj¢ >40) =1 — Fpy;(30)(40) = 0.0323.
ElY] =} =30.9598

VVar(Y] = /2L = 30.456.
p

’ Grupo 11 10 valores

1. Um avido de médio curso pode transportar até 100 passageiros e respectivas bagagens. Para cumprir as

regras de seguranca, o peso total atribuido aos passageiros e suas bagagens nao deve ultrapassar 9.3 tonela-
das.

(a) Assumindo que: (3.0)

— ovalor esperado do peso de um passageiro é 70 Kg com desvio padrao de 10 Kg;
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— ovalor esperado do peso da bagagem de um passageiro é 20 Kg com desvio padrao de 5 Kg;

e que todos 0s pesos em causa sao independentes entre si, determine aproximadamente a probabili-
dade de o aparelho com a lotagcdo completa (100 passageiros) ndo poder levantar voo devido a excesso
de peso.

Sejam X; =“peso do passageiro i’ e Y; =“peso da bagagem do passageiro i”, i = 1,...,100, e T =
le.g(i (X; + Y;) =“peso total dos 100 passageiros e respectiva bagagem”. Como T é a soma de um nu-

mero suficientemente grande de varidveis aleatdrias independentes entdo, pelo teorema do limite

central tem-se
T-E[T] 4
Z=———-—~N(0,1).
Var[T]

E[T) = E[X;% (X; + Y] = £}% (E[X;] + E[Y;]) = 100(E[X] + E[Y]) = 9000 e

Var[T] = Var[X]% (X; + Y1 = £;% (Var[X;] + Var[Y;]) = 100(Var[X] + Var[Y]) = 12500

P(T >9300) =1 —P(z < B0 | = 1 - ®(2.68) = 0.0037.

(b) Determine de modo exacto a probabilidade pedida na alinea (a) considerando que os pesos, quer de  (1.0)
cada passageiro, quer da sua bagagem, tém distribuicao normal.
A probabilidade calculada em (a) é agora o resultado exacto pois a soma de varidveis aleatérias nor-
mais e independentes tem ainda uma distribui¢dao normal.

2. Considere o par aleatério (X;, X») cuja fungdo de probabilidade conjunta estd representada sumariamente
na seguinte tabela:

X\X | o 1 2
0 1/16 | 5/16 | 1/8
1 3/16 | 3/16 | 1/8

(a) Verifique que X; ~ Binomial(i,1/2), parai=1,2. (1.5)
5 1/2, x=0oux=1 . .
P(X;=x)= ZyZOP(Xl =x,Xp=y)= < X; ~Ber(1/2)=Binomial(1,1/2)
0, caso contrario

1/4, y=0ouy=2 "1
_ vl _ N _ (y)Z’ y=0,1,2
PXo=y=Y,(PX1=xX=y)=41/2, y=1 = =
0, caso contrario
0, caso contrario

<~ X, ~Binomial(2,1/2)

(b) Determine o valor esperado de X, condicionalmente a X; = 1. Com base nesse valor, o que pode (2.0)
concluir quanto a independéncia entre X; e X»?

3/8, y=0ouy=1

P(X1=1,Xp=
P =ylXi=1) =000 =3y =

0, caso contrario

E[X;|X; =1] = 2'7}:0 yP(Xo =ylX1=1) =7/8 #1 = E[X;] = X; e X, ndo sdo varidveis aleatdrias
independentes.

(c) Calcule o coeficiente de correlacado de (X;, X») e comente o valor obtido. (2.5)
Tendo em conta (a) tem-se E[X;] =1/2, Var[Xj] =1/4, E[X,]=1e Var(X,] =1/2.
ElX1Xp] =¥ X2 o xyP(Xi = x,X, = y) =3/16 +1/4=7/16

_ EIXiXo]-EIXi]E[X] _
Corr[Xy,Xo] = S Veamvaml - 0.1768.

Corr[Xy, X»] # 0 confirma que as varidveis sao dependentes. Como Corr[Xi, X2] < 0 conclui-se que
as varidveis estdo negativamente associadas. No entanto, essa associagao € fraca uma vez que o valor
de |Corr(X;, X»]| é pequeno.
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