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Grupo I 10 valores

1. O controlo de qualidade de um fabricante de chips electrénicos € feito através de um teste que identifica
correctamente os produtos defeituosos em 99% dos casos, mas que também indica como defeituosos 5%
dos produtos em boas condi¢des. Admitindo que 1% dos chips fabricados tém defeitos e que o teste aplicado
aum chip, escolhido ao acaso da producao, indicou o chip como sendo defeituoso, calcule a probabilidade
de esse chip estar em boas condicoes.

Sejam D =“um chip é defeituoso” e T =“o teste identifica um chip como defeituoso”. Tem-se que P(D) =

0.01, P(T|D) =0.99 e P(T|D) = 0.05.

2 _ P(T|D)P(D) 0.05% (1-0.01)
P(DIT) = P(TID)P(D)+P(TID)P(D) _ 0.99x0.01+0.05x(1—0.01) =0.8(3).

2. Suponha que o ntimero de facturas emitidas diariamente com NIF de um governante mas solicitadas por
outras pessoas, € uma variavel aleatéria, X, com distribui¢do de Poisson de pardmetro igual a 10.

(a) Sabendo que num dia foram emitidas pelo menos 5 facturas dessas, qual é a probabilidade de o nu-
mero de facturas desse tipo, nesse dia, ndo exceder 20?

P(X <20|X=5)= P(5=X=<20) _ Fx(0)—Fx(4) _ 0.9984-0.0293 . ~0.9983.

P(X=5) 1-Fx(4) 1-0.0293

(b) Calcule a mediana de X.
Pretende-se x tal que P(X < x) =0.5e P(X = x) = 0.5.
Como P(X < 10) = Fx(10) = 0.583 e P(X = 10) = 1—- Fx(9) = 1—-0.4579 = 0.5421 entdo 10 é uma
mediana de X. Deve-se ainda mostrar que Vx # 10 alguma das duas condicoes € violada e assim a
mediana é tnica.

(c) Supondo que a distribuicdo dos montante das facturas em causa (isto €, ndo correspondendo a consu-
mos efectuados pelo governante) possui média de 20 euros e desvio padrao de 5 euros, calcule aproxi-
madamente a probabilidade do montante total correspondente a 100 facturas desse tipo ser superior

a 1900 euros. Considere que os montantes relativos a facturas diferentes sdo independentes.

Sejam X; =“montante da i-ésima factura”, i =1,...,100e T = z}g‘{ X; =“montante total das 100 factu-
ras”.

Temos que E[T] = E[X!% X;] = Y10 E[X;] = 100E[X] = 2000 e Var[T] = Var[¥;% X;] =
ZIOO Var[X;] =100Var[X] = 2500, uma vez que as varidveis sao independentes e identicamente dlS-

tribuidas. Nestas condicOes, o teorema do limite central garante que

T-E[T] 4

——— < N0©,D.
VVar(T]
P(T >1900) = P (1=2000 > 1900-2000) ~ 1 — @(-2) = 0.9772.
Grupo II 10 valores

1. Na sequéncia da recente descoberta de indicios de carne de cavalo e/ou de porco em produtos supostos
conterem apenas carne de vaca, foi estabelecido o seguinte critério para tentar separar casos de contamina-
¢do acidental de casos de fraude: se a percentagem de contaminante for inferior a 1% assume-se de imediato
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como acidental; se estiver entre 1% e 5% retira-se o produto do mercado e procede-se a mais estudos; e se

for superior a 5% levanta-se de imediato um processo-crime ao fabricante. Admita que a percentagem do

contaminante nos casos de fraude, X, tem distribui¢ao normal com média 4 e desvio padrao 1.

(a) Qual é a probabilidade de uma contaminacao fraudulenta passar de imediato por acidental?

P(X<1)= FN(4,1)(1) =0.014.

(b) Qual é a probabilidade de em 10 casos fraudulentos inspeccionados, escolhidos ao acaso, haver pelo

menos dois em que é de imediato instaurado processo-crime?

Seja Y =“ntimero de casos fraudulentos, em 10, aos quais é instaurado um processo crime”. Como Y

representa o nimero de sucessos em 10 repeti¢oes independentes de uma prova de Bernoulli, entdo
Y ~Bi(10,p), com p = P(X >5) =1— Fn4,1)(5) =1-0.8413 = 0.1587.
P(Y=2)=1-P(Y<2)=1-P(Y<1)=1- FBi(10,0.1587)(1) =1-0.5091 = 0.4909.

2. Durante o periodo de garantia de um IPAD, o ntimero de avarias na fonte de alimentagéo (X) e o ntimero de

avarias no processador e/ou placa grafica (Y) tém a seguinte fun¢do de probabilidade conjunta:

X\Y 0 1 2
0 0.90 | 0.05 | 0.01
1 0.02 | 0.01 | 0.01

(a) Determine a funcdo de distribuicao, o valor esperado e a varidncia da varidvel aleatéria Y condicional

aX=1.
1/2, y=0
P(Y=ylXx=1)=202220 =314, y=louy=2 ,
0, caso contrario

umavezque P(X=1) = f,:OP(X =1,Y=y)=0.04.

ElY|X=1]= Zizo yP(Y =y|X =1) =3/4.
E[Y?IX=11=32_)*P(Y =y|X=1) =5/4.

Var[Y|X=1]1=E[Y? X =1]-E?[Y|X=1]=5/4—(3/4)?>=11/16.

0, y<0

1/2, 0<sy<1
Fyixc1()=P(Y =ylX=1)=

3/4, 1=sy<2

1, y=2

(b) Calcule a covariancia entre X e Y e comente o valor obtido.

E[X]=Y!_ xP(X=x)=1xP(X =1) =0.04.
E[Y]1=Y, (¥} yP(X=xY =y) =0.10.
E[XY] =Y, ¥} oxyP(X=xY =) =0.03.

Cov[X,Y]=E[XY]-E[X]E[Y]=0.03—-0.04 x 0.10 = 0.026.

Como Cov[X, Y] # 0 pode-se afirmar que X e Y sdo varidveis aleatérias dependentes e Cov[X,Y] >0

indica que hd uma associacdo linear positiva entre elas.
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