DEPARTAMENTO DE MATEMATICA

] Probabilidades e Estatistica

e LEAN, LEE, LEGI, LEGM, LEIC-A, LEIC-T, LEMat, LERC, LMAC,
Teenico MEAer, MEAmbi, MEBiol, MEBiom, MEEC, MEFT, MEMec, MEQ

2° semestre — 2011/2012 12 TESTE (Epoca de Recurso)
25/06/2012 — 9:00 Duragao: 1 hora e 30 minutos

Justifique convenientemente todas as respostas!

’ Grupo I 10 valores

1. Numa dada experiéncia aleatdria, sejam A e B dois acontecimentos independentes, tais que (2.0)
P(A) = P(B) =1/2. Calcule P[A|(AU B)].

e Eventos

AB - P(A)=P(B) =3
e ALB & P(ANB) = P(A) x P(B) =

e Probabilidade pedida
P[AN (AU B)]
P(AUB)
P(A)
P(AUB)

P[A[(AUB)] =

P(A)
¥ P(B)-P(ANB)

P(A

)
1
2
1
2

NI

2. Um jardineiro efectua uma sementeira de um determinado numero de sementes calibradas de uma
espécie de plantas. Por experiéncia, o jardineiro sabe que cada semente nao germina com probabilidade
0.2, independentemente do que acontece com as restantes sementes.

(a) Se o jardineiro usar 20 sementes, qual € a probabilidade de menos de 4 nao germinarem? (2.5)

e V.a.
X = ntmero de sementes nao germinadas, em 20 usadas
e Distribuicao de X
Supondo que as sementes germinam de forma independente, a v.a. X corresponde ao nimero
de sucessos em n provas de Bernoulli i.i.d., pelo que X ~ Binomial(n, p)
e Parametros
n =20
p = P(semente ndo germinar) = 0.2
e Prob. pedida
P(X<4) = PX<L3
= FBin(20,0.2)(3)
taele 0 4114
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e Alternativa — Prob. pedida
P(X<4) = P(X<3

— 23: (?)0.2“}(1 —0.2)207"

=0

= 0.4114.

(b) Qual é o menor nimero de sementes que o jardineiro deve semear para que, com probabilidade
superior a 50%, pelo menos 3 sementes nio germinem?

e V.a.

X,, = ntimero de sementes nao germinadas em n usadas
e Distribuicao de X,

X, ~ Binomial(n, 0.2)
e Obtencao do parametro n

n : P(X,>3)>05
1-P(X,<2)>05
Ora, ao pesquisar a tabela da funcao de distribuicao da binomial, em particular a coluna

correspondente a p = 0.2, conclui-se que: Fgiy(n,0.2)(2) é uma funcao monétona decrescente
de 1; FBinomiai(13,0.2)(2) = 0.5017; Fpin(14,0.2)(2) = 0.4481 e

FRin(n,0.2)(2) <0.5, paran > 14.

e Conclusao
O valor minimo de n que satisfaz a condi¢do P(X,, > 3) > 0.5 é n* = 14.

3. A distribui¢ao de probabilidade do montante (em euros) associado a um tipo de transacg¢ao efectuado

via cartao de crédito por clientes individuais de um banco € func¢do do tipo de vinculo — forte ou fraco —
do cliente ao banco. Para clientes com vinculo forte ao banco essa distribuicdo € exponencial com valor
médio de 150 euros, enquanto que para clientes com vinculo fraco ao banco a mesma € exponencial
com valor médio de 75 euros. Considere que 50% das transacgoes do tipo referido sdo realizadas por
clientes com vinculo forte ao banco.

(a) Sabendo que um cliente com vinculo forte ao banco realizou uma transacgdo do tipo referido de

valor superior a 90 euros, qual € a probabilidade do montante dessa transacgao exceder 180 euros.
e V.a.

X = montante da transacgao

e Outra v.a.
Considerando o evento F' = cliente com vinculo forte ao banco, pode definir-se a v.a.:
X | F = montante da transaccao, sabendo que foi efectuada por cliente com vinculo forte

e Distribuicdo de X | F
X | F ~ Exponencial(Ap)

e Parametro
Ar ¢ E(X | F)=150

1
— =150
AF

1
AP =150

e F.d.p.de X | F

fxip(@) = mge" 0, 2 > 0
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e Probabilidade pedida
Atendendo a que a f.d. de X | F' é igual a

= /_ fxp(t)dt
1

= — e~ 150 dt
o 150

- (e
= 1—6_1%0,‘%20,
tem-se

P(X > 180, X F
P(X >180| X >90,F) = (X >180,X >90 | F)

P(X > 90| F)
P(X > 180 | F)
P(X >90]|F)

1 — Fy|p(180)
1 — Fx|r(90)

1— (1—e—%)
1— (1%—%)

_ 180-90
= e 150

= €

Gle

— 06

~ (.548812.

i

e Alternativa 1 — Probabilidade pedida

P(X >180,X >90 | F)
P(X>90|F)

P(X >180| F)

P(X>9|F)

+oo 1t
180 T50¢ 0 dt

9200 1%067ﬁ dt
(_eiﬁ) 1+8000
=T

P(X >180| X > 90, F)

@

1

0
]

99
"
o
s)

©
=]

0

o
lo 5

5

I
)
o

_ 06

~ 0.548812.

e Alternativa 2 — Probabilidade pedida
Invocando a falta de memoéria da distribuigao Exponencial tem-se:

P(X >180 | X > 90, F) P(X >180—90 | F)
= P(X>90|F)

oo 1 .
= — e T dt
/90 150

= (_e_ﬁ) |;r0OO

_9
= e 15

670'6

~ 0.548812.
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abendo que um cliente realizou uma transacgao do tipo mencionado de valor superior a 90 euros, (2.0
b) Sabend lient l t do t do de val 90 )
qual € a probabilidade de esse cliente ter vinculo forte ao banco?
e Outra v.a.

Considerando o evento F' = cliente com vinculo fraco, pode definir-se outra v.a.:
X | F = montante da transaccio, sabendo que foi efectuada por cliente com vinculo fraco

e Distribuigdo de X | F
X | F ~ Exponencial(\z)

e Parametro
Ap E(X|F‘):75

1
— =75
Af

1
Ap = —
F=rs

e Probabilidade pedida
Aplicando o teorema de Bayes, tirando partido das duas distribui¢ées condicionais ao vinculo

e do facto de
P(X>9F)=---=e 7 =e 12
P(F) = P(F)=0.5,

obtém-se:

P(F| X > 90) P(X > 90| F) x P(F)

P(X > 90)
P(X >90| F) x P(F)
P(X>90|F)x P(F)+ P(X >90| F) x P(F)
e 06 x 0.5

e 06 x05+e12x0.5
o—0.6

8_0‘6+6_1‘2
~ 0.645656.

2

Grupo 11 10 valores ‘

1. Seja X (respectivamente, Y ) o tempo em minutos entre chegadas sucessivas de mensagens electrénicas
a um servidor A (respectivamente, B). Considere que (X,Y) é um par aleatorio continuo com fungdao

de densidade de probabilidade conjunta

1e=(5+)
Fxy(ey)=4 2 0 w0 .
0, caso contrario.

(a) Determine o wvalor esperado do tempo que decorre entre chegadas sucessivas de mensagens (2.5)

electronicas ao servidor B.

e Par aleatdrio
X = tempo em minutos entre chegadas sucessivas de mensagens electr. a um servidor A
Y = tempo em minutos entre chegadas sucessivas de mensagens electr. a um servidor B

e F.d.p. conjunta de (X,Y)

1e=(540) 2 y>0

fX,Y(xay) = { 2

0, caso contrario.
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e F.d.p. marginal de Y
+oo
fr(y) = / fxy(z,y)dr

— 00

“+o0
= / 16_(%“’) dx
o 2

teel
= e*yx/ —e 2dx
0 2

—+o00
= e_yx/ fEap(i/2y(®)dz  ou e Y x (—e_%)
0

= e ¥ y>0

—+oo

e Valor esperado de Y
A consulta do formulédrio permite-nos concluir que Y ~ Exponencial(A = 1), logo E(Y') form.
1
1_1
A

e Alternativa 1 — Valor esperado de Y
+oo

E(Y) = / y fy () dy

—00

—+o0
= / ye Vdy
0

+oo
= el [ e
0

= 0+ (—e*y) goo

=1

e Alternativa 2 — F.d.p. marginal de Y e valor esperado de Y

+oo +oo
/ / yfxy(y)dzdy
—+o0 —+o0
= / / (5+9) gz dy
0
+oo +o0 1 .
= / ye Y (/ —e” 2 dm) dy
0 o 2

(b) Calcule P(X <Y). (2.0)
e Probabilidade pedida
PX<Y) = P(X,)Y)e{(z,y) e R*:2<y})

+oo Y

/ / fxy(z,y)dedy
“+ o0

/ / $49) dy dy

Il
c\
('b

Cd
VRS
c\

<
N |
®

|

(V5]

QU

)
N~

QU
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I
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+
3
ml
<
i
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+oo Y
/ e ¥ (1 — 675) dy
0
2 s\ [T
(e e5e)

0

Wl =
SR

2. O numero de horas de sol descoberto, numa cidade do litoral, num dia aleatério do més de Julho
€ uma varidavel aleatéria X de wvalor esperado 9 horas e desvio padrdao 2 horas. Admita-se que os
numeros de horas de sol descoberto, nessa cidade, nos 31 dias do més de Julho sao varidveis aleatorias
independentes.

(a) Calcule um valor aproximado para a probabilidade de essa cidade ter no total mais de 300 horas (3.0)
de sol descoberto no més de Julho.

e V.a.
X; = no. de horas de sol descoberto no i — ésimo dia de Julho nessa cidade, i =1,...,31

e Distribuicao, valor esperado e variancia de X;

X, B X i=1,...,31
B(X)=E(X)=n=9
V(X;) = V(X) =02 =22

S = z?’il X; = no. total de horas de sol descoberto durante o més de Julho nessa cidade

e Valor esperado e variancia de S
E(S)=E (zfil Xi) =1 B(X;) Y2V 31 x B(X) =31 x 9 =279
V(S) =V (S8, X)L v YN 81k v(X) = 81 x 22 = 124
e Distribuicao aproximada de S
Pelo Teorema do Limite Central (TLC) pode escrever-se
- F n Xz - a
5 (5) = Lizt R e Normal(0, 1).
VV(S) Vno?

e Prob. pedida — valor aproximado

P(S>300) = 1-P S\;%)<30?/%5)
- 1-P

S~ B(S) _ 300279
JVES) T Vi
TLC 1— & (300 — 279)
V124
~ 1— ®(1.89)

tabela

= 1-0.9706
= 0.0294.

(b) A familia A passa férias nessa cidade nos primeiros 14 dias do més Julho e a familia B nos (2.5)
ultimos 6 dias do mesmo més. Admitindo que X tem distribuicao normal, calcule a probabilidade
de a familia A usufruir de pelo menos o dobro do niumero de horas de sol descoberto usufruidas
pela familia B durante as respectivas férias nessa cidade.
e V.a.
X; = no. de horas de sol descoberto no i — ésimo dia de Julho nessa cidade, i = 1,...,31
e Distribuicao, valor esperado e variancia de X;

X; KX~ Normal(p,0?), i =1,...,31
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Novas v.a.
Sa = Zgil X,; = no. de horas de sol descoberto durante as férias da familia A
Sp = Z?i% X; = no. de horas de sol descoberto durante as férias da familia B

Distribuicoes de S4 e Sp

Tratando-se S4 e Sp de somas de v.a. independentes com distribuicao normal, tem-se:
Sa ~ Normal(E(S4),V(S4));

Sp ~ Normal(E(S),V(Sg)).

Parametros de S4 e Sp

E(SA)=E (Zilil Xi) =14 %9 =126

V(Sa) =V (z;ﬁl Xi> — 14 x 22 = 56

E(Sp)=E (zfi% Xi) —6x9="54

V(Sp) =V (Slae Xi) =6 x 22 =24

Probabilidade pedida

Importa notar que a probabilidade pedida é igual a
P(Sa>2x8Sg)=P(S4—2xSg>0)=1—P(Sa—2x S5 <0).

E, pois, conveniente lidar com a v.a. S4 — 2 x Sp, que ndo passa de uma combinacao linear
de duas v.a. independentes com distribuicao normal logo também normalmente distribuida:
Sa—2xSp ~normal(E(Sa —2x Sg),V(5S54 —2 x Sg)), onde
E(Sa—2xSg)=FE(Sa)—2x E(Sg) =126 —2 x 54 =18
V(Sa—2x8p)=V(Sa)+2%2x V(Sp) =56 + 22 x 24 = 152.

Conclui-se que

P(SAZQXSB) = 1—P(SA—2XSB<O)
- 7 0—E(Sa—2xSB)
V(Ss_2x Sp)

=
V152
1— ®(—1.46)
= P(1.46)
takele 0 9279,
Alternativamente, usando a maquina de calcular:
P(Sy>2x85) = 1—P(Sa—2xS5<0)
= 1—Fy(as,152)(0)
~ 0.927854

12

2

Alternativa — Probabilidade pedida
Importa notar que a probabilidade pedida é igual a

P(Sy>2x8p) = (Zx—zx > X >0>

=26

= (ZX?XZX<O>

i=26
E, pois, conveniente lidar com a v.a. T = Z 1 X —2x ZZ 26 Xi, que nao passa de uma
combinacao linear de v.a. independentes com dlstrlbuu;ao normal logo também normalmente
distribuida:
T~ normal( (T),V(T)), onde
E(T) =1 B(X;) -2x 2 2 E(X) = 145 =2 x 6 = 18
V() =1 V(Xl) +22 x S0 V(X)) = 1402 + 22 x 602 = 152.
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Conclui-se que
P(Sa>2x8g) = 1-P(T<0)
0— E(T)
V(T)
0—18
- o)
1— ®(—1.46)
= $(1.46)
rekele.9279.
Alternativamente, usando a maquina de calcular:
P(Sa>2x8Sg) = 1-P(T<0)
= 1- Fyas,152)(0)
~ 0.927854

= 1-0

1
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