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22 Teste A
Duragao: 1 hora e 30 minutos

Justifique convenientemente todas as respostas!

’ Grupo 1

3.0 + 2.0 + 2.5 + 2.5 = 10 valores

1. O numero de carros que passam em cada periodo de um minuto num determinado ponto de uma
autoestrada € uma varidvel aleatoria com distribuicao de Poisson de valor esperado A\. Tendo por base
a contabilizacao do nimero de automoveis que passam nesse ponto da autoestrada em cada um de 100

intervalos de um minuto, seleccionados ao acaso:

(a) Deduza o estimador de mdxima verosimilhanga de A. Serd que o estimador é centrado?

e V.a. de interesse

X = ntimero de carros que passam em cada periodo de um minuto...

Distribuicao

X ~ Poisson(\)

Parametro DESCONHECIDO
A=EX)=V(X),A>0

F.p.

P(X =x)

Amostra
2= (a1,...

form o= \»

eoN 2 =0,1,2,...

z!

, T, ) amostra de dimensdo n proveniente da populacao X

Obtencao do estimador de MV de A

Passo 1 — Fungao de verosimilhanga
LNz) T TP =)
i=1
X~ X e~ AT
i=1
—nA )\E:‘: T,
= enil, A>0
[Tz, 2!
Passo 2 — Funcgao de log-verosimilhanca

In L(Alz) = —nA +1In(A) Y0 @ — >, In(z;!)

Passo 3 — Maximizacgao!

A

A estimativa de MV de A é aqui representada por Ae
%ﬁ\)"@ =0 (ponto de estacionaridade)
A=A
2
%9'@ s < 0 (ponto de maximo)

_ i T

o <0

11 n A ,q.
A= =%, x; =T, média da amostra

Proposicao verdadeira

1Este procedimento s6 deve ser aplicado se >, @ # 0, sendo o resultado obtido, A= Z, também vélido se 37 | x; = 0.
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Passo 4 — Estimador de MV de )\

Serd representado pela v.a. EMV(A) = % > Xi; = X, média da amostra aleatéria.

e Estimador de MV de A é centrado?
EMV()\) = X é um estimador centrado de A sse E(X) = \,VA > 0. Ora,

E(X) = E(iiX)

i=1

VA > 0. Assim, conclui-se que X é um estimador centrado de \.

(b) Sabendo que foi contabilizada a passagem de um total de 950 carros no referido ponto da (2.0)
autoestrada no conjunto dos 100 intervalos de um minuto seleccionados, construa um intervalo,
com nivel de confianca de aproximadamente 95%, para o pardmetro \.

e V.a.
X,; = nimero de carros que passam no ¢ — ésimo periodo de um minuto, ¢ = 1,...,100

e Situagao
X ~ Poisson(\)
A DESCONHECIDO
n = 100 >> 30 (suficientemente grande)

e Obtencao de IC para A
— Passo 1 — Selecgao da v.a. fulcral para A
Utilizaremos a v.a. fulcral para A
= X_E(X), = XX = X=X ~ normal(0, 1),
VEMV[V(X)] EMV(\/n)

=

uma vez que nos foi solicitada a determinacao de um IC aproximado para o parametro

do modelo de Poisson e a dimensao da amostra justifica o recurso a uma aproximagao
distribucional.

— Passo 2 — Obtencgao dos quantis de probabilidade
Dado que (1 — a) x 100% = 95% < a = 0.05, os quantis a utilizar sdo

o = -0~ (1 — a/2) = —®1(0.975) "“%'* —1.9600
bo = @711 — /2) = ®1(0.975) = 1.9600.
Estes enquadram a v.a. fulcral para A com probabilidade aproximadamente igual a (1—a).

— Passo 3 — Inversao da desigualdade a, < Z < b,

Plag <Z<by) ~1—-a
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— Passo 4 — Concretizagao
Ao ter-se em consideracao que
* n =100
* 11— a/2) = 1.9600,

conclui-se que o IC aproximado a 95% para A é dado por

T+ 011 —a/2) x \/ﬂ
n
9.5
9.5 + 1.9600 —
“y 100]

[8.895887, 10.104113].

10\

1

2. Uma mdquina produz pecas cujo comprimento, X, € uma varidvel aleatoria com distribuicdo normal,
de parametros p = 20cm e 0 = 1 cm se a maquina estd afinada. De modo a controlar a produgdo,
um operador da mdquina seleccionou ao acaso 10 pecas que conduziram aos sequintes resultados:

10 _ 10 )2
Doisixri=2112e >, (2 — )% = 5.95.

(a) Considerando o desconhecido, diga o que pode concluir sobre a hipdtese de pu = 20 cm, ao nivel (2.5)
de significancia de 2%.

e V.a. de interesse
X = comprimento de uma peca

e Situacgao
X ~ normal(u, o?)
1 DESCONHECIDO
0?2 desconhecido

e Hipodteses

Ho:p=po =20

Hy o # po =20
e Nivel de significancia

ap = 0.02
e Estatistica de teste

X — o
T'=—%— ~H t(n-1)
NG

pois pretendemos efectuar um teste sobre o valor esperado de uma populacao normal com
variancia desconhecida.

¢ Regiao de rejeicao de H, (para valores da estatistica de teste)
Tratando-se de um teste bilateral (H; : p # po), a regido de rejeigdo de Hy é uma reuniao
de intervalos do tipo W = (—o0, —c) U (¢, +00), onde ¢ : P(Rejeitar Ho|lp = po) = ap, i.e.,

c = Ft?nl,l)(l —ap/2)
= F,,(1-002/2)
= F, (0.99)
tabele 9 821.
e Decisao

Uma vez que

n =10

—_ 15" 211.2

T=) 1= = 2112

s?= A3 (2 —2)? = 525 ~0.66,
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o valor observado da estatistica € igual a

P T — Mo

S

n

21.12 - 20
/0.66

V10
~ 4.36.

Como t ~ 436 €¢ W = (—o0,—2.821) U (2.821,+00), devemos rejeitar Hy (hipStese do
fabricante) a qualquer n.s. maior ou igual a 2%.

¢

(b) Teste, ao nivel de significincia de 5%, a hipdtese da variabilidade do comprimento das pegas

produzidas pela mdquina ser igual ao esperado (o =1 cm) contra a alternativa de ser superior ao

esperado (o > 1cm).

Situacao

X ~ normal(, 0?)
1 desconhecido

02 DESCONHECIDO

Hipdéteses
Hy:0=0p=1

Hi :0>00=1

Nivel de significancia

o = 0.05

Estatistica de teste

(n—1)s? 2
T = 0_7(2) ~H, X(n—l)

pois pretendemos efectuar um teste sobre a variancia de uma populacdo normal com valor
esperado desconhecido.

Regiao de rejeicao de H, (para valores da estatistica de teste)
Tratando-se de mais um teste unilateral superior (H; : 0 > ), a regiao de rejeicdo de Hy é
um intervalo & direita do tipo W = (¢, 4+00), onde ¢ : P(Rejeitar Hylo = 0¢) = ay, i.e.,

c = F' (1-a)
X{(n-1)

= F3' (0.95)
X(9)

16.92.

tabela

Decisao
Dado que n =10, Y, (¥; — Z)? = 5.85 e 09 = 1, o valor observado da estatistica ¢ igual a

. (n—1)s?

Dado que t = 5.95 ¢ W = (16.92, +00), ndo devemos rejeitar Hy a qualquer n.s. menor ou
igual a 5%.
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Grupo II 4.0 + 2.0 + 4.0 = 10 valores

1. As medi¢des de uma enzima, referentes a uma amostra casual de 100 pacientes que sofrem de hepatite
viral aguda, encontram-se agrupadas em classes na tabela sequinte:

Classe 12.4,2.5] ]2.5,2.6] ]2.6,2.7] ]2.7,2.8]
Numero de pacientes 14 38 36 12

Sera que uma distribuigao normal, com valor esperado 2.6 e desvio padrao 0.1, se ajusta bem a estes (4.0)
dados? Teste esta hipotese com base no valor-p.

e V.a. de interesse

X = medig¢ao de uma enzima em paciente com hepatite viral aguda

e Hipoteses
Hy : X ~ Normal(2.6,0.1?)
Hy : X # Normal(2.6,0.1?)

o Estatistica de Teste
k
(Oz - Ez)2 a
T=> 5 “# Xphs1
i=1 v

onde:
k = No. de classes;
O, = Frequéncia absoluta observédvel da classe i;
FE; = Frequéncia absoluta esperada, sob Hy, da classe i;

B = No. de parametros a estimar = 0.

e Regiao de rejeicao de H (para valores de T)
Por estar a efectuar-se um teste de ajustamento, a regiao de rejeigao de Hj escrita para valores
de T é um intervalo a direita W = (¢, +00).

¢ Frequéncias absolutas esperadas sob Hj

Para j4, note-se que o conjunto de valores possfveis da distribuicio Normal(2.6,0.1?) é IR; daf que

se passe a considerar duas novas classes: os intervalos | — 0o, 2.4] e ]2.8, +00[, respectivamente,

z—2.6
0.1

frequéncias absolutas esperadas sob Hy, E; = np) =n x P(X € classe i | Hy), sdo, para i = 1,2,

com frequéncia observada 0. Se para além disso atendermos a que Fy g, (z) = ® ( ), as

iguais a
Ei = nxP[X€]-00,24]|X ~ Normal(2.6,0.1%)]

24— 2.6)

= 100x®
><(0.1

= 100 x ®(—2)
= 100 x [1 — ®(2)]
fabele 100 x (1 —0.9772)
= 100 x 0.0228
= 228
E;, = nxP[X€24,25]|X ~ Normal(2.6,0.1%)]

_ 100 x [CD (2.50—12.6> 3 (2.40—12.6)]
= 100 x [&(—1) —'@(—2)] .
= 100 x (0.1587 — 0.0228)

= 100 x 0.1359
= 13.59.

Pégina 5 de 8



E; = nxP[X€]25,26]| X ~ Normal(2.6,0.1%)]

— 100 x [(I) <2.60f12.6> % (2.5(;12.6)]
= 100 x [®(0) — B(—1)]
= 100 x (0.5 — 0.1587)

100 x 0.3413

= 34.13.

E, por simetria da f.d.p. da Normal(u, 0?) em torno de u = 2.6, obtém-se as restantes frequéncias
esperadas sob Hy:

Ey = B = 34.13, Es = By = 13.59, Eg = By = 2.28.

E necessério agrupar classes uma vez que se verifica E; > 5 em menos de 80% das classes (em
todas elas tem-se F; > 1). Agrupem-se as duas classes que violam essa condicdo, a 12 e a
62 : ficando a nova classe igual a | — 00, 2.4]U]2.8, +-00[ com frequéncia observada 0 e frequéncia
esperada sob Hj igual a 4.56.

e Decisao

No célculo do valor observado da estatistica de teste convém adiantar a seguinte tabela auxiliar.

Classe Freq. abs. obs. Freq. abs. esper. sob Hy Parcelas valor obs. estat. teste
g2
i 0 E; =n X p? (og—Fi)” }?’)
K3
2
lnova =146 ] —00,2.4]U]2.7, +00] 0 4.56 O-256)° _ 456
2
2 ]2.4,2.5) 14 13.59 (413597 — 0.012369
3 12.5,2.6] 38 34.13 0.438819
4 12.6,2.7] 36 34.13 0.102458
5 12.7,2.8] 12 13.59 0.186026
. _E.)2
¥ 0; =mn =100 K Ei=n=100  t=3yF  iZEDT _ 59997

i

e Decisao (com base em intervalo para o valor-p)
Uma vez que este teste esta associado a uma regiao de rejeicao que é um intervalo a direita temos:
valor—p = P(T >t | Hp)
= P(T >5.2997 | Hy)
~ 1- FX(25 (5.2997).

—0—1)
Recorrendo as tabelas de quantis da distribuicao do qui-quadrado podemos adiantar um intervalo

para o valor-p deste teste. Com efeito, ao enquadrarmos convenientemente t = 5.2997, obtemos
sucessivamente

F3! (0.70) =4.045 < 5.2997 < 5.989 = F3 (0.80)
X(4) X(4)

0.70 < FX?@ (5.2997) < 0.80
020=1-0.80 < walor—p<1-0.70=0.30.

Logo:

— néo devemos rejeitar Hy a qualquer n.s. ay < 20%, por exemplo, a qualquer dos niveis usuais
de significancia de 1%, 5% e 10%;

— devemos rejeitar Hy a qualquer n.s. ag > 30%.

e Alternativa — Decisao (com base no valor-p determinado usando mdaquina de
calcular)
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Uma vez que este teste estd associado a uma regiao de rejeicao que é um intervalo a direita temos:

valor —p = P(T >t | Hp)
= P(T > 5.2997 | Hy)
~ 1- FX?s_o_n (5.2997)
= 0.257905.
Consequentemente:

— nao devemos rejeitar Hy a qualquer n.s. oy < 25.7905%, por exemplo, a qualquer dos niveis
usuais de significancia de 1%, 5% e 10%;

— devemos

rejeitar Hy a qualquer n.s. ag > 25.7905%.

2. Num estudo sobre sequranca rodovidria, pretende-se analisar a influéncia da velocidade a que um
veiculo pesado se desloca (x, em metros por sequndo) sobre a distancia percorrida pelo veiculo apds o
indcio da travagem (Y, em metros), denominada distincia de travagem.

Considere o modelo de regressao linear simples, Y; = Bo+ f1xi+€; (i =1,...,n), com as hipdteses de

trabalho habituais,

resultados:

S w = 1138,

e que as observagoes relativas a n = 52 veiculos pesados conduziram aos sequintes

SO 22 =28800, S i =249.7, Y02 42 =1366.35, 302, iy = 6254.9

(a) Obtenha as estimativas de minimos quadrados de Py e B1 e interprete a estimativa de 1. (2.0)

e [Modelo de RLS
Y = Bo + Bz + €
Y; = distancia de travagem do i — ésimo veiculo pesado
xz; = velocidade a que o ¢ — ésimo veiculo pesado se desloca
€; = erro aleatdrio associado & medicdo da distancia de travagem do i — ésimo veiculo]

e Estimativas de [y e

[Uma vez que n = 52 e
Yo x =1138,

xTr =

e

e
e

y:

e
e
e
e

n

n

Ly w = 128 =21.885
L 7 = 28800

L 22 —n(2)% = 28800 — 52 x 21.8852 = 3895.432

K2

LY = 249.7,
LYy = 25T = 4.802

L y? = 1366.35

Ly2 —n(y)? = 1366.35 — 52 x 4.802% = 167.271

LTy —nE = 6254.9 — 52 x 21.885 x 4.802 = 790.128,]

a estimativa dos minimos quadrados de (31 e By sao, para este modelo, iguais a:

fe3}

BO

S iy —nTY
Z?:l xzz —n(z)?
790.128
3895.432
= 0.203

= §-PixT
= 4.802 —0.203 x 21.885
= 0.359
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e Interpretacao da estimativa de minimos quadrados de (;
B1 = 0.203
Caso a velocidade a que veiculo pesado se desloca aumente em um m/s, estima-se que o valor
esperado da distancia de travagem aumente aproximadamente 0.203 metros.

(b) Construa um intervalo de confianca a 95% para By. Serd que existe uma relagdo linear entre a  (4.0)
distancia média de travagem de um veiculo pesado e a velocidade a que o mesmo se desloca?

e [Hipéteses de trabalho
€; ~i.i.q. Normal(0,02), i = 1,...,n (hipétese de trabalho)
Bo, B1, 0% DESCONHECIDOS]
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e IC a 95% para 3

— Passo 1 — V.a. fulcral para (;

B — B
Z = —&2 ~ t(n—2)
2 2

i=1"%

— Passo 2 — Quantis de probabilidade
J& que (1 — ) x 100% = 95% temos a = 0.05 e lidaremos com dois quantis simétricos
o = —by iguais a:

EFL, (- a/2) = £F L (1-005/2) = F ! #71(0.975) =" £2.009.

t(52—2) t(50)
— Passo 3 — Inversao da desigualdade a, < Z < b,
Plaa <Z<ba)=1-«

P [Ft<,}2> (1-a/2) < 2l <pt (- a/2>] —1-a

P{p—-F, (1-a/2)x X

Xry af—na?
<SHShHE] -0/ x [ ma )t =1-a

— Passo 4 — Concretizagao
Tendo em conta que a estimativa de o2 é dada por

oo (Ser)wr (3rar)

1
= (167.310 — 0.203% x 3895.432)

52 — 2
~ 0.139,
segue-se
— gt - e
IC(I—D()XIOO%(Bl) - 61 + Ft(nfz) (1 a/2) X Z;L:l l'? — T'LJ_L'Q :|

0.139
ICys0(81) = |:0.203 + 2.009 x 3895432:|

[0.191,0.215].

e Hipodteses
Hy:p1=81,0=0
Hy : 1 # P10 =0 (existe relago linear entre o valor esperado de Y e )

e Decisao
Invocando a relag@o entre intervalos de confianca e testes de hipoteses bilaterais, devemos
rejeitar a hipétese Hy : 81 = B1,0 = 0 2 ao n.s. de a x 100% = 100% — 95% = 5% (ou a
qualquer outro n.s. maior que 5%) jd que

0 & ICqs0(B1) = [0.191,0.215].

[Esta analogia é valida porque:
— a v.a. fulcral para [; usada na construcao do IC é também utilizada para definir a
estatistica de teste sobre fSi;

— o nivel de significancia do teste, 5%, é igual a (100% — nivel de confianca do IC).]

2A favor da hipétese Hy : 81 # B1,0 =0.
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