Modelagdo do Campo Sonoro
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1. Introducéo

Pretende-se estudar o problema da propagacéo do som num compartimento fechado livre de
obstaculos. Desenvolveu-se um programa de elementos finitos em linguagem FORTRAN para
resolver problemas acusticos lineares [1] e utilizou-se ainda como ferramenta de trabalho o
programa ABAQUS [2]. A diferenca destes programas incide essencialmente sobre a
formulacdo utilizada para obter a solugdo do problema. Utilizaram-se dois tipos de elementos
finitos. O elemento acustico de campo Unico, disponivel no programa ABAQUS, baseia-se
numa aproximacéo polinomial do campo de pressdo usando elementos isoparamétricos,
garantindo-se tanto a condi¢ao de equilibrio no dominio dos elementos como a continuidade do
campo de pressfes entre elementos. O segundo tipo de elemento, o elemento hibrido-Trefftz,
baseia-se numa aproximacao definida pela combina¢éo das solu¢des analiticas da equacédo da
onda. Todas as condi¢bes sdo satisfeitas no dominio do elemento mas ndo se garante a
continuidade da presséo ou dos deslocamentos entre elementos.

Um dos problemas mais correntes da Acustica € a modelagdo da propagacdo do som
provocado por uma fonte sonora numa sala fechada. Em termos praticos é também importante
obter os espectros de resposta que caracterizam esses campos sonoros. E possivel atribuir as
paredes do compartimento diferentes propriedades (as condi¢des de fronteira do problema), as
quais afectam de maneira diferente as caracteristicas do campo sonoro provocado por uma
mesma fonte. As superficies podem ser modeladas rigidas, livres ou com um determinado valor
de impedéancia. No primeiro caso garante-se ser nula a componente da velocidade (ou do
deslocamento) das particulas normal a superficie. No segundo admite-se que sao livres as
componentes do deslocamento das particulas mas imposta a pressao a que estéo sujeitas. No
terceiro caso assume-se que as caracteristicas da superficie sdo tais que essa componente a
proporcional a pressédo das particulas e/ou a sua variacdo no tempo.

Foram seleccionados problemas de teste que permitissem validar a formulacdo de
elementos finitos desenvolvida especificamente para este trabalho. Esses problemas foram
resolvidos para uma grande gama frequéncias de excitacéo, entre 1 Hz e 500 Hz, e diferentes

condicdes de fronteira e de carga. Todos esses testes foram realizados admitindo uma massa
volimica p =1188 Kg/m® e um médulo de compressibilidade volumétrica K =1, 42.10° Pa.

Para as paredes n&o rigidas admitiu-se uma impedancia Z =81100 Kg/m?s. Considerou-se
ainda que a contribuicdo das forcas de massa para o campo de presséo é desprezavel face as

accdes que foram consideradas, designadamente pressdes impostas e fontes sonoras.



2. Equacdes da Acustica Linear
E conveniente, para facilitar a interpretacéo das formulacées de elementos finitos, formular as
equacdes da Acustica por analogia com as equacdes que caracterizam os problemas de
Mecéanica dos Sdlidos. Considera-se um volume genérico, V, e a fronteira que o limita, I', e
definem-se as equacdes que caracterizam a propagacao do som nesse dominio.

No dominio V asseguram-se as condicdes de equilibrio actstico, as quais relacionam
o gradiente da pressdo (de compressdo), P, com as forcas de massa, b, e com as forgas de
inércia e de amortecimento,

—-Vp+b=pli+yu
em que p e y definem a massa volimica e o coeficiente de amortecimento, sendo U e U os
vectores de aceleracéo e de velocidade. A condicdo de compatibilidade define a expanséo
volumétrica, &, em funcdo do campo de deslocamentos, U,
e=V'u
e as relagbes constitutivas do fluido relacionam os campos de pressdo e de expansédo
volumétrica através do médulo de compressibilidade volumétrica do fluido, K,
-p=K-¢

Sendo o estado de tensdo caracterizado apenas pela componente de presséo, a

condicao de equilibrio na fronteira limita-se a relacionar essa pressdo com a presséo imposta:

p(x,t)=p(x1)

A condi¢cédo de compatibilidade numa fronteira rigida imp&e que uma particula ndo pode
atravessar a superficie mas permite que ela se desloque sobre essa superficie. Sendo N o
vector que define a normal exterior unitaria a essa superficie, essa condicdo toma a forma:

nNu=w

As propriedades das superficies sao frequentemente expressas na forma seguinte, em

que kl_le o coeficiente de proporcionalidade entre a pressdo e o deslocamento normal a

superficie e Cl_l € o coeficiente de proporcionalidade entre a pressao e a velocidade normal a
superficie:
1, -1 T
(kl p+c p): nv
N&o é necessério definir as condigfes iniciais do problema por se admitir que o

movimento é periodico no tempo.

3. Aproximac&o no Tempo

Existem véarios métodos de integracdo no tempo que visam eliminar o tempo como variavel
explicita e substituir a resolu¢cédo do problema dado pela solucdo de um conjunto de problemas
que s6 dependem explicitamente do espaco. Como se pretende realizar uma analise periddica
no dominio do tempo, optou-se por separar em variaveis no espaco e no tempo, sendo esta

componente aproximada através de uma série de Fourier, obtendo-se as seguintes expressfes



para as equagdes basicas da Acustica, em que @, representa a frequéncia associada ao n-

ésimo modo acustico e Zn"1 = Cl"1 + jo, kl_1 representa a admitéancia:

—Vp, +b +(@'p— jo,y)u, =0 emV (1)
g,=V'u, emV )

-p,=Keg, emV 3)

p,=Pp, em Fp (4)

nu,=w, emr’, (5)

p.=jo Z nu emrl, (6)

O problema é, portanto, resolvido no dominio da frequéncia, realizando-se uma anélise
espectral para resolver cada um destes problemas independentes. A inser¢do destas solugcbes
na série de Fourier permite representar a solucdo do problema em qualquer instante do
intervalo de tempo em andlise (recorrendo-se, em geral, a uma técnica rapida de

implementacao dessas combinacdes, a Transformada Réapida de Fourier).

4, Métodos de Solucéo
Admitindo que o fluido é homogéneo, obtém-se a expressédo da equacao da onda combinando
as equacgoes (1) a (3), cujas variaveis dependem agora apenas do espaco:
(V?+k2) p,+V"b,=0 emV @)
E esta equacao, e as condicdes de fronteira (4) a (6), que é resolvida aproximadamente
usando duas formulacfes distintas do Método dos Elementos Finitos, designadamente os
elementos finitos convencionais e os elementos hibridos-Trefftz de pressdo. Enquanto os
primeiros requerem um grande refinamento da malha para melhorar a solugéo (refinamento-h),

0s segundos permitem usar uma malha grosseira e melhorar a qualidade da solugéo
aumentando da ordem da aproximacdo dos campos de pressao (refinamento-p).

4.1 Elementos Finitos Convencionais
O conceito basico consiste na subdivisdo do dominio em estudo em pequenas sub-regibes, os

elementos finitos, que devem tomar formas simples. Em cada um dos elementos aproxima-se o

campo de pressdo usando fungBes de aproximacdo (nodais), Vi, construidas de modo a

assegurar que as variaveis (; representam a press&o nos nés dos elementos:

N
P=Pa= y;0; =¥, 0+ %, 0+ +#,q, emV’ ®)
-1

A utilizacdo de elementos isoparamétricos permite impor de maneira forte as condi¢des
de equilibrio no dominio (1) e na fronteira (4), assim como entre elementos. Para isso, define-

se uma aproximacdo dependente do campo de deslocamentos com a forma,

u=Uq emV?®



. -1
U =(a)2,0— ja);/) VP
Existem varias técnicas para obter a equacéo resolvente do elemento convencional de

pressdo. Todas elas produzem a mesma expressao,
- 71 p— p—
(D+joA)g=g,+&,+¢, 9)

em que A é a matriz de impedancia e a matriz dinamica, D, combina o efeito das matrizes de

flexibilidade, F , de massa, M, e de amortecimento, C :
D=-F+&’M+ jwC
O termo independente define trés parcelas da expansao volumétrica nodal equivalente,

designadamente as devidas aos deslocamentos impostos, €,, as pressdes impostas, §p, e

aos deslocamentos nas fronteiras entre elementos, €; .

A assemblagem dos elementos para obter a equacao resolvente da malha é feita de
modo andlogo a assemblagem dos elementos convencionais de deslocamento: atribui-se a
mesma pressao nos nés partilhados por cada elemento e impde-se ser ai nula a resultante da

expanséo volumétrica nodal equivalente.

4.2 Elementos Hibridos-Trefftz

O que distingue os elementos hibridos-Trefftz € tomar como base de aproximagdo do campo
de pressédo a solugdo formal da forma homogénea da equacédo da onda (7). Essa solucéo é
escrita no sistema de coordenadas que melhor se adequa ao dominio em andlise. No presente
caso, 0s compartimentos sdo paralelipipédicos o que justifica a utilizagdo de um sistema
Cartesiano. Nesta situacao, a solucdo geral da equacdo da onda (7) é definida por uma série
de Fourier tripla, nas coordenadas, x, y, e z.

Devem ser usadas aproximacdes completas de Fourier quando o campo sonoro €
periddico no espago. Em problemas ndo periédicos usam-se meias-séries, de senos ou de
cosenos. Os exemplos adiante apresentados sdo resolvidos com uma aproximagdo completa
de cosenos, a qual toma seguinte expressao para a expansao no plano x-y,

At

P, =cos| k l+i -cos| k l+—

xmn ymn
2L, L,

a qual é facilmente generalizavel para os restantes pares de coordenadas, (X, z) e (y, 2).
Sdo estas as funcdes que sdo usadas para construir a aproximacdo (8). Essa

aproximacao € corrigida para incluir um termo particular que modela a solugao da fonte sonora

em campo livre, p,, a qual esta associada a uma func¢éo Dirac de velocidade:
N
e
p=Pa+p,=> P(xy,2)q;+ p(xy,2) emV
j=1

pa)k . ejka 'e—jkr
A4z 1+ jka kr

Py = jqo



Como as func¢des de aproximacdo do campo de pressdo deixam de ser nodais, 0s

termos (| do vector  passam a representar as amplitudes generalizadas dos modos de

presséo, Pj (X, Y,2). Por isso, torna-se impossivel assegurar a continuidade, no sentido forte,

do campo de pressao entre elementos e nas fronteiras onde existam pressdes impostas.
Estas condicdes sdo impostas de maneira fraca, o que obriga a aproximar a

componente normal do campo de deslocamento, na forma,
N
w=B,w, =Y B, W, em/: coma=p,z,i
j=

nas fronteiras onde esses deslocamentos sdo desconhecidos, designadamente onde existam
pressfes impostas, onde existam superficies com impedancia e nas fronteiras entre elementos,
Tal como para os elementos convencionais, podem utilizar-se diferentes técnicas para

deduzir a equacdo resolvente, a qual toma agora a seguinte expresséao geral,

D _Az _Ap _Aﬁ q 5—60

-A, jwZz O O ||w, | _ T, 10
-A, O O O ||w, Too— 7,
—A* O @) 0] W, o — 7T

em que as matrizes A, imp&em as condic6es de continuidade (fraca) do campo de presséo e

a matriz Z ¢ a matriz de impedancia. O termo independente reline a contribuicdo dos

deslocamentos e pressbes impostas, € e z,, e da resultante das entre elementos, 7;, as
quais se impdem serem nulas quando se realiza a reunido dos elementos. Os termos €, € 7,

definem a contribui¢éo da fonte sonora, p, .

A forma explicita em que se escreve o sistema (10) pode sugerir a ideia que envolve
um numero de incognitas muito superior ao presente no sistema resolvente (9) do elemento de
pressao convencional. Tal ndo sucede, em geral. Para se atingir o mesmo nivel de precisao da
solucdo, o uso de funcBes de aproximacdo extraidas da equacdo da onda (no elemento
Hibrido-Trefftz) permite usar um nimero de incognitas substancialmente inferior ao que é

necessario usar com fun¢des de aproximacao polinomiais (no elemento convencional).

5. Aplicagdes

Apresentam-se em seguida os resultados num numero seleccionado do conjunto dos testes de
validacdo realizados no ambito da dissertacdo. Esses testes foram seleccionados para validar
os elementos hibridos-Trefftz comparando os resultados obtidos com os determinados com o
programa ABAQUS por um lado e com um programa de analise modal [3]. Todas as

dimensdes serdo, daqui em diante definidas em metros (m).

51 Ensaio |
O primeiro ensaio compara os resultados obtidos com elementos finitos convencionais com o0s

obtidos através dos elementos hibridos-Trefftz. Construiu-se o modelo de uma sala rectangular



em planta, com 2,70mx4,50m e 3m de altura. Aplicou-se no topo da sala uma pressao
uniformemente distribuida e consideraram-se as paredes rigidas. Para obter resultados
adequados usando o programa ABAQUS foi necessario usar uma malha bastante refinada,
com 37171 elementos isoparamétricos de 10 nds. Com elementos hibridos-Trefftz obteve-se
uma solugdo analoga com 1 elemento e uma ordem de aproximacgéo de 7 no dominio e de 7 na

fronteira e com 8 elementos e uma ordem de aproximacao de 5 no dominio e de 5 na fronteira.

5.2 Ensaio IlI

Este ensaio é realizado no mesmo compartimento com paredes rigidas para provocar reflexao
total. Analisa-se a variacdo da pressdo quando a fonte sonora é colocada no ponto (0,4;0,4;0,4)
e analisa-se a variagdo ao longo de segmentos paralelos aos eixos x, y e z (segmentos 7, 2 e
6, respectivamente) e contendo a fonte.
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Figura 1: Variacdo da (parte real) da pressdo ao longo de segmentos e secc¢fes escolhidas



O ensaio foi realizado para a frequéncia de 64 Hz, terceira frequéncia prépria (modo de
vibracdo em x) [3]. Observou-se a ocorréncia de um pico no ponto de localizacao da fonte,
inserido numa curva com andamento regular, em que € dominante o modo correspondente a
frequéncia prépria. Os resultados apresentam-se na figura 1. Observa-se que as maiores
pressdes positivas ocorrem junto ao canto oposto ao canto onde esta localizada a fonte. Este
efeito acontece devido a assimetria da reflexdo das ondas geradas pela fonte.

Este teste foi ainda realizado para os outros dois tipos de condicfes de fronteira.
Examinando os resultados do modelo em que a pressao nas paredes € nula, verifica-se que,
por auséncia de reflexdo, a parte real da pressado é praticamente nula em todo o campo e a
propagacdo € dominada pelo efeito da fonte sonora em campo livre. O mesmo teste foi
realizado admitindo paredes com impedancia. Recupera-se um comportamento semelhante ao
obtido com paredes rigidas, com um forte efeito de reflexdo, pois os valores adoptados na

pratica correspondem a superficies com um coeficiente de absorcédo relativamente baixo.

5.3 Ensaio IV

O objectivo deste ensaio, realizado sobre 0 mesmo compartimento com paredes com
impedancia, foi realizar uma andlise espectral e comparar os resultados obtidos por andlise
modal com os obtidos com o programa de elementos finitos. Analisaram-se os resultados
obtidos no centro geométrico, com de coordenadas (1,35;2,25;1,5), e no ponto com

coordenadas (0,40;4,10;2,60), os quais se apresentam na figura 2.
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Figura 2: Andlise espectral da magnitude da pressao no ponto (0,40;4,10;2,60) m

O programa de andlise modal baseia-se numa combinacdo de modos de vibragéo
obtidos admitindo paredes rigidas, sendo o efeito da impedancia incorporado posteriormente.
Para além disso, sabe-se também que a modelagdo da fonte sonora é diferente nos dois

programas. Destas diferencas decorrem as discrepancias de resultados visiveis na figura 2.
54 Ensaio V

Realizou-se este ensaio com o objectivo de analisar a imposi¢cdo das condi¢bes de fronteira.
Analisou-se 0 mesmo modelo e a sua resposta a uma frequéncia de excitacdo de 64 Hz com
uma fonte sonora colocada no ponto com coordenadas (0,4;0,4;0,4) . Na figura 3 apresentam-

se os campos de pressdo obtidos para as condi¢cdes de fronteira de pressédo nula e paredes



rigidas para um corte no plano x-z.

Verificou-se que os resultados obtidos para o teste da presséo nula nas paredes nao
traduziram exactamente as condicbes impostas. Esperar-se-ia a modelacdo de um campo de
pressdes uniforme e nulo. No contorno do corte analisado observam-se flutuacées muito
localizadas da pressédo. A base de aproximacdo ndo contém a solucdo exacta do problema,
pelo que a formulacdo em que o elemento se baseia tenta obter a melhor combinacédo das
funcbes de aproximagéo que permita a satisfazer (de maneira fraca) as condi¢des de fronteira
do problema. As perturbagfes que se observam na vizinhan¢a dessas arestas sédo pequenas e

ilustram o efeito de Gibbs tipico das fungBes de Fourier, que compdem as bases de
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Figura 3: Campos sonoros para andlise da modelacéo superficies livres e paredes rigidas

Apesar da modelacdo das paredes rigidas parecer mais rigorosa, o efeito de Gibbs

continua ai presente mas com valores desprezaveis face a intensidade do campo de pressao.

55 Ensaio VI

Este ensaio foi realizado para analisar uma série de resultados que permitem
caracterizar o campo sonoro no interior do compartimento rectangular. Consideram-se as duas
condi¢cbes de fronteira extremas (superficies com pressdo nula e paredes rigidas) e duas
posicdes da fonte sonora, designadamente no centro geométrico da sala, para verificar a
simetria da solugdo, e num dos cantos, a posicao relevante em termos praticos. Foram também
analisadas duas das frequéncias proprias de vibragdo: segundo y (38 Hz) e segundo x (64 Hz).

No modelo de paredes rigidas, como seria de esperar, analisando cortes
perpendiculares aos eixos coordenados, observa-se a propagacdo de uma onda sonora
apenas com um ponto de inflexdo e relativamente simétrica, na direc¢do correspondente ao
modo de vibracdo analisado. A observacdo do modelo de paredes com impedancia mostra que
a influéncia da fonte sonora é mais forte, uma vez que é menor o efeito de reflexdo. Mais uma
vez, no modelo com pressdo nula imposta nas paredes domina a solucdo de campo livre, a
excepcao do fenédmeno de Gibbs no contorno.

Comparando os resultados para as duas posicfes da fonte sonora verificaram-se
algumas diferengas significativas devido ao efeito de reflexdo das ondas. A reflexao verificou-

se simétrica quando a fonte é colocada no centro do compartimento e fortemente assimétrica



guando é colocada no canto. Para além desse efeito, a maior reflexdo das ondas traduz-se

também num menor pico de pressdo quando a fonte esta colocada no canto do compartimento.

5.6 Ensaio VI
Este ensaio teve como objectivo a realizagdo de um teste que pudesse corresponder a uma

situacdo mais realista. Construiu-se uma sala em L em planta, (figura 4), com altura de 2,70 m.
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Figura 4: Representacéo do compartimento em L e identificagdo das seccdes estudadas

O ensaio foi realizado para as frequéncias de 38 Hz e de 64 Hz para que fosse possivel
comparar os resultados com os obtidos para a sala rectangular. A fonte sonora foi colocada a
um dos cantos da sala. Os campos de pressdes obtidos para a frequéncia de 64 Hz estdo

representados a figura 5.
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Figura 5: Parte real do campo de presséo (64 Hz, e paredes rigidas)



Foi possivel observar-se com clareza o pico nos campos de pressdo causado pela
fonte sonora. Verifica-se, na reentrancia da sala, uma descontinuidade de press@es decorrente
da insuficiéncia da aproximacdo. A formulacédo ndo contém o modo singular que caracteriza o
campo sonoro nessa zona, podendo ser melhorada a solugédo obtida aumentando os graus de
aproximacdo nas fronteiras entre elementos ou inserindo a solucdo particular desta
singularidade na base de aproximacao.

6. Concluséo

Os resultados obtidos estdo em conformidade com anteriores estudos e com os resultados
dados pelo software comercial ABAQUS, sendo permitido validar o programa elaborado para
se realizar este estudo.

O elemento convencional e o elemento hibrido-Trefftz modelam adequadamente o
campo sonoro para uma grande gama de frequéncias de excitagdo. Para os elementos
convencionais de presséo, a precisdo é tanto maior quanto mais refinada for a malha de
elementos finitos, enquanto para os elementos hibridos-Trefftz € mais facil melhorar a precisao
aumentando a ordem das fungBes de aproximagao.

Os resultados da analise espectral que sao apresentados parecem estar de acordo
com os obtidos por andlise modal, atendendo a que os valores tomados como referéncia sédo
obtidos de maneira algo diferente.

Todos esses ensaios mostram que o comportamento sonoro é fortemente influenciado
pelas condi¢cbes de fronteira e pela posicdo da fonte sonora. O exemplo da sala em L serviu
para mostrar ser possivel usar a modelagdo do campo sonoro com elementos hibridos para
realizar aplicagfes ja com alguma relevancia pratica.

Como desenvolvimento deste estudo seria Util tentar modelar a presenca da fonte
sonora no software ABAQUS. Seria ainda interessante fazer uma modela¢do no dominio do

tempo.
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