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Resolucao abreviada

1. Considere o conjunto definido por
C={(xy,2) eR®: x>+ 2+ 22 =4, x+y+V2z=0}.

(a) Mostre que C é uma variedade e determine a sua dimens3o.
Resolugao: Seja F(x,y,z) = (x> +y?+ 22, x+y ++/2z). Entdo F é uma funcio de
classe C! e C é o conjunto de nivel (4,0) de F. Como

2x 2y 2z

entdo DF n3o tem caracteristica 2 se e s6 se (2x,2y,2z) = A(1,1,v/2), para algum
AeER,seesdsex =y = z/\/§ Substituindo os pontos (x, x, \/§x) nas equacoes que
definem o conjunto C obtém-se uma condi¢ao impossivel.

Conclusdo: C é uma variedade de dimensdo 1.

(b) Determine o espago normal a C no ponto (1,1, —/2).
Resolucao: As linhas da matriz

DF(1,1,—2) = L ) _\/q

geram o espaco normal no ponto P = (1,1, —/2), portanto
TpCt = {a(2,2,—2v2) + B(1,1,V2) : o, B € R} .

2. Calcule o méximo da fungdo f(x,y) = x> — x + y? na regido {(x,y) € R? : x* + y? < 1}.

Resolugao: A regido D dada é um disco fechado, portanto é um conjunto compacto. Pelo
Teorema de Weierstrass, f tem maximo e minimo absolutos em D e, como f é C*, os pontos
de extremo ou s3o pontos de estacionaridade no interior de D ou pertencem a fronteira 0D.

Pontos de estacionaridade:

Vf(x,y)=(0,0) <= (2x—1,2y)=(0,0) < (x,y)=(3.0).

Sobre a fronteira de equacdo x?+ y? = 1 usamos o método dos Multiplicadores de Lagrange,
com F(x,y) = x>+ y*

2x — 1 =2)\x
Vf(x,y) = AVF(x,y) _
B — 2y =2\y
F(x,y)=1 X2 +y?=1



Este sistema tem duas solugdes (x,y) = (1,0) e (x,y) = (—1,0). Calculando f(1,0) = 0,
f(—1,0) =2 e f(3,0) = —3, conclui-se que 0 méximo de f em D é 2.

. Considere o campo vectorial
F(x,y) = (y(cosx — 1),senx) .

(a) Mostre que F n3o é gradiente no seu dominio.

Resolucao: Como as derivadas parciais
oFy oF;
—— =cosx — 1 e —— = COS X
Ay Ox
sao diferentes, F n3o é um campo fechado, logo F n3o é um campo gradiente.

(b) Considere a linha que delimita a regido {(x,y) € R : x> + y> < 1, x > 0,y < 0}.
Utilize o Teorema de Green para calcular o trabalho realizado pelo campo F quando
esta linha é percorrida uma vez no sentido horério.

Resolugao: Seja R a regido dada. A linha que delimita R é a fronteira OR. Pelo
Teorema de Green

/ F.dg—— // <%—%>dxdy:—//ldxdy:—Area(R):—z,
OR dy R 4

porque JR é percorrida no sentido horario e R é um quarto de um disco de raio 1.

. Considere a piramide P C R? limitada pelos trés planos coordenados e pelo plano
x +y +z = 2. Considere o campo vectorial G(x,y,z) = (x(y*+ z),1, —y?z — £2?).

Usando o Teorema da Divergéncia, calcule o fluxo de G através da face de P que esta
contida no plano x + y + z = 2, no sentido da normal unitaria exterior.

Resolucao: A fronteira da pirdmide P é a unido da face S dada no enunciado com os trés
triangulos

T.={0,y,2) : y+2z<2,y>0,2z>0},
T,={(x,0,z) : x+2z<2,x>0,z>0} e
T,={(x,y,0) : x+y <2, x>0,y >0}.

As normais unitdrias a cada um dos triangulos, exteriores a P, sdo
nr,=(-1,0,00 , nr,=(0,—-1,0) e ny, =(0,0-1),

respectivamente. Como div G = 0, pelo Teorema da Divergéncia fica

//SG.next:///div //G . — // G'”Ty—//ZG-nn

—0—0+Area(T,)-0=2.



5. Considere a superficie

S={(xy,2)eR*:z+1=/x2+y?2, 0<z<1},

orientada com a normal unitdria n tal que n, > 0.

(a) Determine um campo vectorial A da forma

A(x,y,z) = (=xy.,0, B(x,y))

tal que rot A= H, onde H(x, y, z) = (y, x, x).
Resolucao:
op

of(A) = H e rot(—xy,o,mx,y)):(@(x.y»——(x,y),x):(y.x,x)

2

e uma solugdo é B(x,y) = y; - %

(b) Usando o Teorema de Stokes, calcule o fluxo do campo vectorial H através de S no
sentido da normal n.

Resolucao: O bordo de § é 0S = G U G, onde
G={(xy,00eR: x*+y’=1} e G={(xy,1)eR®: x> +y*> =4} .

Pela regra da mao direita aplicada a normal n dada, C; é percorrida no sentido horério
e G, no sentido anti-horario, quando vistas do ponto (0,0,5). Sejam

gi(t) = (cost,sent,0) e go(t)=(2cost,2sent,1), com t€]0,2n .

Como estas parametrizacoes percorrem C; e C, no sentido anti-horario, quando vistas de
(0,0,5), o Teorema de Stokes (usando o potencial vector A da alinea anterior) implica
que

//S H-n= //S rot(A) - n = — /Ozﬂ Algi(t)) - gl(t)dt + /027r Alg(t)) - gh(t)dt =0 .

6. Considere o aberto M = {x € R3 : ||x|| < 2}. Mostre que, para quaisquer campos escalares
F e G de classe C? tal que F(x) =0 e G(x) = 0 quando ||x|| > 1, se tem

/(divVG)F:/ G divVF .
M

M

Resolucao: O exercicio resolve-se aplicando o Teorema da Divergéncia ao campo vectorial
H=FVG— GVF e aregido M.



