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Resolva, ainda que parcialmente, 8 dos 10 problemas propostos. Duracgao: 4 horas

1. Responda "Verdadeiro” ou "Falso” em cada uma das alineas (com justifica¢ao
no caso "Falso”):

Se f é uma funcao continua de um espaco métrico compacto X num
espaco métrico Y, entao f é uniformemente continua.

Se f é uma funcao continua de um espaco métrico X num espago métrico
compacto Y, entao a sua imagem f(X) = {f(z): 2z € X} é compacta.

Sendo A: X — Y, B:Y — Z operadores de Fredholm em espacos de
Banach, entao BA : X — Z é também de Fredholm e

ind BA <ind A + ind B.

Seja A uma algebra-C* com unidade e a € A normal. Entao a é invertivel
a direita sse a é invertivel a esquerda.

Seja f : 2 — C holomorfa numa regiao 2 C C que contém B,.(a) = {z €
C:|z—al] <r}ondeacC,r>0. Entao

[f(a)] < sup{|f(2)] : |z —af <r}.

Sendo v : 2 — R uma funcao definida numa regiao 2 C C tal que, para
qualquer z € 2, existe uma sucessao r, — 0 que satisfaca

1 4 A
U(Z)Z%/ w(z +re)dt, z€Q,n=1,2,3,..,

—Tr

entdao Au=0em €2 .

2. Enuncie o Teorema de Tietze em espagos métricos (ou mesmo em espagos
normais) e explique a ideia da sua demonstragao.

3. Enuncie o Teorema de Radon-Nikodym num espaco de medida (X, M, i) ex-
plicitando o significativo dos termos e simbolos utilizados na sua formulagao.



10.

. Dé um exemplo de uma funcao definida em R? que seja integrével a Lebesgue

mas nao integravel a Riemann e justifique a resposta. Ao contrario: Existem
fungoes integraveis a Riemann (no sentido impréprio) mas nao integraveis a
Lebesgue?

. Enuncie a Férmula Integral de Cauchy para funcoes com valores num espago

de Banach, explicitando o significativo dos termos e simbolos utilizados na sua
formulacao.

Sejam X,Y espacos de Banach e A : X — Y, B : Y — X dois operadores
lineares e limitados. Mostre que as composicoes AB e BA sao compactos, se
A ou B é compacto. Serd que a implicacao inversa é também satisfeita?

Indique, justificando brevemente, quais dos seguintes espacos de sucessoes reais
sao (a) separaveis, (b) compactos, (c) reflexivos:

o= {(a): Z || < 400},
[ = {(z,) :sup|z,| < +oo},

co = {(x,):2,—0sen— 4oo}?

. Enuncie o Principio de Reflexao de Schwarz e esboce a sua demonstracgao.

. Indique se as seguintes fungoes sao analiticas no ponto zy = 0 e determine as

séries de Taylor, se existirem, no mesmo ponto:

(a) f(z)=1- 5,

(b) g(z) =1—e V" sez#0eg(0)=1,
(c) h(z) =log(z*> — 1) =log|z? — 1] +iarg(z? - 1),

onde arg ¢ € [0, 27| para ( = 2% — 1.
Dé um exemplo de uma fungao meromorfa F' tal que:

(a) F tem unica singularidade em z = 1 4 4, que é um pdlo de ordem 2,
(b) [F(2)] = 1 para 2] = 1,

|
(c) |F(2)] = O(z~™) quando z — oo onde m é um dado nimero inteiro.



