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Resolução provisória (analógica) do exame digital de 19 de junho de 2026

O enunciado está restituído a preto, para esta resolução ser autossu�ciente; a azul, a resolução. As referências

entre parênteses retos remetem para Valério, Lecture Notes of Signals, Systems and Control, IST. Resolve-se aqui

a Versão 015; cada prova tem os mesmos enunciados com valores numéricos diferentes por aluno. Provisória:

critérios de classi�cação ainda por �xar.

Grupo 1 � Forno térmico (4,0 valores)

Um forno térmico é modelado como um sistema de primeira ordem de parâmetros concentrados. O
calor fornecido Q (W) provoca uma subida de temperatura T (◦C) acima da ambiente, e o balanço de
energia do forno é

Cth
dT

dt
= Q− T

Rth
,

onde Rth é a resistência térmica e Cth a capacidade térmica. Dados: Rth = 1,80 ◦C/W, Cth =
450 J/◦C, Qstep = 25 W.

Q1.1 � Deduza a função de transferência T (s)/Q(s) e determine o ganho estático K e a

constante de tempo τ .

[Cap. 7 � componentes térmicos: resistência e capacidade.]

Resolução. O balanço de energia é uma equação diferencial linear de 1.ª ordem; escrevemo-la com os
termos da saída T à esquerda:

Cth
dT

dt
+

1

Rth
T = Q.

Aplicando a transformada de Laplace com condições iniciais nulas (T (0) = 0, logo L{Ṫ} = sT (s)):

Cth s T (s) +
1

Rth
T (s) = Q(s) =⇒ T (s)

(
Cth s+

1
Rth

)
= Q(s).

A função de transferência é o quociente saída/entrada:

T (s)

Q(s)
=

1

Cth s+
1

Rth

.

Para a pôr na forma canónica de 1.ª ordem K/(τs+ 1), multiplicamos numerador e denominador por
Rth:

T (s)

Q(s)
=

Rth

RthCth s+ 1
=

K

τs+ 1
, K = Rth, τ = RthCth.

O ganho estático K tem unidades de ◦C/W (subida de temperatura por watt em regime permanente)
e a constante de tempo τ unidades de segundo. Substituindo os dados:

K = 1,80 ◦C/W, τ = 1,80× 450 = 810 s.

K = 1,80 ◦C/W τ = 810 s

Q1.2 � Para um degrau de calor Qstep = 25 W aplicado em t = 0, determine a subida de

temperatura em regime permanente.

[Cap. 11 � resposta ao degrau de 1.ª ordem.]

Resolução. Com a entrada em degrau Q(s) = Qstep/s, a saída em Laplace é

T (s) =
K

τs+ 1
· Qstep

s
.

Página 1 de 8



SSM � Resolução provisória (analógica) 19 jun 2026 � Versão 015

A transformada inversa de uma 1.ª ordem ao degrau é a conhecida resposta exponencial

T (t) = KQstep

(
1− e−t/τ

)
.

Em regime permanente (t → ∞, e−t/τ → 0), a temperatura tende para ∆T∞ = KQstep � o que
também se obtém de imediato pelo teorema do valor �nal, lims→0 s T (s) = KQstep. Logo

∆T∞ = 1,80× 25 = 45 ◦C.

∆T∞ = 45 ◦C

Q1.3 � Determine (a) o tempo de estabelecimento a 85% e (b) a frequência de corte.

[Cap. 11.]

Resolução. (a) O tempo de estabelecimento a 85% é o instante ts em que a resposta atinge 85% do
valor �nal:

T (ts) = 0,85∆T∞ =⇒ 1− e−ts/τ = 0,85 =⇒ e−ts/τ = 0,15.

Aplicando logaritmos, −ts/τ = ln(0,15), donde

ts = − ln(0,15) τ = 1,897× 810 ≈ 1,54× 103 s.

(Note-se que 85% não é uma das percentagens de bolso 63%/95%/98%, pelo que não se aplicam os
atalhos τ/3τ/4τ � há que calcular o valor exato.)

(b) Para a 1.ª ordem K/(τs+ 1), a frequência de corte é o ponto a −3 dB, onde |G(jω)| cai por
√
2;

isso acontece em ωτ = 1, ou seja

ωc =
1

τ
=

1

810
≈ 1,23× 10−3 rad/s.

ts ≈ 1,54× 103 s ωc ≈ 1,23× 10−3 rad/s

Q1.4 � Qual o declive da curva de amplitude do diagrama de Bode de T (s)/Q(s) às baixas
frequências (ω ≪ ωc)?

[Cap. 11 � assíntotas de Bode.]

Resolução. A baixas frequências (ω ≪ ωc = 1/τ), o termo τs no denominador é desprezável face a 1,
pelo que T/Q ≈ K (uma constante). O módulo é praticamente constante e a assíntota é horizontal:

declive = 0 dB/década.

(É a altas frequências, ω ≫ ωc, que o polo domina e a assíntota passa a−20 dB/década.) 0 dB/década

Q1.5 � Explique o signi�cado físico da constante de tempo τ e indique que percentagem

do valor �nal é atingida ao �m de uma constante de tempo.

Resolução. A constante de tempo τ = RthCth é o tempo característico da resposta: mede a rapidez
com que o forno aquece. Ao �m de t = τ , a resposta vale

T (τ) = KQstep

(
1− e−1

)
= 0,632∆T∞,

isto é, atingiu cerca de 63% do valor �nal. Um τ maior (mais resistência ou mais capacidade térmica)
signi�ca um forno mais lento a aquecer.

Ao �m de uma constante de tempo, a resposta atingiu ≈ 63% do valor �nal.
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Grupo 2 � Quadrotor (movimento vertical) (3,0 valores)

Um quadrotor de massa m move-se verticalmente. A 2.ª lei de Newton dá m z̈ + d ż = u, onde z é a
altitude, d o atrito viscoso linear e u a impulsão (thrust), em N. Dados: m = 1,50 kg, d = 0,75 N·s/m,
Fstep = 3,00 N.

Q2.1 � Deduza a função de transferência da velocidade V (s)/U(s) e determine o ganho

estático Kq e a constante de tempo τq.

[Cap. 4 � 2.ª lei de Newton, translação.]

Resolução. De�nindo a velocidade vertical v = ż, a equação mz̈ + dż = u escreve-se em termos de v
como uma 1.ª ordem:

mv̇ + d v = u.

Transformada de Laplace com condições iniciais nulas:

(ms+ d)V (s) = U(s) =⇒ V (s)

U(s)
=

1

ms+ d
.

Pondo na forma canónica (dividindo por d):

V (s)

U(s)
=

1/d

(m/d) s+ 1
=

Kq

τqs+ 1
, Kq =

1

d
, τq =

m

d
.

A velocidade comporta-se como um sistema de 1.ª ordem (não há polo na origem porque a equação é
em v, não em z). Substituindo:

Kq =
1

0,75
= 1,33 m/(N·s), τq =

1,50

0,75
= 2,0 s.

Kq = 1,33 m/(N·s) τq = 2,0 s

Q2.2 � Para um degrau de impulsão Fstep = 3,00 N, determine a taxa de subida assintótica

(declive da rampa) da altitude z(t).

[Cap. 11 � integrador em série com 1.ª ordem.]

Resolução. A altitude obtém-se integrando a velocidade, Z(s) = V (s)/s, pelo que

Z(s)

U(s)
=

Kq

s (τqs+ 1)
.

Há um polo na origem (integrador). Para um degrau de impulsão, a velocidade tende para o valor de
regime permanente v∞ = KqFstep; como a altitude é o integral da velocidade, z(t) cresce assintotica-
mente como uma rampa cujo declive é precisamente v∞:

ż(t → ∞) = KqFstep = 1,33× 3 = 4,0 m/s.
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taxa = 4,0 m/s

Q2.3 � Qual o declive da curva de amplitude de Z(s)/U(s) (altitude) às baixas frequências?

Resolução. Z/U = Kq/[s(τqs + 1)]. A baixas frequências (ω ≪ 1/τq), o termo τqs é desprezável e
domina o integrador Kq/s. Um polo na origem dá uma assíntota de

declive = −20 dB/década.

(Só a altas frequências, com o segundo polo já ativo, a assíntota passa a−40 dB/década.) −20 dB/década

Q2.4 � Justi�que por que um degrau de impulsão constante produz uma altitude que

cresce sem limite.

Resolução. A função de transferência da altitude tem um polo na origem (1/s), ou seja, um integrador.
Fisicamente, a força de atrito viscoso cresce com a velocidade e acaba por equilibrar a força de impulsão
(o thrust): quando as duas se igualam, a aceleração anula-se e a velocidade estabiliza na velocidade
terminal v∞ = Fstep/d > 0. Não é que �nada trave� a subida � é o atrito que a limita; mas, como
o equilíbrio se dá a uma velocidade constante e não-nula, a altitude (que é o integral da velocidade)
continua a crescer linearmente, como uma rampa, sem limite.

Polo na origem (integrador): a velocidade tende para a velocidade terminal v∞ = Fstep/d (constante,
não-nula), logo a altitude cresce sem limite (rampa).

Nota. É um modelo linear. Na realidade a densidade do ar � e com ela o atrito e a sustentação �
varia com a altitude, a potência disponível é limitada, etc.; o drone não sobe inde�nidamente nem
�chega ao céu�.

Grupo 3 � Análise em malha fechada (4,5 valores)

Considere o sistema de controlo em malha fechada da �gura (R = referência, C = saída; D e N são
perturbação e ruído de medida). Para este grupo tome D(s) = N(s) = 0.

K(s) =
65

s (0,0105 s+ 1)
, G(s) =

1

275 s2 + 2750 s+ 23500
, H(s) =

1

0,120 s+ 1
.

Q3.1 � Escreva o polinómio característico como D(s) =
∑n

i=0 ais
i e determine n, a4 e a1.

[Cap. 6 � equação característica 1 +K(s)G(s)H(s) = 0.]

Resolução. A equação característica da malha fechada é 1 +KGH = 0. Como

KGH =
65

s(0,0105s+ 1) (275s2 + 2750s+ 23500) (0,120s+ 1)
,
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multiplicando por todos os denominadores obtém-se

s (0,0105s+ 1)(275s2 + 2750s+ 23500)(0,120s+ 1) + 65 = 0.

A ordem do sistema é a soma dos graus dos fatores: 1 + 1 + 2 + 1 = 5, logo n = 5.

Calculamos os coe�cientes por etapas. Primeiro o produto (275s2 + 2750s + 23500)(0,120s + 1), de
grau 3, com coe�cientes (de s3 a s0):

c3 = 275 ·0,120 = 33, c2 = 275+2750 ·0,120 = 605, c1 = 2750+23500 ·0,120 = 5570, c0 = 23500.

Multiplicando agora por (0,0105s+ 1), o coe�ciente de s4 do produto de grau 4 é

a4 = 0,0105 c2 + c3 = 6,35 + 33 = 39,35.

Finalmente, a multiplicação por s desloca todos os graus uma unidade e o +65 acrescenta o termo
constante. O coe�ciente de s1 vem do termo s · c0:

a1 = c0 = 23500.

n = 5 a4 ≈ 39,4 a1 = 23500

Q3.2 � Para outro sistema com D(s) = s5+13s4+49s3+47s2+130s+600, construa a tabela
de Routh e indique o número de polos instáveis.

[Cap. 6 � critério de Routh�Hurwitz.]

Resolução. Repare-se primeiro que todos os coe�cientes são positivos � condição necessária de estabi-
lidade, mas não su�ciente; é preciso a tabela de Routh para concluir. Preenchem-se as duas primeiras
linhas com os coe�cientes alternados:

s5 1 49 130
s4 13 47 600
s3 b1 b2
s2 c1 c2
s1 d1
s0 e1

Linha s3:

b1 =
13 · 49− 1 · 47

13
=

590

13
= 45,4, b2 =

13 · 130− 1 · 600
13

=
1090

13
= 83,8.

Linha s2 � note-se que a terceira coluna da linha s3 já é nula (b3 = 0), pelo que c2 recupera o termo
independente:

c1 =
b1 · 47− 13 b2

b1
= 22,98, c2 =

b1 · a0 − 13 b3
b1

=
b1 · 600− 13 · 0

b1
= 600.

Linha s1:

d1 =
c1 b2 − b1 c2

c1
= −1100,6.

Linha s0: de novo com a coluna seguinte nula (d2 = 0), e1 =
d1 c2 − c1 d2

d1
= c2 = a0 = 600 � o

último elemento da primeira coluna é sempre o termo independente, o que serve de conferência.

A primeira coluna é (1, 13, 45,4, 22,98, −1100,6, 600). Há duas mudanças de sinal (+→− e −→+),
pelo que existem 2 polos no semiplano direito � o sistema é instável. (De facto, as raízes são

1± 2j, com parte real positiva, e três reais negativas.) 2 polos instáveis (sistema instável)
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Q3.3 � Junto dos polos dominantes, a malha é aproximada por Gp(s) =
85,45

s2 + 10,0 s+ 85,45
.

Determine ωn, |Gp(jωn)| e ∠Gp(jωn).

[Cap. 11 � sistema padrão de 2.ª ordem.]

Resolução. Comparando com a forma padrão Gp(s) =
ω2
n

s2 + 2ζωns+ ω2
n

, identi�ca-se ω2
n = 85,45 e

2ζωn = 10,0. Logo

ωn =
√
85,45 = 9,24 rad/s, ζ =

10,0

2ωn
= 0,541.

À frequência natural, s = jωn, o termo (jωn)
2 = −ω2

n cancela exatamente +ω2
n do denominador,

restando apenas a parcela de amortecimento:

Gp(jωn) =
ω2
n

j 2ζω2
n

=
1

j 2ζ
.

Portanto o módulo é

|Gp(jωn)| =
1

2ζ
=

1

2× 0,541
= 0,924,

e a fase é a de 1/j = −j, ou seja −π/2:

∠Gp(jωn) = −π

2
≈ −1,57 rad (= −90◦).

ωn = 9,24 rad/s |Gp| = 0,924 ∠Gp = −1,57 rad

Grupo 4 � Cadeia de medida (sensor de distância IV) (4,5 valores)

Um sensor Sharp GP2Y0A21YK tem a característica não-linear V (L) = K/(L + b), com L em cm,
K = 34 V·cm e b = 4,7 cm. O conversor A/D tem 8 bits e tensão de referência 5 V.

Q4.1 � Linearize o sensor pela tangente em L0 = 20 cm, com gama ±5 cm, e indique as

tensões mínima e máxima.

[Cap. 13 � linearização por tangente.]

Resolução. A tangente em L0 tem declive igual à derivada da característica:

S =
dV

dL

∣∣∣∣
L0

= − K

(L0 + b)2
= − 34

(20 + 4,7)2
= − 34

24,72
= −0,0557 V/cm,

e a tensão no ponto de funcionamento é V0 = K/(L0 + b) = 34/24,7 = 1,377 V. O modelo linear é
V ≈ V0 + S (L− L0). Nos extremos da gama L0 ± 5 cm (o declive é negativo, logo a maior distância
dá a menor tensão):

Vmin = V0 + S · 5 = 1,377− 0,279 = 1,10 V, Vmax = V0 − S · 5 = 1,377 + 0,279 = 1,66 V.
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Vmin = 1,10 V Vmax = 1,66 V

Q4.2 � A saída linearizada é condicionada para a gama [0, 5] V com o somador inversor

da �gura. Com Vref = −12 V e R1 = 10 kΩ, determine Rf e R2.

[Cap. 13 � condicionamento com AmpOp.]

Resolução. O somador inversor de um AmpOp dá

Vout = −
Rf

R1
Vsensor −

Rf

R2
Vref .

Queremos mapear a gama do sensor [Vmin, Vmax] na gama do ADC [5, 0] V (a inversão de sentido
corrige-se depois em software). O ganho �xa-se pela amplitude: a variação de 5 V à saída corresponde
à variação Vmax − Vmin à entrada, logo

Rf

R1
=

5

Vmax − Vmin
=

5

0,557
= 8,97 =⇒ Rf = 8,97× 10 = 89,7 kΩ.

O o�set �xa-se impondo Vout = 0 quando Vsensor = Vmax:

0 = −
Rf

R1
Vmax −

Rf

R2
Vref =⇒ R2 =

−Vref R1

Vmax
=

12× 10

1,66
= 72,5 kΩ.

Rf ≈ 89,7 kΩ R2 ≈ 72,5 kΩ

Q4.3 � O condicionador faz corresponder toda a gama linearizada à escala completa do

ADC. Determine (a) a resolução em tensão e (b) a resolução referida à distância.

[Cap. 13 � quantização.]

Resolução. (a) Um ADC de n = 8 bits divide a escala de referência em 28 = 256 níveis, pelo que a
resolução em tensão (o degrau por código) é

∆V =
Vref,ADC

28
=

5

256
= 0,0195 V.

(b) Para a referir à distância, recua-se pela cadeia: divide-se ∆V pelo ganho do condicionador A =
Rf/R1 = 8,97 (obtendo o degrau à saída do sensor) e divide-se pelo módulo do declive do sensor
|S| = 0,0557 V/cm:

∆L =
∆V/A

|S|
=

0,0195/8,97

0,0557
= 0,039 cm.

∆V = 0,0195 V ∆L ≈ 0,039 cm

Q4.4 � Explique o que acontece à resolução em tensão do ADC quando se aumenta o

número de bits.

Resolução. A resolução em tensão é ∆V = Vref/2
n. Aumentar o número de bits n aumenta o número

de códigos 2n em que a mesma escala de referência é dividida; cada degrau �ca mais pequeno, ou seja,
∆V diminui e a resolução melhora (consegue-se distinguir variações mais �nas do sinal).

Mais bits ⇒ ∆V = Vref/2
n menor, logo melhor resolução.
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Grupo 5 � Transformada de Laplace e convolução (4,0 valores)

Q5.1 � Um sinal é um degrau de amplitude A = 3 aplicado em t = T = 1 s, f(t) = Au(t−T ).
Determine F (s) e avalie em s = 2.

[Cap. 10 � teorema do atraso no tempo.]

Resolução. A transformada do degrau unitário é L{u(t)} = 1/s. O atraso de T no tempo corresponde,
pelo teorema do deslocamento, à multiplicação por e−Ts:

F (s) = L{Au(t− T )} =
A

s
e−Ts =

3

s
e−s.

Avaliando em s = 2:

F (2) =
3

2
e−2 = 1,5× 0,1353 = 0,203.

F (2) = 0,203

Q5.2 � Uma transformada é Y (s) = N/(s+ p)2, com N = 10 e p = 1,2 s−1. Determine y(t)
e avalie em t = 1 s.

[Cap. 10 � pares de Laplace, polo repetido.]

Resolução. O par de Laplace de um polo duplo é L−1

{
1

(s+ p)2

}
= t e−pt. Logo

y(t) = N t e−pt = 10 t e−1,2 t.

Em t = 1 s:
y(1) = 10× 1× e−1,2 = 10× 0,3012 = 3,01.

y(1) = 3,01

Q5.3 � Dados h(t) = e−at e x(t) = e−ct (t ≥ 0), com a = 0,8 e c = 2,0 s−1, calcule a convolução

y(t) = (h ∗ x)(t) e avalie em t = 1 s.

[Cap. 9 � convolução.]

Resolução. A convolução de�ne-se por

y(t) =

∫ t

0
h(σ)x(t− σ) dσ =

∫ t

0
e−aσ e−c(t−σ) dσ = e−ct

∫ t

0
e(c−a)σ dσ.

Integrando (c ̸= a):

y(t) = e−ct e
(c−a)t − 1

c− a
=

e−at − e−ct

c− a
.

Em t = 1 s, com a = 0,8 e c = 2,0:

y(1) =
e−0,8 − e−2,0

2,0− 0,8
=

0,449− 0,135

1,2
= 0,262.

y(1) = 0,262

Resolução provisória (analógica) do exame digital de 19 de junho de 2026 � Versão 015. Os valores
numéricos variam de aluno para aluno; o método é o mesmo.
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