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' Sinais e Sistemas Mecatronicos
TECNICO LEMec / LEAN — Professor responsavel: Carlos Cardeira
LISBOA 2.0 Semestre 2025/2026

Resolucao provisdria (analdgica) do exame digital de 19 de junho de 2026

O enunciado esta restituido a preto, para esta resolucdo ser autossuficiente; a azul, a resolu¢do. As referéncias
entre parénteses retos remetem para Valério, Lecture Notes of Signals, Systems and Control, IST. Resolve-se aqui
a Versao 015; cada prova tem os mesmos enunciados com valores numéricos diferentes por aluno. Proviséria:
critérios de classificagdo ainda por fixar.

Grupo 1 — Forno térmico (4,0 valores)

Um forno térmico é modelado como um sistema de primeira ordem de parimetros concentrados. O
calor fornecido @ (W) provoca uma subida de temperatura T' (°C) acima da ambiente, e o balango de

energia do forno é
ar T

Cin P R’
onde Ry, é a resisténcia térmica e Cy, a capacidade térmica. Dados: Ry, = 1,80 °C/W, Cy, =
450 J/°C, Qstep = 25 W.
Q1.1 — Deduza a fungao de transferéncia 7'(s)/Q(s) e determine o ganho estatico K e a
constante de tempo 7.
[Cap. T — componentes térmicos: resisténcia e capacidade./
Resolugao. O balango de energia é uma equacao diferencial linear de 1.2 ordem; escrevemo-la com os
termos da saida 1" & esquerda:

Aplicando a transformada de Laplace com condicoes iniciais nulas (7°(0) = 0, logo £L{T'} = sT(s)):
1
CusT(5) + 7 T(s) = Qls) = T(s) (s + ) = Qo)
t
A funcao de transferéncia é o quociente saida/entrada:
T(s) 1
= —.
Q(s)  Cus+ R

Para a por na forma canoénica de 1.2 ordem K/(7s+ 1), multiplicamos numerador e denominador por
Rth:
T(s) R, K

Q(S) - RthcthS +1 - TS + 17
O ganho estético K tem unidades de °C/W (subida de temperatura por watt em regime permanente)
e a constante de tempo 7 unidades de segundo. Substituindo os dados:

K = Ry, 7= RiCip.

K =180°C/W, 7=180x450=810s.

K =1,80 °C/W|

Q1.2 — Para um degrau de calor Q., = 25 W aplicado em t = 0, determine a subida de
temperatura em regime permanente.

Cap. 11 — resposta ao degrau de 1.2 ordem.
[Cap i g

Resolugdo. Com a entrada em degrau Q(s) = Qstep/s, a saida em Laplace &

K . Qstep

T 5 -
(5) TS+ 1 S
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A transformada inversa de uma 1.2 ordem ao degrau é a conhecida resposta exponencial
T(t) = K Quep (1 - e*f/T> .

Em regime permanente (t — oo, et 0), a temperatura tende para ATo, = K Qgep — 0 que
também se obtém de imediato pelo teorema do valor final, limg 0 s7(s) = K Qstep. Logo

ATy = 1,80 x 25 = 45 °C.

| AT, = 45 °C|
Q1.3 — Determine (a) o tempo de estabelecimento a 85% e (b) a frequéncia de corte.
[Cap. 11.]

Resolugao. (a) O tempo de estabelecimento a 85% ¢ o instante t; em que a resposta atinge 85% do
valor final:
T(ts) = 0,85 ATy = 1—e /7 =085 — e%/7 =0,15.

Aplicando logaritmos, —ts/7 = In(0,15), donde
ty = —1In(0,15) 7 = 1,897 x 810 ~ 1,54 x 10% .

(Note-se que 85% nao ¢ uma das percentagens de bolso 63%/95%/98%, pelo que nao se aplicam os
atalhos 7/37 /47 — héa que calcular o valor exato.)

(b) Para a 1.2 ordem K/(7s+ 1), a frequéncia de corte é o ponto a —3 dB, onde |G(jw)| cai por v/2;
isso acontece em wt = 1, ou seja

11 B
we= =5 1,23 x 1072 rad/s.
tom 154 x 10° | |we~ 1,23 x 1072 rad/s

Q1.4 — Qual o declive da curva de amplitude do diagrama de Bode de T'(s)/Q(s) as baixas
frequéncias (w < w.)?

[Cap. 11 — assintotas de Bode.]

Resolugao. A baixas frequéncias (w < w. = 1/7), o termo 7s no denominador ¢ desprezavel face a 1,
pelo que T/Q ~ K (uma constante). O modulo é praticamente constante e a assintota é horizontal:

declive = 0 dB/década.

(E a altas frequéncias, w > w,, que o polo domina e a assintota passa a —20 dB/década.) |0 dB/década

Q1.5 — Explique o significado fisico da constante de tempo 7 e indique que percentagem
do valor final é atingida ao fim de uma constante de tempo.

Resolugao. A constante de tempo 7 = Ry, Cy, € 0 tempo caracteristico da resposta: mede a rapidez
com que o forno aquece. Ao fim de ¢ = 7, a resposta vale

T(T) = KQstep (1 - 671) = 0,632 AT,

isto é, atingiu cerca de 63% do valor final. Um 7 maior (mais resisténcia ou mais capacidade térmica)
significa um forno mais lento a aquecer.

Ao fim de uma constante de tempo, a resposta atingiu ~ 63% do valor final. ‘
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Grupo 2 — Quadrotor (movimento vertical) (3,0 valores)

Um quadrotor de massa m move-se verticalmente. A 2.2 lei de Newton dd m 2 + dZ = u, onde z é a
altitude, d o atrito viscoso linear e u a impulsao (thrust), em N. Dados: m = 1,50 kg, d = 0,75 N-s/m,
Fugep = 3,00 N.

Quadrotor — 1D vertical motion: m-2 +d-z =u

z
u (thrust)

d-z (drag)

Q2.1 — Deduza a funcao de transferéncia da velocidade V(s)/U(s) e determine o ganho
estatico K, e a constante de tempo 7,.

[Cap. 4 — 2.% lei de Newton, translagao./

Resolugao. Definindo a velocidade vertical v = 2, a equacao mZz + dz = wu escreve-se em termos de v

como uma 1.2 ordem:
mov+dv=u.

Transformada de Laplace com condigoes iniciais nulas:

_ Vis) 1
(ms+d)V(s)=U(s) = U(s) ~ mstd
Pondo na forma canonica (dividindo por d):
V(s) 1/d K, 1

m
U(s) (m/d)s+1 71s+1 Ty T

A velocidade comporta-se como um sistema de 1.2 ordem (nao ha polo na origem porque a equacao é
em v, ndo em z). Substituindo:

1 1,50
K,= —— = 1,33 m/(N- _ o
1= gap - 3w/ (Ns) =

K, =133 m/(N-s) T, =205

Q2.2 — Para um degrau de impulsao Fy;, = 3,00 N, determine a taxa de subida assintética
(declive da rampa) da altitude z(¢).

=20s.

[Cap. 11 — integrador em série com 1.% ordem.]

Resolugao. A altitude obtém-se integrando a velocidade, Z(s) = V(s)/s, pelo que

Z(s) _ K,

U(s) s(mgs+1)

H4 um polo na origem (integrador). Para um degrau de impulsao, a velocidade tende para o valor de
regime permanente voo = Ky Fyep; como a altitude é o integral da velocidade, z(t) cresce assintotica-
mente como uma rampa cujo declive é precisamente v:

2(t = 00) = KgFstep = 1,33 x 3=4,0m/s.
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’taxa =40 m/s‘

Q2.3 — Qual o declive da curva de amplitude de Z(s)/U(s) (altitude) as baixas frequéncias?

Resolugao. ZJ)U = K,/[s(tq4s + 1)]. A baixas frequéncias (w < 1/7,), o termo 745 é desprezavel e
domina o integrador K,/s. Um polo na origem da uma assintota de

declive = —20 dB/década.

(S6 a altas frequéncias, com o segundo polo ja ativo, a assintota passa a —40 dB/década.) ’ —20 dB/década ‘

Q2.4 — Justifique por que um degrau de impulsao constante produz uma altitude que
cresce sem limite.

Resolugao. A funcao de transferéncia da altitude tem um polo na origem (1/s), ou seja, um integrador.
Fisicamente, a forca de atrito viscoso cresce com a velocidade e acaba por equilibrar a forca de impulsao
(o thrust): quando as duas se igualam, a aceleracao anula-se e a velocidade estabiliza na velocidade
terminal veo = Fltep/d > 0. Nao é que “nada trave” a subida — é o atrito que a limita; mas, como
o equilibrio se d4 a uma velocidade constante e nao-nula, a altitude (que é o integral da velocidade)
continua a crescer linearmente, como uma rampa, sem limite.

Polo na origem (integrador): a velocidade tende para a velocidade terminal voe = Ftep/d (constante,
nao-nula), logo a altitude cresce sem limite (rampa).

Nota. E um modelo linear. Na realidade a densidade do ar — e com ela o atrito e a sustentagao —
varia com a altitude, a poténcia disponivel é limitada, etc.; o drone nao sobe indefinidamente nem
“chega ao céu”.

Grupo 3 — Analise em malha fechada (4,5 valores)

Considere o sistema de controlo em malha fechada da figura (R = referéncia, C' = saida; D e N sao
perturbagdo e ruido de medida). Para este grupo tome D(s) = N(s) = 0.

65 1 1
K(s)=——2  _ Q(s) = , H(s)=——
() =3 (0,01055 + 1) ()= s Tomos T 25000 1) T 01205 11
Disturbance
Dis)
+
Ref- Input + Error Cutput
7 K(s) = G(s) :
Controller Plant
Measured Output
Bis) H(s)

Sensor

Q3.1 — Escreva o polinémio caracteristico como D(s) =Y " ja;s" e determine n, a4 € a;.
[Cap. 6 — equacao caracteristica 1 + K(s)G(s)H(s) =0./
Resolugao. A equacio caracteristica da malha fechada ¢ 1 + KGH = 0. Como

65
~ 5(0,0105s + 1) (27552 + 27505 + 23500) (0,120 4 1)’

KGH
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multiplicando por todos os denominadores obtém-se
5(0,01055 + 1)(2755% 4 27505 + 23500)(0,120s + 1) + 65 = 0.

A ordem do sistema é a soma dos graus dos fatores: 14+ 1+ 2+ 1=5, logo n = 5.

Calculamos os coeficientes por etapas. Primeiro o produto (275s% 4+ 2750s + 23500)(0,120s + 1), de
grau 3, com coeficientes (de s% a s%):

c3 =275-0,120 = 33, o = 275+2750-0,120 = 605, ¢ = 2750+ 23500-0,120 = 5570, ¢o = 23500.
Multiplicando agora por (0,0105s 4 1), o coeficiente de s* do produto de grau 4 é
as = 0,0105co + c3 = 6,35 + 33 = 39,35.

Finalmente, a multiplicacao por s desloca todos os graus uma unidade e o +65 acrescenta o termo
constante. O coeficiente de s' vem do termo s - ¢g:

a1 = cg = 23500.

n=>5 ’a4z39,4

Q3.2 — Para outro sistema com D(s) = s° + 13s* + 4953 +47s? + 1305 + 600, construa a tabela
de Routh e indique o niimero de polos instaveis.

[Cap. 6 — critério de Routh—Hurwilz./

Resolucao. Repare-se primeiro que todos os coeficientes sao positivos — condicdo necessdria de estabi-
lidade, mas nao suficiente; é preciso a tabela de Routh para concluir. Preenchem-se as duas primeiras
linhas com os coeficientes alternados:

]al = 23500\

11 49 130
st 13 47 600
83 b1 bQ

82 C1 Co

81 d1

SO €1

Linha s?:
13-49 —1-47 590 13-130 —1-600 1090
b 13 3 - od b 13 13 - o8

Linha s?> — note-se que a terceira coluna da linha s% ja é nula (b3 = 0), pelo que ¢z recupera o termo
independente:

by -47 —13b by - ag — 13- by - — 13-
o = AT =180 g gg 2 bia0 =180y 51 o600 2130
by by by
Linha s . 1
dy = R ~1100,6.
c1
. 0 : dica — c1dy
Linha s”: de novo com a coluna seguinte nula (dy = 0), e; = g =c =ag = 600 — o
1

dltimo elemento da primeira coluna é sempre o termo independente, o que serve de conferéncia.
A primeira coluna é (1, 13, 45,4, 22,98, —1100,6, 600). H4 duas mudangcas de sinal (+——e ——+),
pelo que existem 2 polos no semiplano direito — o sistema ¢ instavel. (De facto, as raizes sdo

1+ 24, com parte real positiva, e trés reais negativas.) ’2 polos instaveis (sistema instavel) ‘
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85,45
s2+10,05 + 85,45

Q3.3 — Junto dos polos dominantes, a malha é aproximada por G,(s) =

Determine wy,, |Gp(jwn)| € ZG,(jwy).
[Cap. 11 — sistema padrao de 2.2 ordem.]

2
Resolugao. Comparando com a forma padrao Gp(s) = o 2;:';5 oz identifica-se w? = 85,45 e
2¢wy, = 10,0. Logo
10,0
wnp = /85,45 =924 rad/s, (= — 0,541.
Wn,
A frequéncia natural, s = jwp, o termo (jw,)? = —w? cancela exatamente +w? do denominador,

restando apenas a parcela de amortecimento:

2
W; 1
G ]W = ———5 n = —.
p(jeon) j2wi  j2(
Portanto o modulo é 1 1
wn)| = oz = 5o = 0,924,
Gpliwn)l = 55 = 550501 = 0

eafase ¢ ade 1/j =—j, ou seja —m/2:

/Gy (jwn) = —g ~ —1,57 rad (= —90°).

]wn —9,24 rad/s\ Gyl =0,924| [£G,=—1,57 rad|

Grupo 4 — Cadeia de medida (sensor de distancia IV) (4,5 valores)

Um sensor Sharp GP2Y0A21YK tem a caracteristica nao-linear V(L) = K/(L 4+ b), com L em cm,
K =34 V-cm e b=4,7 cm. O conversor A/D tem 8 bits e tensao de referéncia 5 V.

Sharp GP2Y0A21YK — output voltage vs distance

— V(L) = K/(L+b)
—— tangent at Lo (slope = dV/dL)

2.0

1.54

1.0+

Output voltage V [V]

0.5 4

0.0

10 20 30 40 50 60 70 80
Distance L [cm]

Q4.1 — Linearize o sensor pela tangente em Ly = 20 cm, com gama +5 cm, e indique as
tensoes minima e maxima.
[Cap. 13 — linearizagao por tangente.]

Resolugdo. A tangente em L tem declive igual a derivada da caracteristica:

v K 34 34

S = — = — = — = —
dL|;, ~ (Lo+b)2  (20+47)2 2477

= —0,0557 V/cm,

e a tensdao no ponto de funcionamento é Vo = K/(Lg + b) = 34/24,7 = 1,377 V. O modelo linear é
V = Vy+ S(L— Ly). Nos extremos da gama Lo+ 5 cm (o declive é negativo, logo a maior distancia
d4 a menor tensao):

Vinin =Vo+5-5=1377-0,279 =1,10 V, Vinaz = Vo —5-5=137740,279 = 1,66 V.
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Vinin = LI0V] | Vinaa = 1,66 V|

Q4.2 — A saida linearizada é condicionada para a gama [0,5] V com o somador inversor
da figura. Com V,.; = —12 V e R; = 10 k{2, determine Ry e Rs.

[Cap. 18 — condicionamento com AmpOp./

Rf

—

Resolugao. O somador inversor de um AmpOp da

By By

Vou = V;ensor - Vtrc .
TR Ry, "

2
Queremos mapear a gama do sensor [Viin, Vinez] na gama do ADC [5,0] V (a inversao de sentido
corrige-se depois em software). O ganho fixa-se pela amplitude: a variacdo de 5 V a saida corresponde
& variacao Viuar — Vinin @ entrada, logo
Ry 5 )
Ri Viae — Vinin 0,557

O offset fixa-se impondo V,,; = 0 quando Viepsor = Vinaz:

= 8,97 = Ry =897 x 10 = 89,7 k().

Ry Ry ~Vier B1 12 x 10
0=——"Vinar — 5 Vref = Ra= = = 72,5 kQ.
Ry Ry " 27 Vs 1,66
Ry ~ 89,7 kf} Ro =~ 72,5 kQ)
Q4.3 — O condicionador faz corresponder toda a gama linearizada & escala completa do

ADC. Determine (a) a resolucdo em tensio e (b) a resolucdo referida a distancia.

[Cap. 13 — quantizagio./

Resolugio. (a) Um ADC de n = 8 bits divide a escala de referéncia em 2% = 256 niveis, pelo que a
resolugao em tensao (o degrau por codigo) é

Vief,ADC 5
AV = — 98 —ogrg = 0,0195 V.
(b) Para a referir a distincia, recua-se pela cadeia: divide-se AV pelo ganho do condicionador A =
R;/Ry = 8,97 (obtendo o degrau a safda do sensor) e divide-se pelo médulo do declive do sensor
|S| = 0,0557 V/cm:
_AV/A  0,0195/8,97

AL = = = 0,039 cm.
S| 0,0557 nos e
AV =0,0195 V|  [AL~0,039 cm]
Q4.4 — Explique o que acontece a resolugao em tensao do ADC quando se aumenta o

nimero de bits.

Resolugdo. A resolucao em tensao é AV = V,.;/2". Aumentar o niimero de bits n aumenta o niimero
de codigos 2" em que a mesma escala de referéncia é dividida; cada degrau fica mais pequeno, ou seja,
AV diminui e a resolu¢ao melhora (consegue-se distinguir variagoes mais finas do sinal).

Mais bits = AV = V,..y/2" menor, logo melhor resolugao.
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Grupo 5 — Transformada de Laplace e convolucao (4,0 valores)

Q5.1 — Um sinal é um degrau de amplitude A = 3 aplicadoem ¢t =T =1s, f(t) = Au(t—T).
Determine F(s) e avalie em s = 2.

[Cap. 10 — teorema do atraso no tempo.|

Resolugao. A transformada do degrau unitario é L{u(t)} = 1/s. O atraso de T no tempo corresponde,
pelo teorema do deslocamento, a multiplicacio por e~ 1*:

F(s)=L{Au(t—-T)} = é e 18 =Z¢78,

Avaliando em s = 2:

3
F(2) = 5 e 2=1,5x%0,1353 = 0,203.

F(2) = 0,203

Q5.2 — Uma transformada é Y (s) = N/(s +p)?, com N =10 e p = 1,2 s~'. Determine y(t)
e avalie em ¢ =1 s.

[Cap. 10 — pares de Laplace, polo repetido.]|
1

(s +p)?

Resolugdo. O par de Laplace de um polo duplo é E‘l{ } =te Pt Logo

y(t) = Nte P =10te 21,

Emt=1s:
y(1) =10 x 1 x e~ 12 =10 x 0,3012 = 3,01.

y(1) = 3,01

Q5.3 — Dados h(t) = e * e x(t) = e (t > 0), coma = 0,8 e c = 2,0 s~, calcule a convolugao
y(t) = (hxz)(t) e avalie em t =1 s.
[Cap. 9 — convolugao.|

Resolugao. A convolugdo define-se por

t t t
y(t) = / h(o)z(t —o)do = / e e=ct=9) o = eCt/ (e~ g
0 0 0

Integrando (c # a):

e(cfa)t -1 e—at _ p—ct
t

cC—a cC—a

Emt=1s,coma=08ec=20:

e 8 —e20 0,449 — 0,135

1) = —
v() =53 "03 1,2

= 0,262.

y(1) = 0,262

Resolugao provisdria (analdgica) do exame digital de 19 de junho de 2026 — Versao 015. Os valores
numéricos variam de aluno para aluno; o método é o mesmo.
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